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Verba docent,
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Vorwort

Die Ubungsaufgaben dieser Sammlung stammen aus meiner langjihrigen Lehrtitigkeit an der
Technischen Universitit Wien.

Die Aufgabensammlung will den Studierenden helfen, selbstindig Aufga-
ben zu den Grundlagen der Elektrodynamik und der Speziellen Relativi-
tatstheorie zu 16sen und sich diese Grundlagen damit wirklich anzueignen.

Im Vordergrund steht deshalb die systematische Anwendung, Illustration und Vertiefung des
Stoffes einer Standardvorlesung tiber Elektrodynamik und Relativitidtstheorie. Neben Aufgaben mit
detailliert ausgearbeiteten Losungen enthilt die Sammlung Formelanhinge und , Testaufgaben®
zum vollstindig selbstindigen Bearbeiten, welche die Moglichkeit geben sollen, zu tiberprifen, ob
man wirklich gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

Bis auf wenige Ausnahmen habe ich grundsétzlich nur Aufgaben aufgenommen, die nach meiner
Erfahrung der/die begabte und mit dem Stoff einer Standardvorlesung vertraute Student/Studentin
selbstindig lI6sen kann. Durch entsprechende Formulierung der Angaben (Unterteilung in einzelne
Punkte, versteckte Hinweise innerhalb der Angaben und Anleitungen im Anschluss an die Angaben)
konnten auch einige verhiltnisméifsig schwierige Probleme einbezogen werden. Viele Aufgaben
oder Teile davon kénnen auch sehr gut bei Priifungen eingesetzt werden.

Dem Spektrum der Begabung, des Interesses und der Vorbildung der Studierenden versuche ich
nicht nur mit Aufgaben von verschiedenem Schwierigkeitsgrad, sondern auch durch eine Strategie
der abgestuften Anforderung gerecht zu werden: Aufgaben mit , Stern“ sollen die Tiichtigen und
Ehrgeizigen herausfordern, wer sie nicht ganz selbstindig 16sen kann weif3, dass er sich nicht
kranken muss; Losungshinweise im Anschluss an die Angabe laden zu einem neuen Anlauf unter
leichteren Startbedingungen ein; eine bis ins Detail ausgefithrte Ausarbeitung der Losung soll
dem Gescheiterten weiteren Anstofs und Kontrollméglichkeit auf allen Stufen des Losungsweges
geben; weiterfihrende Diskussionen und Bemerkungen im Anschluss an viele Lésungen bieten
vertiefende Ergdnzungen an und zeigen Zusammenhénge mit anderen Aufgaben auf. Durch diese
Vorgangsweise konnte der Aufgabensammlung ein gewisser Lehrbuchcharakter gegeben werden.
— Der Leser/die Leserin sollte von jeder der gebotenen Hilfestellungen erst bei einem Scheitern
nach ernsthaftem Bemiihen Gebrauch machen. Detailliert ausgearbeitete Lésungen stellen zweifel-
los eine Verlockung zu einem bequemen Durchblittern und ,,Uberfliegen® dar. Als Lernmethode
verspricht diese Vorgangsweise keinen Gewinn von bleibendem Wert.

Dass ich B als magnetische Feldstirke und nicht als magnetische Induktion bezeichne, hat ei-
nen fundamentalen Grund. In der mikroskopischen Elektrodynamik (Maxwell-Lorentz-Theorie)
bezeichnet man jene Feldgrofen, welche in das Kraftgesetz fiir eine Testladung! eingehen, als
elektrische Feldstirke E und magnetische Feldstirke B. Die Feldgrofse B der makroskopischen Elektrody-
namik (Elektrodynamik der kontinuierlichen Medien) stellt aber den rdumlichen Mittelwert des
mikroskopischen B-Feldes dar (ausmitteln der atomaren Struktur) und verdient deshalb ebenfalls

1Lorentzkraft



Vorwort

den Namen magnetische Feldstdrke. Die Feldgrofse H, die aus historischen Griinden in vielen
Vorlesungen und Biichern als magnetische Feldstéirke bezeichnet wird, nenne ich magnetische
Verschiebung oder einfach H-Feld.

Dass ich bei den Aufgaben und in den Formelanhingen das gaufssche cgs-System verwende, hat
ebenfalls einen fundamentalen Grund. Im gaufdschen cgs-System enthalten die Maxwellgleichun-
gen im Vakuum neben den Feldstirken, der Ladungsdichte, der Stromdichte und den Raum-Zeit-
Koordinaten lediglich die universelle Naturkonstante ¢, wihrend im SI-System in die Maxwellglei-
chungen zwei rein mafdsystembedingte Konstanten ¢y, 4o (mit egug = 1/c?) eingehen, denen nur
solange physikalische Bedeutung zukam, solange die Existenz eines materiellen Athers angenom-
men wurde. Uberdies lehrt uns die Relativititstheorie, dass elektrisches Feld und magnetisches Feld
keine fundamentalen Begriffe sind: fundamental ist der Begriff elektromagnetisches Feld. In der offen-
sichtlich lorentzkovarianten Formulierung der Elektrodynamik wird das elektromagnetische Feld
durch ein antisymmetrisches Vierertensorfeld?, den Feldstirketensor, beschrieben. Im gauf3schen
cgs-System haben die Komponenten von E und B gleiche Dimension, und im Feldstarketensor
stehen die drei Komponenten von E und die drei Komponenten von B, wihrend im SI-System
die Komponenten von E und B verschiedene Dimension besitzen und im Feldstirketensor die
Komponenten von E/c und B stehen — begrifflich nicht der wahre Jakob.? Bei der Diskussion von
konkreten Ergebnissen anhand von Zahlenbeispielen gehe ich aber immer dann zu SI-Einheiten
iber, wenn mir — wie wohl auch dem Leser — die gaufdschen cgs-Einheiten nichts ,,sagen®. Wer weifs
schon, ob 3,4-1073 erg!/2 cm~1/2 eine hohe oder niedrige elektrische Spannung ist? Hért man, dass
dies 1Volt entspricht, so weifs man Bescheid. Die fiir derartige Umrechnungen bendétigte Tabelle
steht dem Leser im Anhang B zur Verfiigung.

Als seit zwanzig Jahren im Ruhestand befindlicher Universitétslehrer habe ich keine Studie-
renden zum Korrekturlesen. Bei aller Sorgfalt ist es infolge Betriebsblindheit und allgemeiner
menschlicher Unzulidnglichkeit unvermeidlich, dass sich bei der jiingsten Erweiterung Fehler
eingeschlichen haben. Deshalb mein Ersuchen an alle Leserinnen und Leser: Schreiben Sie mir bitte,
wenn Sie Fehler entdecken.

Wien, Janner 2024 Dietrich Grau
d.grau@kabsi.at
http://www.dietrich-grau.at/

2Ein solches Vierertensorfeld besitzt sechs unabhingige Komponenten.

3Fur den Experimentalphysiker haben diese Argumente nicht die héchste Prioritit, er bevorzugt ein MaR-
system mit messtechnisch méglichst prazise reproduzierbaren Standards, und das ist das SI-System.
Aus demselben Grund ist das SI-System auch fiir Technik und Wirtschaft gesetzlich vorgeschrieben.
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Teil I

Aufgaben mit Losungen und Testaufgaben






1.

Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen
im Endlichen

Angaben

1.1 Eine unendlich ausgedehnte ebene Platte der Dicke d sei homogen geladen mit
der Raumladungsdichte p,. Berechne das elektrostatische Potential ¢ und die zugehorige
Feldstarke E.

Anleitung: Wéhle die z-Richtung senkrecht zur Platte und die xy-Ebene als Symmetrieebene der
Platte. Welche Symmetriebeziehungen miissen ¢(z) und E,(z) erfiillen?

Siehe auch die Testaufgabe T1.1.

1.2

(a)

(b)

(©

Vorgegeben sei eine allgemeine sphirisch symmetrische statische Ladungsverteilung
p(r) mit endlicher Gesamtladung q, welche im Ursprung keine 8-formige Singularitét
besitzt. Berechne

(@l1) das elektrostatische Potential ¢;

(a2) das zugehorige elektrostatische Feld E;

(a3) die zugehorige elektrostatische Feldenergie W, (elektrostatische Selbstenergie
plus innere Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilung).

Spezialisiere die Ergebnisse auf

(b1) den Fall eines homogen geladenen Kugelvolumens (Raumladungsdichte pg);

(b2) den Fall einer homogen geladenen Kugelflache (Flichenladungsdichte o).

Spezialisiere das Ergebnis fiir das Potential ¢(r) auf den Fall eines Wasserstoffatoms

im Grundzustand. Dabei soll der Kern als im Ursprung ruhende Punktladung behandelt
und fiir die Dichte der Elektronladung —e |u;oo(r)|? angesetzt werden, wobei

_ 1 —rla o I}"l2 me
too() = s e ey = g (14 2)

die quantenmechanische Grundzustands-Wellenfunktion des Elektrons und e die
Elementarladung ist.



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(d) Fir den mittleren Radius R, eines Atomkerns der Massenzahl A gilt
Ry = (0,39 + 1,15A413)-10713 cm.

Welches Ergebnis erhélt man fiir den Maximalwert des Betrages der zugehorigen
elektrischen Feldstidrke, wenn man den Kern als homogen geladenes Kugelvolumen
idealisiert? Welche Zahlenwerte erhilt man speziell fiir die Kerne z0'°, 82Pb208 in cgs-
bzw. in SI-Einheiten?

(e) Beider quantenmechanischen Behandlung der Spektren des Wasserstoffatoms und
der wasserstoffihnlichen Atome wird der Kern gewohnlich als punktférmig idealisiert
und fiir den wellenmechanischen Hamiltonoperator wird entsprechend

h? Ze?

HO = —% A —_ T
angesetzt. Welcher ,,Stéroperator” W ist zu Hy hinzuzunehmen (H = Hy + W), wenn
man den Kern als homogen geladenes Kugelvolumen vom Radius R (R, s. Punkt (d))

behandelt?

(f) Beieinem Vorlaufer des bohrschen Atommodells, dem thomsonschen Atommodell,
wurde angenommen, dass Z punktférmige Elektronen im Inneren einer homogen
geladenen kugelféormigen ,Wolke positiver Elektrizitdt“ mit der Gesamtladung q = +Ze
und einem Radius Ry, ~ 1078 cm ,,schwimmen®,

Welche Art von Bahnkurve wiirde man in einem solchen Modell fiir das Elektron eines
Wasserstoffatoms erhalten, wenn man wie im bohrschen Atommodell die Strahlungs-
dampfungskraft durch ein Ad-hoc-Postulat ausschliefst?

Hinweis zu (a3): Die elektrostatische Feldenergie im Vakuum ist allgemein durch
- 1 3, 52
We = o f d°r E“(r)
R3
gegeben, was sich im Fall nattrlicher Randbedingungen in den Ausdruck
W= 1 [dremem

. 3
umformen lasst. R

Unbestimmtes Integral zu Punkt (c):

v v—1 _ V-2 | !
fd)fg”e“"g = —[% + Viz L a13)§ + .t %f + az;rl]e—“g +C, vENp.

Hinweis zu (d): 1erg!/2.-cm=3/2 2 1076 ¢, V/m; dabei ist ¢y = 2,99792458 -101° der Zahlenwert der
in cm/s angegebenen Vakuumlichtgeschwindigkeit.

Allgemeine Formeln zur Elektrostatik im Vakuum: siehe Anhang A.6.1.
Testaufgaben zum Selbstiiben: T1.1, T1.3, T1.5 und T1.7.



Angaben

1.3 Betrachte zwei Kugelflachen mit Radien R, 1y, deren Zentren um a gegeneinander
verschoben sind, wobei |a| + ry < R sei (sie-
he die Abbildung). Der Volumsbereich zwi-

// '0' : ) .
% schen den beiden Kugelflachen sei homogen
’ geladen (Raumladungsdichte pg). Berechne
das elektrostatische Potential ¢ und das zu-
/ gehorige elektrostatische Feld E in dem von
/ der inneren Kugelfldche eingeschlossenen la-

dungsfreien Hohlraum.

Wer zuvor schon die Aufgabe 1.2 bearbeitet hat, kann das Ergebnis von Punkt (b1) der Aufgabe 1.2
verwenden.

Testaufgabe zum Selbstiiben: T1.6.

1.4
Zwei parallele unendlich lange diinne Stabe mit Ab-

stand 2b tragen entgegengesetzt gleiche Ladung vom
Betrag 7 pro Ladngeneinheit (siehe die Abbildung).

(a) Berechne das elektrostatische Potential ¢ und das
zugehorige elektrostatische Feld E. Was ergibt sich
daraus fur R > 2b?

(b) Zeige, dass die Aquipotentialflichen Kreiszylinder-
flaichen
5 g (x —x0)*+ y* = R}

. sind. Welche Werte besitzen x, und R, fiir die Aqui-
potentialfliche ¢(x,y) = ¢, mit vorgegebenem ¢,?

Ny

+T

(c) Berechne die Krifte, die pro Lingeneinheit auf die
Stdbe wirken.

Siehe auch die Aufgabe 1.5 und die Aufgabe 2.6.

1.5 Berechne das elektrostatische Potential ¢ und das elektrostatische Feld E eines
homogen geladenen unendlich diinnen zylindrischen Stabes mit der Liange L und der
Gesamtladung Q, welcher sich mit Stabmitte im Ursprung auf der z-Achse befindet.

(a) Zeige, dass Potential und Feldstarke im Grenzfall L — 0+, Q fest, in die Ausdriicke fir
das Coulombfeld einer Punktladung tibergehen.

(b) Zeige, dass die Feldstirke im Grenzfall L — +o0, 7 = Q/L fest, in die in Aufgabe 1.4
berechnete Feldstirke des unendlich langen unendlich diinnen Stabes mit der Ladung
7 pro Langeneinheit tibergeht.

Testaufgabe zum Selbstiiben: T1.11.
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1.6

P Ein Hohlzylindervolumen mit der Hohe
h, dem inneren Radius a und dem &aufse-

— p— ren Radius b sei homogen geladen mit der

Raumladungsdichte p,. Die Zylinderach-

I se falle mit der z-Achse zusammen, und

! die Ebene z = 0 sei die Basisebene des

i geladenen Volumsbereiches (siehe die Ab-

|

|

|

|

|

h bildung).
Berechne die elektrostatische Feldstarke
fir Punkte P auf der z-Achse mitz > h. Was
ergibt sich daraus im Fall z> h, z > b?
y Siehe auch die dhnliche Aufgabe 4.6 in der Ma-
gnetostatik.

1.7 Zwei elektrische Punktdipole mit den Momenten p;, p, ruhen an den Stellen r,
bzw. r,. Berechne die elektrostatische Wechselwirkungsenergie nge) als Funktion von

R :=r, — r, sowie die Krifte zwischen den Dipolen.

(a) Berechne die Krifte speziell fiir den Fall, dass die Vektoren p;, p,, R gleichgerichtet
parallel sind. (Der Leser mache eine Skizze.) Ziehen sich die Dipole an oder stofsen sie
einander ab?

(b) Berechne die Krifte speziell fiir den Fall, dass die Vektoren p,, p, gleichgerichtet
parallel, aber senkrecht zu R sind. (Der Leser mache eine Skizze.) Ziehen sich die
Dipole an oder stofden sie einander ab?

Anleitung: Das elektrostatische Feld eines elektrischen Punktdipols soll als bekannt angesehen
werden. Hat man nge)(R) berechnet, so erhdlt man die Kréfte am einfachsten aus (beachte die

Definition von R)
Fy(R) = — gradg W\”(R) = —Fy(R).

1.8%
(@) Eine unendlich lange diinne Zylinderschale (Radius a, z-Achse = Zylinderachse) tragt

eine Flichenladung o(¢). Berechne ausgehend von der Poissongleichung das elektro-
statische Potential ¢ im Innen- bzw. im Aufdenraum der Zylinderschale.



Angaben

(b) Wende die Formeln von (a) auf den Fall
T R — a?
2ma R2 + a2 — 2Rpacos ¢

a(p) = -

an (7, Ry > a vorgegeben) und berechne das zugehorige elektrostatische Feld E im
Innen- bzw. im Aufsenraum der Zylinderschale.

Anleitung: Schreibe g(¢) als Fourierreihe an.
Niitzliche Formeln:
1—p?

oo
1+22 p™cosm¢p = T+ p2—2pcosg’

m=1

© m
S LISy _Liog(1 4 p? - 2pcose),
m=1 m 2

Siehe auch die Aufgabe 2.14.

Eine unendlich diinne homogen geladene
Kreisscheibe mit dem Radius a und der Ge-
samtladung q liegt in der xy-Ebene mit Zen-
trum im Koordinatenursprung.

Berechne fir Punkte auf der z-Achse das Potential und die Feldstarke und verifiziere, dass
im Zentrum der Scheibe die Beziehung Div E = 47o erfillt ist.

Siehe auch die Aufgabe 1.14 und die Testaufgabe T1.8.

1.10*
Ein unendlich diinner Kreisring mit dem
-q - Radius a liegt in der xy-Ebene mit Zentrum
im Koordinatenursprung. Der bei x > 0 ge-
- —= legene Halbring sei homogen geladen mit
der Gesamtladung +q, der bei x < 0 gelege-
J2eqg ne Halbring sei homogen geladen mit der
X : Gesamtladung —q.
Berechne Ndherungsformeln fiir Potential und Feldstarke fiir Punkte auf der z-Achse und
in deren unmittelbarer Umgebung und zeige, dass das Feld in grofser Entfernung vom Ring
ein elektrisches Dipolfeld ist.
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Anleitung: Da die Quellverteilung rdumlich lokalisiert ist, kann das Potential mithilfe der For-
mel (A.6-11) von Anhang A.6 berechnet werden. Durch eine geeignete Binomialentwicklung des
Integranden kann man die abzuleitende Ndherungsformel fiir das Potential erhalten.

1.11%

Ein unendlich diinner homogen geladener
Kreisring mit dem Radius a und der Ge-
samtladung q liegt in der xy-Ebene mit Zen-
trum im Koordinatenursprung.

<

Berechne unter Verwendung von Kugelkoordinaten das Potential im gesamten Raum und
driicke das Ergebnis durch das in Gleichung (A.2-48) von Anhang A.2 definierte vollstidn-
dige elliptische Integral erster Art K(k) aus.

Was ergibt sich daraus fir Punkte auf der z-Achse, speziell fur Punkte mit |z| > a?

Anleitung: Da die Quellverteilung raumlich lokalisiert ist, kann das Potential mithilfe der Formel
(A.6-11) berechnet werden. Beachte die vorhandenen Symmetrien, verwende die Substitution
¢’ = m — 2 und setze cos2f = 1 — 2sin?g ein.

Siehe auch die Testaufgabe T1.10 sowie die analogen Aufgaben 4.1 und T4.2 in der Magnetostatik.

1.12%*

5 (%2 Berechne fiir die in der Abbildung dargestellten
e ————unendlich diinnen homogen geladenen koaxialen
Kreisringe %, %, mit den Ladungen q; und q, die
elektrostatische Wechselwirkungsenergie sowie
die wechselseitigen Krifte und driicke die Ergeb-
nisse durch die in Gl. (A.2-48) von Anhang A.2
definierten vollstandigen elliptischen Integrale
erster und zweiter Art K(k), E(k) aus.

Was ergibt sich fiir die Kréafte im Fall d > a, b?

Anleitung: Beachte die vorhandenen Symmetrien, verwende die Substitution ¢ = 7 — 28 und setze
cos2f = 1—2sin?g ein. Verwende die Formeln (A.2-49), (A.2-50) aus dem mathematischen Anhang.

Siehe auch die Aufgaben 4.16, 4.17 in der Magnetostatik.



Angaben

1.13 Zeige unter Verwendung der Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen, dass
fiir die sphérischen elektrischen Multipolmomente bei Vorliegen der angegebenen Sym-
metrien der Ladungsverteilung die folgenden Auswahlregeln gelten (d. h. die Erfiillung der
angeschriebenen Bedingungen fiir [, m aus Symmetriegriinden notwendig dafir ist, dass
das durch [, m gekennzeichnete Moment von null verschieden sein kann):

(@) Gilt bei Inversion am Ursprung

@l) p(r,mr—9,¢+ m) = +p(r,8,¢), so folgt die Auswahlregel [ gerade,
@2) p(r,mr—98,¢+m) =—p(r,8,¢), so folgt die Auswahlregel [ ungerade.

(b) Ist die Ladungsverteilung sphérisch symmetrisch, so folgt die Auswahlregel [ = 0.

(c) Ist die Ladungsverteilung rotationssymmetrisch bzgl. der z-Achse, so folgt die Aus-
wahlregel m = 0.

(d) Gilt bei Drehung um die z-Achse um den Winkel 27”

d1) p(r,8,¢+ 27” = +p(r,8,¢) mit n = 2 oder 3 oder 4... (n fest), so folgt die Auswahl-
regel m € {0, xn, £2n, ...} (jm| <),

d2) p(r,9,¢+ Z) = —p(r,9,¢) mitn = 2 oder 4 oder 6... (n fest), so folgt die Auswahl-

n

regel m € {2, +2 £ 1 (Im| < D).

(e) Gilt bei Spiegelung an der xy-Ebene

el) p(r,m—98,¢) =+p(r,8,¢), so folgt die Auswahlregel | + m gerade,

€e2) p(r,m—38,¢) =—p(r,8,¢), so folgt die Auswahlregel | + m ungerade.
Fiir die Diskussion der Auswahlregeln kommt es nicht auf die konkrete Definition der sphéirischen
elektrischen Multipolmomente an. In Anhang A.7 sind einige der in der Literatur und in Vorlesungen

beniitzten Definitionen angeschrieben. In dieser Aufgabensammlung beniitze ich die Definition
(A.7-1).

Testaufgabe zum Selbstiiben: T1.12.

1.14

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte

p(r) = —L-0(a-rsE-1)

wazr
beschrieben?

(b) Welche Aussagen kann man aufgrund der Symmetrieeigenschaften dieser Ladungs-
verteilung Giber die zugehoérigen spharischen Multipolmomente machen?



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(c) Berechne die von null verschiedenen sphéarischen Multipolmomente der gegebenen La-
dungsverteilung und schreibe die entsprechende fiir r > a glltige Multipolentwicklung
des elektrostatischen Potentials an.

(d) Summiere die erhaltene Multipolentwicklung fiir 8 = 0,7 (d. h. fiir Punkte auf der
z-Achse mit |z| > a) auf. Wie grofs ist der prozentuelle Fehler fiir das Potential, wenn
man die Multipolentwicklung nach dem Quadrupolterm abbricht:

(d1) im Punkt r = (0,0, 2a),
(d2) im Punkt r = (0,0, 5a).
In Anhang A.7 sind einige der in der Literatur und in Vorlesungen beniitzten Definitionen der

sphirischen elektrischen Multipolmomente angeschrieben. In dieser Aufgabensammlung beniitze
ich die Definition (A.7-1). Zu den elektrostatischen Multipolmomenten siehe den Anhang A.6.3.

Hinweise: Zu Punkt (a) siche Anhang A.11. Beniitze die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln
fir die sphéarischen Multipolmomente. Verwende ferner

N =

2n+2  \n+1

Pn(0) _ ( ) Pn(x1)=1, neN,.

1.15

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte

p(r) = % M 8(cos )

beschrieben?

(b) Welche Aussagen kann man aufgrund der Symmetrieeigenschaften dieser Ladungs-
verteilung iber die zugehorigen sphéarischen Multipolmomente machen?

(c) Berechne die von null verschiedenen sphérischen Multipolmomente der gegebenen La-
dungsverteilung und schreibe die entsprechende fiir r > a giltige Multipolentwicklung
des elektrostatischen Potentials an.

(d) Summiere die erhaltene Multipolentwicklung fiir 8 = 0,7 (d. h. fir Punkte auf der
z-Achse mit |z| > a) auf.

(e) Welche Differentialgleichung erfiillt das elektrostatische Potential fir r < a?

(f) Was folgt aus dem Ergebnis von Punkt (d) fiir das elektrostatische Potential fiir 8 = 0, 7
und |z| < a? Wieso ermoglicht einem das, das elektrostatische Potential fiurr < a
anzugeben?

10



Angaben

Anleitung: Benitze die Anleitung zu Aufgabe 1.14 und beachte, dass
1 1

(2n+2) (n -Er 1) - <_n£>

gilt. (Der Leser verifiziere diese Formel.)

1.16 Eine diinne Kugelschale (Radius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung)
triagt die Flachenladung o(8) = gy cos 9. Berechne ausgehend von der Poissongleichung
das Potential ¢ und die Feldstdrke E im Innen- bzw. im Aufdenraum der Kugelschale und
interpretiere das Ergebnis.

Anleitung: Beachte, dass P;(§) = § gilt.
Testaufgabe zum Selbstiiben: T1.7.

1.17 Es werden folgende statische Ladungsverteilungen betrachtet:

(@ (b)

-q ¢

+q _q/af\_ > b>> 5
& ’ /q ’
d

X X q¢

(@) Zwei unendlich diinne konzentrische homogen geladene Kreisringe mit den Radien a
und b (b > a) und den Gesamtladungen q und —q liegen in der xy-Ebene mit Zentrum
im Koordinatenursprung.

(b) Eine Punktladung 2q befindet sich im Koordinatenursprung, eine Punktladung —q
befindet sich auf der positiven z-Achse im Abstand d vom Ursprung, und eine weitere
Punktladung —q befindet sich auf der negativen z-Achse im Abstand d vom Ursprung,
wobei 1

d==Vb2—- a2

sein soll. 2

Zeige, dass diese beiden Ladungsverteilungen fiir r > b das gleiche elektrostatische Feld
besitzen (niedrigster nicht verschwindender Multipolbeitrag).

Hinweis: Beachte die Auswahlregeln von Aufgabe 1.13. Zur Darstellung von Linienquell-
dichten als Distributionen siehe Anhang A.11. Zur Multipolentwicklung siehe den An-
hang A.6.3. Beniitze aufRerdem die Formel P, () = 5(3&2 — 1).

11



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

1.18

(a)

Berechne fiir die folgenden Ladungsverteilungen die kartesischen und sphérischen
Komponenten des elektrischen Dipol- und Quadrupolmomentes und schreibe jeweils
den fiihrenden Term in der Entwicklung des elektrostatischen Potentials fir r > a/2
an.

(a1) (a2)
¥ ¥
+q +q
a a
2 2
° ° ° °
_ a a X — a a _ X
q 4 A8 +q q 4 A9 q
2 2
.—C/ T+6]

(b) Welche Aussagen kann man aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Ladungsvertei-

()

lung in den Féllen (al), (a2) beziliglich der h6heren Multipolmomente (I > 3) machen?

Die Ladungsverteilung von (al) bzw. (a2) befinde sich in einem quasihomogenen dufse-
ren Feld E, d. h. in einem dufderen Feld, welches sich im Bereich r < a rdumlich nur
sehr wenig dndert. Berechne fiir die Fille (al), (a2) jeweils den fiihrenden Term der Ge-
samtkraft Fe; und des Gesamtdrehmomentes N, welche im Feld E auf die betreffende
fixe Ladungsverteilung wirken.

Anleitung zu (a): Verwende die Formeln von Anhang A.6.3 und die Beziehungen von Anhang A.8.

Anleitung zu (b): Beniitze die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln.

Anleitung zu (c): Verwende fiir F,, N die (bei Beniitzung der Definition (A.6-21) von Q) giiltigen
Formeln (A.6-28), (A.6-29) von Anhang A.6.4.

1.19 Vier homogen geladene diinne quadratische Platten sind wie in der Abbildung dar-
gestellt angeordnet und tragen die angegebenen elektrischen Gesamtladungen. Berechne
die kartesischen und sphirischen Komponenten des elektrischen Dipol- und Quadrupol-
momentes.

12



Angaben

y y
a] _CIII J:'*‘ql
IR T | |
e
a] -4, ]"'%
Y a
L1
2 2

Anleitung: Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen den kartesischen und den sphérischen
Komponenten der elektrostatischen Multipolmomente siehe den Anhang A.8.

1.20 Eine diinne Kugelschale (Radius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung)
tragt die Flaichenladung o(9) = ¢ycos?9. Berechne die sphirischen und kartesischen
Komponenten der elektrostatischen Multipolmomente mit [ < 2.

Anleitung: Die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln fiir die sphirischen Multipolmomente
kénnen dabei als bekannt angesehen werden. Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen den
kartesischen und den sphirischen Komponenten der elektrostatischen Multipolmomente siehe
den Anhang A.8. Beniitze aufserdem die Formel (A.2-11).

1.21* Ein beziglich der z-Achse rotationssymmetrisches Ellipsoid mit den Hauptach-
sen a = b, c und Zentrum im Ursprung sei rdumlich homogen geladen.

(a) Berechne die elektrostatischen Multipolmomente mit! < 2 und schreibe das elektrosta-
tische Potential in der entsprechenden Néherung fiir r > max(a, ¢) an. Beniitze dabei
die Grofse Q := 3Q,, (Quadrupolmoment der rotationssymmetrischen Ladungsverteilung
im engeren Sinne; Definition der kartesischen Komponenten des Quadrupolmomentes
gemifs Gl. (A.6-21) von Anhang A.6.3).

(b) Die betreffende Ladungsverteilung befinde sich in einem quasihomogenen dufseren
Feld E, d. h.in einem dufderen Feld, welches sich im Bereich r < max(a, ¢) raumlich nur
sehr wenig dndert. Berechne die Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilung mit
dem &ufderen Feld in jener Ndherung in der Multipolbeitrdge mit [ > 2 vernachlassigt
werden.

(c) Deformierte Atomkerne lassen sich ndherungsweise als homogen geladene rotations-
symmetrische Ellipsoide idealisieren. Der Kern ,,Lujy; ist mit Q/e = 12,2 - 10724 cm?

13



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

einer der am starksten deformierten Atomkerne mit ¢ > a. Berechne den Deformati-
onsparameter § := (¢ — a)/Ry, wobei fiir den mittleren Kernradius Ry : = (c + a)/2 die
Beziehung R, = (0,39 4+ 1,15 A'3)-10~13 ¢cm verwendet werden soll.

Anleitung zu (a): Verwende die Formeln (A.8-3) und (A.8-4) von Anhang A.8 und die Formeln
(A.6-21) bis (A.6-23b) von Anhang A.6.3. Fiir die Berechnung des Quadrupolmomentes ist es
zweckméflig, wenn man zu Koordinaten £ = x/a, n = y/a, { = z/c ibergeht und im £7¢-Raum
Kugelkoordinaten einfiihrt.

Anleitung zu (b): Verwende fiir Wv(v?v die (bei Beniitzung der Definition (A.6-21) von Q) giiltige
Formel (A.6-27) von Anhang A.6.4.

1.22 p
E— * . -
| Eine Punktladung q; befindet sich im
d l Abstand d vom Zentrum einer diinnen
| @M geladenen Kreisscheibe mit dem Radi-
1 o> y us Ry und der Gesamtladung q, (siehe
RS die Abbildung).

X

Die Flichenladungsdichte der Kreisscheibe sei durch

si’g ¢ o Ro

G(R’qs):CT’ =

— 2 2 b= Y ; i
gegeben (R = 4/x2 + y2, ¢ = arctan = Z Zylinderkoordinaten).
(@) Driicke C durch g, und R aus.

(b) Berechne die Kraft F;, welche auf die Punktladung wirkt, und betrachte speziell den
Fall d > R,.

Kann man schon vor Durchfiihrung der Rechnung sagen, welche Richtung die Kraft F;
haben muss?

1.23 Eine ruhende Punktladung befindet sich in einem homogenen elektrostatischen
Feld E(¢¥), welches von Quellen im Unendlichen erzeugt wird. Nach dem Kraftgesetz von
Lorentz wirkt dann auf die Punktladung die Kraft F = qE(€®),

Zeige, dass sich diese Formel auch mithilfe des maxwellschen Spannungstensors erhal-
ten lasst (Konsistenz).

Beachte: Zum Maxwelltensor sieche den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Kom-
ponenten von E nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.

14



Angaben

Anleitung: Wihle den Ort der Punktladung als Koordinatenursprung und die Richtung
von E(¢® als z-Richtung. Wihle als geschlossene Oberfliche eine Kugel mit Radius 7 um
den Ursprung.

Siehe auch die folgende Aufgabe, die Testaufgaben T1.17 und T1.18 sowie die Aufgaben
zum maxwellschen Spannungstensor in der Magnetostatik: 4.18, 4.19 und 6.8.

1.24 Eine Kugel (Radius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung) ist homogen
geladen mit der Gesamtladung q. Berechne mithilfe des Maxwelltensors die Kraft, welche
die ,,stidliche“ Halbkugel auf die ,,nérdliche“ Halbkugel ausiibt. Welche Flachen bieten sich
bei dieser Aufgabe als geschlossene Oberflichen fiir die Integration an?

Beachte: Zum Maxwelltensor siehe den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von E nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.

Anleitung: Das elektrostatische Feld einer homogen geladenen Kugel kann als bekannt angesehen
werden (siehe die Gl. (1.2-16)).

Siehe auch die Testaufgaben T1.17 und T1.18 sowie die Aufgaben zum maxwellschen Spannungs-
tensor in der Magnetostatik: 4.18, 4.19 und 6.8.

15
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Losungen
1.1
z
M AT as ig
Aus Symmetriegriinden muss ¢ = ¢(z) und E = E,(z) e, mit
¢(-2) = @(2), Ey(-z)=-E,(z), E;(0)=0 (1.1-1)

gelten. Es muss also ¢(z) eine gerade Funktion von z und ¢'(z) eine ungerade Funktion von z
mit ¢’(0) = 0 sein.

Integration der Poissongleichung fir |z| < % unter Beachtung dieser Bedingungen (additive
Konstante in ¢ in diesem Bereich weggelassen):

¢"(z) = —4mpy, ¢'(2) = —4mpoz, ¢(z) = —2mpoz>. (1.1-2)
Integration der Poissongleichung fiir |z| > g unter Beachtung dieser Bedingungen:
9"(z) =0, ¢'(z)=Asignz, ¢(z)=A|z|+B. (1.1-3)

Da es keine Oberfldchenladungen gibt, muss E,, also ¢/, fir z = %i stetig sein, woraus

A= —47Tpog 1.1-4)

folgt. Aus der Forderung der Stetigkeit von ¢ flr z = "51 erhilt man dann

2
B = 27Tp0dT . (1.1-5)
Ergebnisse:
z? fiir |z| < ¢ z fiir |z| < $
®(z) = —27pq - ; Ex(2) = 4mpo- :
§(2p|—§) fir |z > ¢ gsgnz fiir |z > ¢

1.2 (a) Unter den in der Angabe getroffenen Annahmen bzgl. p(r) = p(r, %, ®) = p(r)
existiert

+00
q:= /d3rp(r) = 4nfdrr2p(r). (1-2'1)
R3 0

16



Losungen

Losungsweg 1: Da es sich um ein System mit natirlichen Randbedingungen handelt, kbnnen
wir die Formeln (A.6-8) und (A.6-9) von Anhang A.6.1 beniitzen.

Zur Berechnung der Feldstarke E ist es allerdings vorteilhafter die Formel (A.6-5) zu
verwenden: )
o(r) = f d3r ﬁ ,  E(r)=—grado(r). (1.2-2)
R3
Da das Integral in Gl. (1.2-1) existiert, existiert sicher auch das Integral fir ¢.
(al) Einsetzen der Entwicklung der greenschen Funktion des Laplaceoperators fiir natiir-

liche Randbedingungen nach Kugelflichenfunktionen (siehe Gl. (A.2-13)) in die Formel
fur ¢ gibt

1
o(r) = Z ar Hlm)zl+1 (Q)fdQ'Y*(Q)YE)O(Q)V4”
[47]
+ o0
=S [arre mm)m1 () [0 %@ Yool im
Im [47]
+oo 5105m0

= 4ﬂ/dr’ r’? ri,o(r’) = @(r) (wie erwartet...),
>
0

r 400
o(r)== 47rf rr2o(r) + 47rfdr’r’p(r’). (1.2-3)
0 r

Mit der Gesamtladung im Kugelvolumen /C, um den Ursprung mit dem Radius r

r

q(r) = f d*r'p(r') = 4z / dr'r'p(r') (1.2-4)
Kr 0
erhalten wir
+00
o(r) = ( ) +47rfdr’r’p(r’). (1.2-5)

p
(a2) Wegen ¢ = ¢(r) und Formel (A.3-14) gilt
0

E(r)=—grado(r) = —dfi—gr) e, und mit dq;gr) q:r) + W

17
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folgt

E(r)=E(r)e, = qr(,? e, = q(r?". (1.2-6)

Die Richtung e, des E-Feldes war aus Symmetriegriinden von vornherein klar.

(a3) Ich verwende den Hinweis in der Angabe.

Variante 1: +oo0
W= 4 [@row o) = on [arrpiew) (1.2-7)
R3 0
gibt
+0o0 r +0oo
W, = Sandrrzp(r){ %fdr’r’zp(r’) +fdr’r’p(r’)}. (1.2-8)
0 0 r
Variante 2: 1
W, = gfd%’Ez(r) (1.2-9)
R3
gibt
+o0
1 r]?
W, = Efalr [q(rz)] . (1.2-10)

0

Losungsweg 2: Ausnitzen der Symmetrie des Problems und Benutzen der integralen Form der
Feldgleichungen Anhang A.6.1, (A.6-3), (A.6-4)

(a2) Aus Symmetriegriinden: Ansatz

E(r)=E.(r)e,. (1.2-11)
Damit ist Gl. (A.6-4) erfiillt, Gl. (A.6-3) schreiben wir fiir ein Kugelvolumen vom Radius r
(r beliebig) an:
95 df'-E(r') = 4nfd3r’p(r’). (1.2-12)
F(Ky) Ky

Die ,rechte” Gleichungsseite gibt nach (1.2-4) 47 q(r), die ,linke” Gleichungsseite gibt
wegen

' — 2 / / —
df Fe) redQ'e;, E(r)]-'(lcr)_ E/(r)e,,
r’E,(r) fd.()’ = 4 r?E,(r),
[47]

womit wieder E,.(r) = q(r)/r? und Gl. (1.2-6) folgt.

18



Losungen

(a1) AusGl. (1.2-11) folgt mit der Festlegung ¢(+00) =0

+00

p(r) = /dr’Er(r’) fdr’ q(r’) = 47 fdr fdr” r"2po(r"). (1.2-13)

r

Zeige selbst: Vertauschung der Integrationsreihenfolge fithrt unmittelbar wieder zur For-
mel (1.2-5).

(a3) Wie beim Losungsweg 1.

Losungsweg 3: Ausnlitzen der Symmetrie des Problems und Benlitzen der differentiellen Form
der Feldgleichungen Anhang A.6.1, (A.6-6), (A.6-5)

(al) Aus Symmetriegriinden kann ¢ nur von r abhngen. Nach Anhang A.3, Gl. (A.3-21)
gilt also

_1.d /,de(r) . . o 1.d,de(r)
Ap(r) = 5 ; (P =57) = Poissongleichung: 57 (r* =7 =) = 471Pg)2 14)
i .

2 d3§r) — _47Tf v sz(l"”)

a

Da in der Angabe vorausgesetzt wurde, dass p(r) im Ursprung keine 8-formige Singularitit

besitzt, muss
lim 2920 _ g
r—>0+ dr
gelten, woraus a = 0 folgt. Somit
r r!
d r ” // " / 1 // /I "
qo() —4 —fdr 2o(r"), go(r):—47rfdr 172/ 2o(r").
b 0

Mit der Festlegung ¢(+o0) = 0 folgt wieder (1.2-13).
(a2), (a3): Wie beim Losungsweg 1.

(b) (b1) Spezialfall 1: Homogen geladenes Kugelvolumen mit der Raumladungsdichte p,
und dem Radius Ry; Gesamtladung q = [(47/R3)/3]po

p(r) = (1.2-15)

4mr3 qr’ .
po firr<Ry ") = 3 Po= %3 fur r <R,
0 firr>Ry w 4”R3 '

po =q far r > RO
Gl. (1.2-6):
I fir r <R,

E(r) = E(r)e, mit E.(r) = [RS : (1.2-16)

q .
ﬁ fur r > RO
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Gl. (1.2-5): Nach kurzer elementarer Rechnung erhilt man

i(i—i) fiir 7 < Ry

o(r) = { Ro\2 2R} . (1.2-17)
q ..
. fur r > R,
Siehe die Abbildung.
[ ] [l\()]
3
2
1_ ________
I
xr |
|
i T T T T T
1 2 3 4 5 6 r[R]
Abb. 1.2-1: Die Graphen der Funktionen ¢(r) und E,(r)
Gl (1.2-10): Ro oo
_ Ll fgerel 1 1 _ 3¢ ]
%—zfdrR6r +2fdrqr2—5R0. (1.2-18)
0 Ro
' g
GL (1.2-8): 10ko 2o
Ry r Ry Ry 2 )
— 2 A2 2 112 'y / — = —
We SNpO/drr{fdrr +fdr Sf ) SRy
0 0 r 0
(9¢*)/(2R}) r’3  (RE—r?)/2

In Gl. (1.2-10) (basierend auf (1.2-9)) wird die Energie als Feldenergie interpretiert, und wie
die Rechnung ergab, sind 16,7% der Feldenergie im Raumbereich r < R, und 83,3% der
Feldenergie im Raumbereich r > R, ,,gespeichert®. In Gl. (1.2-8) (basierend auf (1.2-7))
wird die Energie als potentielle Energie der Ladungsverteilung interpretiert (Energie, die man
aufwenden muss, um die Ladungsverteilung durch ,,Heranschaffen®von Ladungen aus dem
Unendlichen aufzubauen), und entsprechend gibt es nur einen Beitrag vom Raumbereich
r<Rg.

(b2) Spezialfall 2: Homogen geladene Kugelfliche mit der Flachenladungsdichte o, und
dem Radius Ry; Gesamtladung q = 47 RZ o,
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Losungen

Losungsweg 1: Oberflachenladungsverteilung mithilfe einer Distribution formal als Volumsla-
dungsverteilung angeschrieben (siehe Beispiel 1.7 von Anhang A.11) und Formeln von Punkt (a)
verwendet

p(r) =gyd(r —Ry). (1.2-19)

Die Beziehungen (1.2-4) bis (1.2-6) liefern dann nach einer kurzen einfachen Rechnung

0 furr<R, L fiir r <Ry
q(r) = i p(r) = { Ro ; (1.2-20)
q furr>R, % fur r > Ry

0 fur r < RO
E(r)=E.(r)e, mit E.(r)= q

=3

. (1.2-21)
fir r > R,

Auf der Kugelfliche F(Kg,) muss die Normalkomponente von E den Sprung 47w g, besitzen:

DIivE = E,(Ry+) — E,(Rg—) = % = 470,. N
0

Im Aufdenbereich der Kugel sind Potential- und Feldverlauf gleich wie fiir ein homogen ge-
ladenes Kugelvolumen mit gleichem Radius und gleicher Gesamtladung. Im Innenbereich
ist das (stetige) Potential konstant, die (nicht stetige) Feldstiarke null.

Losungsweg 2: Verwendung von Formel (A.6-10) und (A.6-5) von Anhang A.6.1 und der Ent-
wicklung der greenschen Funktion des Laplaceoperators fir natlrliche Randbedingungen nach
Kugelflachenfunktionen (siehe GI. (A.2-13))

/!

p(r) = o ‘/‘% dabei gilt auf F(Kg,): df'=R3dQ’, |r'| = Ro;

F(Kr,)
Ro \/47T5[05m0
——
1 dQ’ B 1 N
PO = Az | | n q;mﬁym(mf AN(0) = 5
[47] [47]

Wegenr, =rfurr > Ry, s = Ry flirr < R ist das Ergebnis wieder durch (1.2-20) und
(1.2-21) gegeben.

Gl. (1.2-9) (Variante 2) liefert mit (1.2-21) (Kopfrechnung):

2
W, q

Berechnet man W, stattdessen mithilfe von Formel (1.2-7) (Variante 1), so erhéilt man
mit der Ladungsdichte (1.2-19) W, = 270yR3¢(R,), was mit (1.2-20) und ¢, = q/(47R3)
wieder den Wert von Gl. (1.2-22) ergibt.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(c) Unter den Idealisierungen der Angabe ist die Ladungsdichte des Wasserstoffatoms
gegeben durch:

o(r) = ed(r) —e|uypo(r)|? = ed(r) — % eZrlan = p(r). (1.2-23)
mag

Wegen der §-formigen Singularitit im Ursprung wenden wir das Superpositionsprinzip an:
Index 1 ... Kernpotential, Index 2 ... Potential der ,,Ladungswolke® der Elektrons. Dann gilt
mit (bzgl. g, (r) siehe die Formeln (1.2-4), (1.2-5))

p1(r) = e8(r), py(r) i= —— 2l (1.2-24)
mag
#(r) = @1 + () mit @) =7 (1.2-25)
r +00
Ppo(r) = %4ﬂfdr’r’2p2(r') + 47rfdr'r'p2(r’). (1.2-26)
0 r

Setzt man hier p,(7") ein und benutzt man die unbestimmten Integrale aus der Angabe, so
folgt nach elementarer Zwischenrechnung

_(€ E —2rfayg _ E _
Pa(r) = (G- + 3 ) el — 7 (1.2-27)
und somit
_(¢€ E -2r/a _
o(r) = (—aH + r)e H. (1.2-28)

Das Potential ¢ ist eine Summe aus Exponentialpotential und Yukawapotential; siehe die
Abbildung 1.2-2.

(d) ¢0':  Epax =3,5-10% erg2em=3/2 2 1,05-102' V/m;
oPb*%: Epay = 7,6-1016 erg!/2cm=%/2 2 2,28-1021 V/m.

(e)

Ze?

W(r) = { Ro

2
r 2Rj

[N ’2] fir r < R,
2 . (1.2-29)
0

fir r > Ry

(f) Die Bahnkurve ist eine Ellipse in der Ebene von r und v,y mit Mittelpunkt im Ursprung
(Sonderfille: Kreis, Strecke), die Kreisfrequenz des Umlaufes ist

2 1/2
co=< ¢ 3> ~ 106 Hz.
MeRg
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P,P1 [%]

+ rja
: +— rla]
Abb. 1.2-2: Das Coulombpotential ¢; des Atomkerns und
das Gesamtpotential ¢ des Wasserstoffatoms
1.3
47 3q
al+1ry <Ry, = —(R}-1} => = —00.
| | 0 0 q 3 ( 0 0)100 PO 47T(R8—V3)
Was kann man ohne Rechnung sagen?
1.
95 df-E(r) = 0 = Estretenaus F(kK,) gleich viele

() Feldlinien aus wie ein.

(1.3-1)

2. Rotationssymmetrie des Feldes im Hohlraum bzgl. der Achse in Richtung von a durch
den Ursprung von /C,, und diese Achse ist Feldlinie mit Feldrichtung *a/|a| fiir g 2 0.
3. Im Fall konzentrischer Kugeln ist der Hohlraum feldfrei (siehe Aufgabe 1.2), also muss

E(r) — 0 fir a — 0 gelten.

Die Punkte 1 und 2 legen die Vermutung nahe, dass fiir a # 0 im Hohlraum ein homogenes

Feld vorliegt: a
E(r) = EO m

Losungsweg: Superpositionsprinzip plus Losung von Aufgabe 1.2

fir r e ]Cz.

(1.3-2)

Aufgabe 1.2, GL. (1.2-17) mit q = [(47/R3)/3]po (der Leser beachte den Unterschied zu

(1.3-1)) gibt fiir das
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Teilproblem 1: Homogen geladenes Kugelvolumen mit Mittelpunkt im Ursprung, Radius R,
und Ladungsdichte p,

47R3 (3 2 2700 112 21 2P0 1ap2 a1

= — —_ ) = — —_ = — —_ = < . o-

Pi(r) = = 0(2 2R%) 20 [3R3—r?] = L2 [3R3—r?] fiir r = |r| <Ro. (1.3-3)

Teilproblem 2: Homogen geladenes Kugelvolumen mit Mittelpunkt am Ort a, Radius r,

und Ladungsdichte —p,. (Durch die Superposition muss ja ein ladungsfreier Hohlraum

~erzeugt” werden.) Das zugehorige Potential ¢,(r) kann aus dem Potential ¢, (r) Gl. (1.3-3)

berechnet werden, indem: (1) r durch r — a ersetzt wird (Translation); (2) po durch —p,

und R, durch ry ersetzt wird (Substitution). Somit:

[3r2—(r—a)?] fir |r—al<r. (1.3-4)

27
#a(r) = —F0

Durch Superposition erhilt man das Potential im Hohlraum: ¢(r) = ¢;(r) + ¢,(r). Nach
Addition und Ersetzen von pg durch q mithilfe von GI. (1.3-1) ergibt sich

q[3(RE—13) +a*>-2a-r]
2(R5—13)

o(r) = fir |r—a| <r. (1.3-5)
Man sieht nun schon, dass die Vermutung (1.3-2) richtig war: Fir Aufpunkte in einer
zum Vektor a senkrechten Ebene gilt £ ... a-r = konst., die Aquipotentialflichen sind also
Ebenen senkrecht zu a, und es gilt (1.3-2). Aus E = —grad ¢ folgt

E(r) = 1 fir [r—a|<r. (1.3-6)
Ry =13

Wie dies der Fall sein muss gilt E(r) — O fiir a — O.

1.4 (a)
Lasungsweg 1:

1. Schritt: Berechnung von Potential und Feldstarke fiir einen unendlich langen diinnen Stab
langs der z-Achse mit der Ladung 7 pro Langeneinheit (siehe die Abbildung 1.4-1)

Ausnlitzen der Symmetrie des Problems und Benlitzen der integralen Form der Feldgleichungen
Anhang A.6.1, (A.6-3), (A.6-4)

Beachte: Die Quellverteilung ist nicht rdumlich lokalisiert. Der gewéhlte Losungsweg ist bei diesem
Problem der einfachste. Berechnung des Potentials mithilfe der Poissongleichung ist deshalb nicht
ganz einfach, weil die z-Achse bei der Beschreibung durch Zylinderkoordinaten eine ,pathologische
Linie“ darstellt. Man muss dann fiir die Rechnung den Stab etwas aus der z-Achse herausriicken
(z.B.r - r —ce,) und im Ergebnis den Grenziibergang € — 0+ durchfiihren. Ambitionierte Leser
konnen diesen alternativen Losungsweg selbstdndig versuchen. Anregungen dazu finden sie beim
Losungsweg 2 fiir die vorgegebene Ladungsverteilung mit den zwei parallelen geladenen diinnen
Stében.
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Abb. 1.4-1: Unendlich langer diinner geladener Stab lidngs
der z-Achse; Zylindervolumen V und Zylinder-
oberflache F(V) fir die Feldgleichung (1.4 -2)

Aus Symmetriegriinden: Ansatz
E(r) = Eg(R)eg. (1.4-1)

Damitist Gl. (A.6-4) erfiillt, Gl. (A.6 -3) schreiben wir fiir ein Zylindervolumen vom Radius R
(R beliebig) und der Hohe 1 (Lage an der z-Achse beliebig) an (siehe die Abbildung 1.4-1):

9Sdf'-E(r’) = 47rfd3r’p(r’). (1.4-2)
FV) v
Die ,,rechte Seite“ von GI. (1.4-2) hat den Wert 47r7. Im Oberflichenintegral gibt es keinen

Beitrag von Deck- und Grundflache des Zylinders, da der Feldstiarkenvektor dort wegen
(1.4-1) zu df’ senkrecht ist. Es bleibt also (M... Zylindermantelflache)

f df-E(r') mit E(r') = Ex(R)eg, df'=Rd¢'dz'eg fir r' € M,
M

und Gl. (1.4-2) lautet A

RER(R)fd¢'/dz’ =4n1t = Er(R) = %
0 z

Mit GI. (1.4-1) und GI. (A.3-11) von Anhang A.3 erhalten wir also fiir das elektrostatische
Feld einer Linienladungsverteilung t lings der z-Achse

2t cos¢ sing |\ x y
E(")—feR—zf( R ’T’0>_27(x2+y2’x2+y2’0)' (1.4-3)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Die Feldstarke verschwindet mit dem Abstand von der z-Achse nur wie 1/R, das bedeutet,
dass das Potential logarithmisch divergiert, weshalb es (wie bei allen rdumlich nicht lokali-
sierten Quellverteilungen) auch nicht im Unendlichen null gesetzt werden kann. (Zu den
Stetigkeitseigenschaften des Potentials siehe das Ende von Anhang A.6.)

Berechnung des Potentials ¢(R) aus der Feldstérke:

R R

¢(R) = —de'ER(R') = —21'/%5 = —27logR + 27loga.

a a

a ist beliebig wihlbar (0 < a < +o00; Wahl gp(+00) = 0 nicht moéglich). Wir erhalten also fiir
das elektrostatische Potential einer Linienladungsverteilung t lings der z-Achse

®(R) = —27logR + konst. = —tlog (x% + y?) + konst. (1.4-4)

2. Schritt: Berechnung von Potential und Feldstarke flir das gegebene Problem (siehe die
Abbildung 1.4 in der Angabe) durch

(1) Stab1l..Translationr — r—be,
(2) Stab2...Translationr — r + be, und Substitution t —» —7
(3) Superposition

Durchfiihrung von (1) bis (3) ergibt ausgehend von (1.4-4) und (1.4-3) fir die gegebene
Ladungsverteilung von Abb. 1.4 (physikalisch bedeutungslose additive Konstante beim
Potential weggelassen)

2 2
(P(r)zflog%; (1.4-5)
E(r)—27<(x_b)z+y2’(x_b)2+y2’0) (1.4-6)
_21_( x+b Y 0) |
(x+D2+y? (x+byr+y2" )

Losungsweg 2: Poissongleichung (A.6-6) fiir die gegebene Ladungsverteilung (zwei Stabe),
Ladungsverteilung mithilfe von Distributionen angeschrieben

Ladungsverteilung (siehe dazu das Beispiel 1.3 von Anhang A.11)

p(r) =18(y)[8(x —b) —8(x + b)] = rw [5(¢) — 8(¢ — 7)]. (1.4-7)
Fourierreihe von 8(¢ — ¢')! oo
BG—¢)= 5= 3, MO, (1.4-8)

1In der Quantenmechanik als Vollstindigkeitsbeziehung der Eigenfunktionen des Operators L, der z-
Komponente des Bahndrehimpulses in % = L?([0, 277)) bekannt.
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Eine elementare Zwischenrechnung gibt dann

8(p)—08(¢p—m) = % Z cosme = % Z cos[(2n + 1)¢], (1.4-9)
n=0

m=1,3,5,...

und die Poissongleichung lautet

Ap(r) = —8T S(RR_ b) i cos[(2n +1)¢]. (1.4-10)
n=0
Losungsansatz: o
p(r) = (R, ¢) =7, fa(R) cos[(2n + 1) ¢]. (1.4-11)
n=0

Einsetzen in die Poissongleichung (1.4-10) und Beriicksichtigung der linearen Unabhén-
gigkeit der Funktionen cos[(2n + 1)¢], n € N, liefert als Differentialgleichungen fiir die
gesuchten Funktionen f,,(R)

d (R dfn(R)) _(@n+1)?

dR dR R fm(R) = —88(R—Db), neN,. (1.4-12)

Wir bendétigen fiir gegebenes n (n fest) eine fiir R = 0 und R — +oo reguldre, fiir R = b stetige
Ldsung mit dem durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Sprung von R f,,(R) fiir R = b.
Wodurch ist ,,der durch die Differentialgleichung vorgeschriebene Sprung” von R f,;(R) ge-
geben? Integration von GI. (1.4-12) Giber R iber das Intervall (b—e¢, b+¢) und Durchfithrung
des Grenziiberganges € — 0+ liefert die Sprungbedingung

Rfu(R)|py— Rfn(R)|p_= 8. (1.4-13)
Plan:

1. Losen der Differentialgleichung fiir R # b (homogene Differentialgleichung);
2. R < b: fur R = 0 regulidre Losung;

3. R > b: fir R — +oo reguldre Losung;

4. stetiges Zusammenfiigen fir R = b;

5. endgiiltige Festlegung der Losung mithilfe der Sprungbedingung (1.4-13).

Durchfiihrung:
Punkt 1: Die homogene Differentialgleichung ldsst sich in der Form

R*fy(R) + Rfn(R) — 2n + 1)*fu(R) = 0

schreiben. Dies ist eine eulersche Differentialgleichung, eine Losungsbasis wird mit dem
Ansatz f,(R) = R* erhalten, welcher 1 = +(2n + 1) ergibt.

27



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Punkt2: f,(R) = a,R*"*!; Punkt3: f,(R) = b, /R*"**!; Punkt4:

R\2NH] R\2H1
cn(g) fir R<b cp(2n + 1)(3) fir R<b
Ja(R) = 2n+1 = RfR) = 2N+ ;
Ch (E) fir R>b —c,(2n + 1)(;) fir R>b
(1.4-14)
Punkt5: Sprungbedingung (1.4-13): —¢,(2n+1) —c,(2n+1) = —8, also
4
=57 (1.4-15)

Einsetzen von (1.4-14), (1.4-15) in den Lésungsansatz (1.4-11) liefert dann flr die Lisung
der Poissongleichung (1.4-10)

R 2n+1
4 (E) fur R<b
PR.$) =72 57— cos[@n+1)¢]-y 00, : (1.4-16)
n=0 (3)  far R2b

Wiissten wir nicht vom Losungsweg 1, dass sich die unendliche Summe in geschlossener
Form darstellen lassen muss, wiirden wir hier vermutlich ,Schluss machen®. Wer konnte
dann sehen, dass die Aquipotentialflichen Kreiszylinderflichen sind? Unser ,Vorwissen®
motiviert uns aber, mathematische Nachschlagewerke zu durchsuchen. In [11] finden wir
als Formel 1.448.2

® Kk
3 %skgb = —% log(1+ p*—2pcos¢), p><1. (1.4-17)
k=1

Substituiert man hier p — —p und subtrahiert die erhaltene Formel von (1.4-17), so erhélt
man

k 2
p“cosk¢y 1 1+ p“+ 2pcos¢ 5
T = _ <
3;:1;5... k 210g1+p2—2pc0s¢’ pr=t
o 4 _ e LHP2H2pcosp )
,;,—2"“1) cos[(2n+1)¢] = log 1% pP—2pcosg’ p* < 1. (1.4-18)
Damit erhalten wir aus (1.4-16) den geschlossenen Ausdruck
R?+ b?>+ 2bRcos ¢
= < -
?(R,¢) = tlog Ri 1 b2— 2bRcosd’ 0<R< 400, (1.4-19)
der mit (1.4-5) ibereinstimmt. Mit E = — grad ¢ erhéilt man wieder die Feldstédrke von
Gl. (1.4-6).
Wegen log(1 = &) ~ +£ fir § < 1 folgt aus (1.4-19) fir R > 2b
?(R,9) ~ % cos ¢. (1.4-20)
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Bemerkung: Mit dem elektrischen Dipolmoment pro Lingeneinheit (in z-Richtung) z := 2bte, und
dem Ortsvektor in der xy-Ebene R = xe, + ye, schreibt sich (1.4-20) als p(R, ¢) ~ 2(zw-R)/R%
Man spricht von einem zweidimensionalen Dipol. Im Grenzfall b | 0, T T +o0, bt konstant, erhélt
man einen mathematischen zweidimensionalen Dipol, und die Formeln (1.4-20), (1.4-21) gelten mit
Gleichheitszeichen im gesamten Raum.

(b) Aquipotentialflachen

Ich gehe von GI. (1.4-5) aus. Die Aquipotentialflichen erhalte ich dann aus

(x + b)? + y? (x + b)? + y?

G=br+y? =™ Ge—bpay2
(x+b)?+ y? = ?[(x = b)® + y?].

@(r) = tlog = e%0/T = o2; (1.4-22)

Nach Ausquadrieren, Zusammenfassen und Ergdnzen auf ein vollstindiges Quadrat
(x — xo)? erhilt man als Aquipotentialflichen Kreiszylinderflichen
a?+1,\2, 5, 4a*h?
(x——az_ b) + _—(052—1)2’
Die Abbildung zeigt Schnitte der Aquipotentialflichen mit der xy-Ebene. a > 1 (a < 1)
entspricht geméafs Gl. (1.4-22) g9 > 0 (¢ < 0).

a€ER, —c0<z<+00. (1.4-23)

a=1
(9o =0)

Abb. 1.4-2: Schnitte der Aquipotentialflichen mit der xy-Ebene (aus-
gezogene Kurven) und Feldlinien in der xy-Ebene (strich-
lierte Kurven); Unabhingigkeit von z
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Schreiben wir die Gleichung fiir die Aquipotentialflichen in der Form
(x—x0)?+y>=R:%, —c0<z<+x0 (1.4-24)
an und dricken wir xy und Ry durch ¢, aus, so erhalten wir

_ 0(2+ 1 _ ®o _ 2ab _ . ®o\~1
Xo= 3T 1b — bcothE, Ry = =1 b|(smh§) | (1.4-25)

Dabei gilt x5 > 0 [xy < 0] fiir g > 0 [ < O].

(c) Indervorliegenden Aufgabe hat man es mit rdumlich nicht lokalisierten Ladungsvertei-
lungen zu tun, die Gesamtkréfte auf die Stibe sind unendlich, und es hat nur einen Sinn
nach den Kriften pro Lingeneinheit der geladenen Stabe zu fragen. Es gilt:

fi= T/dlEz(r), ¢, beliebiges Stiick der Lange 1 von Stab 1;

O o ..r=be.+ze,, z€[z0,20+1], 2o € R beliebig (fest); dl = dz;

E)(r)|, = Ex(x =b,y =0) = —27(1/(2b),0,0) = —(7/b) ey;

Zo+1

72 72
fl = —F ex/dZ = —F e, = —fz. (14_26)

Zo

Was haben wir aus dieser Aufgabe gelernt? Dass es sich lohnt zu {iberlegen, welcher Losungsweg bei
einer gegebenen Problemstellung der Einfachste und Kiirzeste sein wird, bevor man zu rechnen
beginnt. Symmetrien zu niitzen ist dabei ein heifser Tipp. Mathematisch sind alle Losungswege
dquivalent, der Rechenaufwand kann aber sehr unterschiedlich sein. Ich habe den zweiten Losungs-
weg aber nicht nur fiir diesen Vergleich vorgefiihrt, er stellt auch ein gutes Training fiir Aufgaben
dar, bei denen es keine kurzen und einfachen Losungsmoglichkeiten gibt.

1.5 Da die Quellverteilung rdumlich lokalisiert ist kann man Potential und Feldstarke
mithilfe der Formeln (A.6-11) berechnen. Beginnen wir mit dem Potential:

p(r) = fdl’ |:(—r3’| ; L..r=(0,0,2), dl'=dz, t(r') =1 = %; L =:2l;
L z'e (-l,-l-l);

p(r)=9R,z) =1

JETT=2F + (-2
VR2+(l+z)2—(l+2)

+
f dz' .
l Vx2+y2+(z—2z')? ,

?(R,z) =tlog mit ==, Il= (1.5-1)

=IO

L
.
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Diese Formel gilt fiir |z| > [ auch fiir R — 0+. Fir |z| > [ ist ¢(R, z) fir R — 0+ stetig und
kann aus (1.5-1) nach der Regel von Bernoulli-de 'Hospital berechnet werden:

|z| +1
|z| — 1

#(0,z) = tlog fir |z| > 1. (1.5-2)

Fir |z| < I divergiert das Potential logarithmisch, wie dies fiir eine Linienladungsverteilung
typisch ist. (Siehe die Bemerkungen iiber die Stetigkeitseigenschaften des Potentials am
Ende von Anhang A.6.1.)

Aquipotentialflachen (,Fleif’aufgabe“)

In der Angabe wurde nicht nach den Aquipotentialflichen gefragt. Deren Berechnung artet
namlich in ein ,,Gemetzel“ aus, wofern man nicht raffinierte Umformungstricks anwendet
(siehe z. B. Greiner, Bd. 3, Aufgabe 1.8). Relativ einfach erhdlt man das Ergebnis, wenn man
die aufgrund der Symmetrie des Problems offensichtliche (aber aus der Formel (1.5-1)
nicht unmittelbar ablesbare) Eigenschaft ¢(R, —z) = @(R, +z) beniitzt:

VR2+(IFz2)2+(lF2)
VR2+(l£z)2—(1%2)

VR2+(1F22+(F2) _ e%0/T = C? = konst.:
VR2+(l£2z)2—-(lx2)
VRZ+ (I —22+(1-z2)=C2\R2+ (I +z)2 — C*(l + 2),
VR2+ (I +22+(+2)=CHR2+(I-2z2)2 - C2(l-2).

Addition der letzten zwei Gleichungen gibt

®(R,xz) = tlog = ¢y = konst,,

A-C)[VR2+(-z2+VR+({+2?]+20+C>)l=0 =

VR2+ (1 —2)2 4+ /R2+ (1 + 2)? = A% = konst. (1.5-3)

Die Aquipotentialflichen sind also Rotationsellipsoide bzgl. der z-Achse mit den Brennpunk-
ten (0,0, +1), (0,0, -1).

Nun zur Berechnung der Feldstirke E.
Losungsweg 1: Coulombformel (A.6-11)

E(r) = fdl’ %; L..r=(0,0,2z), dl'=dz', t(r)=1= %; L =:2l;
L z' e (—l,-l-l);

+1

xe +ye,+(z—2z')e,
E(r)y=1|dz .
= [
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Die Berechnung der drei bestimmten Integrale ist elementar, das Ergebnis lautet:

- l+z
E.(R,z) = ri[ A—— ] (1.5-4a)
¥ R IR+ (1-22 VR +(+2z2
y l—z l+z
E,(R,z) =1= + ], (1.5-4b)
Y R VRE¥ (=22 VR +(+22
E,(R,z) = T[ ! _ ! ] (1.5-4¢)
VR2+(1—2)2 R2+(1+2)?
Losungsweg 2: Berechnung aus dem Potential (Formel (A.6-5))
E(Rz) = PR _ [ 1
* ox VRZF (I + z)2 —(l+2) VR2+ (l +z)? 155

X
mm_z) m]

Die Identitit von (1.5-4a) und (1.5-5) ist nicht offensichtlich. Der Leser zeige die Identitat
explizit durch Gleichsetzen der Ausdriicke. Die Rechnung und das Ergebnis fir E)(R, z)
ist vollkommen analog. Die elementare, aber etwas lingere Rechnung fiir E,(R, z) liefert
unmittelbar dasselbe Ergebnis wie der Losungsweg 1, also (1.5-4c).

(a) Grenzfall L — 0+, Q fest; L = 2I, R*+ z? = r?

Beim Potential ist es am giinstigsten die Regel von Bernoulli-de 'Hospital anzuwenden.
Mit (1.5-1) folgt dann

p(r) = llm— \/m+(l—z)
1-0+ 21 m—(l+z)

-z l+z

[ VR VR Gor
l*0+ VR2+(l—2z2+(-2) \/R2+(l+z)2+(l+z)

=Q -241 -—1]=Q .

Q.
2

Z r

Bei den Feldstirkenkomponenten verwenden wir die Binomialentwicklung der Quadrat-
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wurzel. Mit (1.5-4a) folgt dann

Q x| l—z l+z ]
E = lim =
x(r) l—>0+ 21 R2 \/RZ +(1—-2)2 * \/Rz + (1 +2)2
_ l—z I+z
Q x r

zl_i%}rz_lﬁ \/1_2_21 \/1+221
= tim G-+ )+ G+ E)0-2)]

— Q x 21(1 zz)_Qx

= lim == =
-0+ 2l R%2 r r2

Die Rechnung fiir E), ist vollkommen analog, die Rechnung fir E, ist wesentlich einfacher,
der Leser fihre sie selbstdndig durch.

(b) Grenzfall L - 400, 7 fest; [ = %

E(R.zZ) =15 z l+z ]

R? [\/R2+(l—z)2 " VRZ+ (I + 2)?

_y l—z l+z Y
Ey(R,Z)_TRZ[\/R2+(l—Z)2+\/R2+(l+z)2] TS5
EZ(R,Z)=T[ 1 _ ] 0.

VR? + (1 — z)? \/R2+(l+z)2

In diesem Grenzfall ergibt sich also aus den Beziehungen (1.5-4a) bis (1.5-4c) die in Aufga-
be 1.4 berechnete Feldstirke eines unendlich langen unendlich diinnen Stabes langs der
z-Achse mit der Ladung 7 pro Lidngeneinheit, obwohl wir bei der Berechnung von (1.5-4a)
bis (1.5-4c) von der Formel (A.6-11) ausgegangen sind, welche eine rdumlich lokalisierte
Ladungsverteilung voraussetzt.

Bemerkung: Das aus der Formel (A.6-11) berechnete Potential (1.5-1) ist natiirlich (fir endliches L)
im Unendlichen null, da man bei natiirlichen Randbedingungen ganz allgemein diese Konvention
zugrunde legt. Beim Grenziibergang L — +oo divergiert das Potential (1.5-1). ,Renormiert” man es

jedoch gemafs
Pren(R, 2) 1= @(R,2) — ¢(a,0) (1.5-6)

mit beliebigem festen a, 0 < a < +o0, was bei festem L lediglich das Hinzufiigen einer Konstante
bedeutet, so erhdlt man im Grenzfall L — +o0, 7 = Q/L fest, dasin Aufgabe 1.4 berechnete Potential
(1.4-4) des unendlich langen diinnen Stabes lings der z-Achse mit der Ladung 7 pro Ldngeneinheit.
Ambitionierte Leser sollten dies selbst tiberpriifen.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

1.6
z p Das elektrostatische Feld in einem Punkt P(0,0, z)
s muss aus Symmetriegriinden z-Richtung besit-
—— zen:
E(0,0,z) = E,(0,0,2) e,. (1.6-1)

|
i I Da die Ladungsverteilung raumlich lokalisiert ist
l i und keine Randbedingungen im Endlichen vor-
i L |h liegen (natiirliche Randbedingungen), kann die
| i elektrostatische Feldstiarke mithilfe der Formel
: | (A.6-9) von Anhang A.6 berechnet werden:

E(r) = /d3r' % (Coulombfeld).

R3

Anwendung dieser Formel gibt

E,(0,0,2) =/d3r’ px',y',z") (z — 2")
R3

[x2+ y2+ (z— z")2]3/2
h b
= Zﬂpofdz’(z —z') |dR’
0 a

R-Integration und z-Integration sind elementar, da jeweils die innere Ableitung im Zahler
des Integranden steht. Ich tiberlasse die weitere Rechnung deshalb dem Leser.

RI
[R2+4 (z—z')2]3/2°

Ergebnis:

E,(0,0,2) = 27po [\(z— )2+ b2 —\/(z—h)2 + @ —Vz22 + B2 + V22 + a?].  (1.6-2)

Auch die Berechnung des fithrenden Terms fiir z > h, z > b ist elementar (binomische
Reihen). Die Rechnung ergibt natiirlich den Monopolbeitrag des Feldes:
E,(0,0,2) —>Z—Q2, Q:=n(b?>-a*)hp, (1.6-3)
Gesamtladung des Zylindervolumens.

1.7 Die elektrostatische Wechselwirkungenergie zwischen den elektrischen Punktdi-

polen ist durch ©
Wiy~ = —p1-Ex(r) = —py- Ey(12) (1.7-1)

gegeben. Setzt man hier das Feld eines Punktdipols mit Moment p am Ort r

3(1"("—"0))("—"0)—("—’"O)ZP
|r —rol?

E(r)=
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ein, soerhidlt manmitR:=r,—

(p1-P2)R? —3(p1-R)(p2R) (1.7-2)

W ®) = —

Wer die Formeln (1.7-1) nicht kennt, kann mit den Beziehungen (A.6-30) beginnen, fiir p;(r),
p2(r) die Distributionen (siehe Anhang A.11, Beispiel 1.2)

Pl,z(") =- diV[Pl,z S(r— "1,2)]

einsetzen und partiell integrieren. (Der Randterm ist null, da nattirliche Randbedingungen vorlie-
gen.)
MitR = (X, Y, Z) = (x2 — X152 V1,22 — Zl) fOlgt aus (17 '2)

AR X 5 X
a;? = [(p1-p2)2R R 3p1x(P2-R) — 3p2x(p1-R)| — R6 R [(p1-P2)R? —3(p1-R)(p2-R)|
1
=% [15(p1-R)(p2-R)X — 3(p1- P2)R*X — 3p1x(p2-R)R? — 3p2x(p1- R)R?
und somit
15(p;-R ‘R)R — 3R?*[(p1-p2)R+ (p2R)p, + (p1'R

F, =—-F, = (p1-R)(p2-R) [(P1R17’2) (p2'R)p: + (p1-R)ps] . (1.7-3)
Spezialfille:
(a) Eine kurze elementare Rechnung ergibt die anziehenden Kriifte

6 R

(b) Eine kurze elementare Rechnung ergibt die abstofsenden Kriifte

3p;p,R
F,=—F, = — pg;z . (1.7-5)

1.8% (a) Losungsweg: Flachenladungsverteilung als Fourierreihe anschreiben und die
Poissongleichung lésen

Entwicklung der vorgegebenen Flachenladungsverteilung in eine Fourierreihe:

o(¢) = % + 3 (@ cosmg + by sinmg), (1.8-1a)
m=1
2 2
m = %fd¢0(¢>cosm¢’ m=0,12,...; by= %fddso(sb)sinmqs, m=1,23,..
0 0 (1.8-1b)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Einsetzen in die Poissongleichung (Zylindersymmetrie, daher ¢(R, ¢)):
Ap(R,¢p) = —4no(¢p)S6(R—a) = —4xm [% + Z (a,, cosme + by, sin m¢)] S(R—a). (1.8-2)
m=1
Losungsansatz:

P(R,$) = 47 [AOZ(R) + i (Am(R) cos m + Byn(R) sin mgp) . (1.8-3)
m=1

Einsetzen in die Poissongleichung (1.8-2) und Beriicksichtigung der linearen Unabhéngig-
keit der Funktionen cos m¢, sin m¢ liefert als Differentialgleichungen fir die gesuchten
Funktionen A,,(R), B,,,(R):

€)) c;l_R (R dAdOIgR)> = —agad(R — a); (1.8-4a)

@ L(r (B M An(B) = ~anad(R-a), m=123,;  (LB-4D)
d dB,,(R) m? _ _ .

(3) d—R<R - ) = %% Ba(R) = —bpad(R—a), m=1,23,..; (1.8-4c)

Vorgangsweise (jeweils gleich in allen drei Fallen):

1. Losen der homogenen Differentialgleichung;
R < a: fir R = 0 regulire Losung;

R > a: fir R — +oo reguldre Losung;
stetiges Zusammenflgen fir R = q;

endgiltige Festlegung der Losung mithilfe der jeweiligen aus der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung ablesbaren Sprungbedingung.

Durchfithrung Fall (1):

Punkt 1: Die homogene Differentialgleichung lautet (RA{(R)) = 0, Losungsbasis ist logR,
konst.;

Punkte 2, 3, 4:

ok LN

fir R<a 0 fir R<
= RA,R) = l urfsa (1.8-5)

ap fir R>a’

0
Ap(R) = {

aplog g fir R>a

Punkt 5: Die Sprungbedingung (aus der Differentialgleichung (1.8-4a) unmittelbar ables-

bar) lautet
RA'O(R)|a+— RA’O(R)la_= —apa,

sie fuhrt auf oy = —aya, und das Endergebnis ist
A(R) 0 fir R<a (1.8-6)
e aaglog % fir R>a '
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Durchfiihrung Fall (2):
Punkt1: Die homogene Differentialgleichung lasst sich in der Form

R2A%(R) + RA,,(R) — m2A,,(R) = 0

schreiben. Dies ist eine eulersche Differentialgleichung, eine Losungsbasis wird mit dem
Ansatz A,,(R) = R* erhalten, welcher 1 = £m ergibt.
Punkte 2, 3, 4:

ocm(g)m fir R<a

. amm(g)m fir R<a

Ap(R) = = RAL(R) = (1.8-7)

a

am(i)m fir R>a —ocmm<%)m fir R>a

Punkt 5: Die Sprungbedingung (aus der Differentialgleichung (1.8-4b) unmittelbar ables-
bar) lautet
RA}(R)|gy— RAWB)|,_= —anpa,

sie fihrt auf —2a,,m = —a,,a, und das Endergebnis ist

o (5)" for <
Am(R) = : (1.8-8)
aay (a\Mm ..
om()" fur R>a
Fall (3) vollkommen analog zu Fall (2), Endergebnis:
(5] fr k<
B, (R) = gb_m<g)m e RS a. (1.8-9)
2 m \R -

Einsetzen von (1.8-6), (1.8-8) und (1.8-9) in den Lésungsansatz (1.8-3) liefert dann die
Losung der Poissongleichung (1.8-2):

0 m
o(R,$) =2ma Z %(g) (a,, cosm¢ + b, sinm¢) fiir R <a, (1.8-10a)
m=1

#(R,$) = 2aa, log L5100

= 1 (a\"
+27mm2=:1ﬁ<§) (a,, cosme + b, sinm¢) fir R>a.

Auf der Zylindermantelfliche M muss die Normalkomponente von E den Sprung 47 o
besitzen. Der Leser verifiziere, dass fir r € M

o _99(RR. )
DivE = 3R

R - o) (1.8-11)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

gilt.
(b) Spezialfall: Wegen R, > a (s. Angabe) gilt
aZ
@) = -5~ H = 5 (4 )" cosms (1.8-12a)
(o = - =— 1+2 (—) cosm ] => 1.8-12a
ma a2 2—cos¢ 2ma m=1\Ro
RZ
do= -, ap=—(2)", bo=0, m=123 (1.8-12b)
0 — 7Ta, m — Ta RO ’ m — ’ — 1,459 ... .

Einsetzen der Fourierkoeffizienten in (1.8-10a) (1.8-10b) gibt unter Verwendung der For-
mel aus der Angabe

PR, ¢) = —2Tm§::1 %(%)mcos me

=z'log< +11§—Z—211§ cos¢>

R?+ R%—2RyRcos¢

=r1lo
g R(Z)

fir R<a; (1.8-13a)

a2 m
?(R,p) = —ZrlogE—Zfz (ROR) cos m¢

4 2

a
= z'log — + rlog(l + == RZRZ Zm cosqb)
R2+Z — 2 Rcos ¢
= 7log Rg a2 fir R>a. (1.8-13hb)
Berechnung der Zylinderkomponenten der Feldstdrke aus E = — grad ¢ mithilfe der
Formel (A.3-15) von Anhang A.3 gibt dann
R<a: Eg(R @) =—-21 R;ROCOW ,
R?+ R5—2RgRcos¢
E¢(R,¢) = =27 50 sing , (1.8-14a)
R?+ R5—2RgRcos¢
Ez(Ra ¢) = 0;
a?
R - R— cos ¢
R>a: ER(R,¢)=—
R? + = — 2 Rcos¢
;—2 sin ¢
E¢(R,¢) = — 9 (1.8-14b)

R2+ ——2 Rcosqb

E,(R,$) = 0.
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Wie schon unter Punkt (a) besprochen, muss auf der Zylindermantelfliche R = a die
Normalkomponente von E den Sprung 47t o besitzen. Der Leser verifiziere, dass die obigen
Ausdriicke fiir Ex(R, ¢) mit dem geschlossenen Ausdruck fiir o(¢) aus der Angabe

DivE = Eg(R, )| ,,— Er(R, $)|,_= 4mo(¢) (1.8-15)

erfillen.

Da die Quellverteilung rdumlich lokalisiert
ist, kann das Potential mithilfe der Cou-
lombformel (A.6-10), d. h.

)
o) = [df' 2
ff

r—r|’

berechnet werden.

F: 0LR' <a,0<¢'<27m, z'=0; df'=R'dR'd¢’; (1.9-1a)

o(R,¢) = % = 0. (1.9-1b)

Damit erhalten wir fiir das elektrostatische Potential lings der z-Achse

a 2 a
q ot [ gy 1 2q ,_ K
¢(0,0,z)=—2deRfd¢ = — | dR —. (1.9-2)
ma |r —r'||x=y=0 a2 A R2+ 2
o o z'=0 P R2+z
Ergebnisse:
©(0,0,2) = 2—2 [Vaz+ 22 — |z|]; (1.9-33)
Ex(0,0,2) = E(0,0,2) = 0, E(0,0,2) = 2 [signz - ;] (1.9-3Db)
a? Va2 + z2
Fir die Flachendivergenz im Punkt P(0, 0, 0) folgt
o _2q _ q _
DivE = E,(0,0,z | 0) — E,;(0,0,z10) = =2 [1 +1] = 47TW =4noc v/ (1.9-4)

Bemerkungen: Warum wurde in der Angabe die Berechnung des Potentials nur fiir Punkte auf der
z-Achse verlangt? Grund: Fur allgemeine Raumpunkte lasst sich das Potential nicht in geschlossener
Form (das heifst durch tabellierte Funktionen) ausdriicken. Was méglich ist, wird in Aufgabe 1.14
behandelt: Man kann das Potential ¢(r,9) fiir r > a als unendliche sphéarische Multipolreihe
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

anschreiben (siehe Gl. (1.14-3)) und diese fir ¢ = 0, 7 (Punkte auf der z-Achse) aufsummieren. Da
das Ergebnis (1.14-5) eine analytische Funktion ist, gilt es nicht nur fiir |z| > a, sondern fir alle z,
in Ubereinstimmung mit (1.9-3a).

1.10%*
K Da die Quellverteilung rdumlich lokalisiert
l q - ist, kann das Potential mithilfe der Cou-
lombformel (A.6-11), d. h.
N oy pr) = [ar 2
lr—r|’
o7 +q I L
X |

' berechnet werden.
L: RR=a,0<¢'<2m, z'=0; dl'=ad¢’; (1.10-1a)

+1 fir—z/2<¢’' < +7/2
@¢) = L. ur—m/2<¢'<+mf2 (1.10-1b)

ma -1 fur+4+n/2<¢’' < +371/2
Damit erhalten wir fiir das elektrostatische Potential
+7/2 37/2
-4 1 _4 1 -
p(r)=— fdcﬁ TETai fdgb = = (1.10-2)
—7/2 2= ap #=0
Berechnung des Integranden:
; — _ "2 i A2 21-1/2
= e {(x —acos¢')? + (y — asin¢’)? + z2}

z'=0

_ {az + z2+ R? - 2axcos ¢’ — 2aysin ¢'}_1/2'

Bei Beschrankung auf Punkte auf der z-Achse und in deren unmittelbarer Umgebung gilt
(a? + z?) > ax, ay und wir kénnen eine Binomialentwicklung durchfiihren:

_ L
lr—r'|

1 R? — 2axcos¢’ — 2aysin ¢’ N ]

— (2 212[1_ 2
(@ +2%) [1 2 a? + z2

(1.10-3)

R'=a
z!'=0
Nun fiihren wir in Gl. (1.10-2) im zweiten Integral eine Substitution durch, um zu gleichen
Integrationsgrenzen —n/2, +7/2 zu kommen:

¢'=¢ —m, d¢"=d¢’; cos¢’=—cos¢”, sin¢’=sing¢".

Nach Durchfiihrung dieser Substitution nennen wir die Integrationsvariable im zweiten
Integral statt ¢” wieder ¢’. Damit ergibt sich fir das elektrostatische Potential

+7/2
- a [_2ax '
o(r) = @t 2 /dcﬁ [a2+z2 cos¢’ + ]
—7/2
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Zur gesuchten Ndherung kommen wir durch Abbrechen der Entwicklung:

4qax
N — 1.10-4
®(r) @+ PR (1.10-4a)
A 4qa Er) ~ 0, Ey(r) ~ — 240Xz (1.10-4b)

(a2 + z2)302° (a2 + z2)52°
Was erwartet man fir z2 > a2, d.h. in grof3er Entfernung vom Ring, wenn man die Ab-
bildung betrachtet? Man erwartet ein elektrisches Dipolfeld mit Moment p = qaae, mit
1 < a < 2. Der Leser verifiziere, dass die Formeln (1.10-4b) fir z2>> a? ein derartiges Feld
mit a = 4/ = 1,2732 ergeben.

1.11% Aufgrund der Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse folgt bei Verwendung
von Kugelkoordinaten ¢ = ¢(r, 9).

|1 Z Da die Quellverteilung raumlich lokalisiert
: . ist, kann das Potential mithilfe der Cou-
I pd lombformel (A.6-11), d. h.
. _ , ()
y qo<r>=fdl ey

7 | L

X : berechnet werden.
L:r=a,0<¢' <27, 9" =mn/2; dl'= ad¢’; (1.11-1a)

nN=_9 ._ .

(¢') = e = T. (1.11-1b)

Damit erhalten wir fir das elektrostatische Potential

(1.11-2)

1
[r—7r|

2
0.8 = 5L [ay
0

r’=a,«9'=7r/2
=0

Da wir wissen, dass das Integral nicht von ¢ abhingt, konnten wir bereits im Integranden
¢ = 0 setzen. Damit berechnen wir ¢(r,4) im Raumpunkt P(r, 8,0), welcher in der zx-
Ebene liegt.

Berechnung des Integranden:

1 ) . )
= {(rsin$ — acos¢')* + a*sin?¢’ + r? cos?§} s
|
$=0 . )
= {r?+ a® - 2arsin§cos ¢’} 172,
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Da im Raumpunkt P(r,3,0) der Beitrag zum Potential von der ,linken“ Kreisringhalfte
(r < ¢ < 2m) und der ,rechten” Kreisringhélfte (0 < ¢ < ) aus Symmetriegriinden gleich
ist, gilt:

T
q a¢’
, ) == . 1.11-3
#(r.9) ﬂ/{rz + a2 — 2arsin 9 cos ¢'}1/2 ( )
0

Mit der Substitution ¢’ = & — 28 folgt weiter

/2

2q dp
119 = — ‘ 1.11_4
(r,9) T f {r2+ a2 + 2arsin 9 cos2}1/2 ( )
0

Setzen wir hier cos2 = 1 — 2sin?f ein, so gelangen wir nach einer einfachen Umformung
des Nenners im Integranden zum Ziel:

=: k2(r, 9)
{r’+ a?+ 2ar sin9c0825}1/2 = {r?+ a?® + 2arsin 9}1/2 [1 - darsin 9 Sinzﬁ]llz'
r2+ a2 + 2arsin 9
Ergebnis:
2 q . 3 _ 4arsin 9
P = & \/r2 + a? + 2arsind K(k(r’ 8)) mit k(. 9) = r2+ a2 + 2arsind’
(1.11-5)
9 =0, 7 (z-Achse): K(0) = /2
0(0,0,2) = —L__ (1.11-6)

\Vz2+ a?
q

Fiir |z| > a folgt daraus der Monopolbeitrag ¢)(0,0,z) = ~

|z

Weiterfiihrende Bemerkungen

Aus dem Potential Gl. (1.11-5) erhélt man durch Gradientenbildung die exakte Losung fiir die elektri-
sche Feldstirke E. In diese geht neben dem vollstdndigen elliptischen Integral erster Art K(k) das
vollstandige elliptische Integral zweiter Art E(k) ein, da dK(k)/dk funktional von K(k) und E(k)
abhéngt (siehe die Formeln (A.2-48), (A.2-49) von Anhang A.2).

Das Potential kann alternativ unter Verwendung von Zylinderkoordinaten berechnet werden. Die
weitgehend analoge Rechnung {iberlasse ich dem Leser als Testaufgabe T1.10.
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1.12*
Da es sich um zwei rAumlich lokalisierte nicht
q, - % iberlappende Ladungsverteilungen handelt, gel-

2 ten die Formeln von Anhang A.6.5. Die elektro-
= ————  statische Wechselwirkungsenergie der in der Ab-
bildung dargestellten kreisférmigen homogenen

Linienladungsverteilungen %, %, ist also gege-
ben durch

W) = Sﬁdll 96 d, JTr) g 45 )

|ry — 1y

I A S F1 H

Ich schreibe die bendtigten Ingredienzien in Zy-

% linderkoordinaten an:
FH1: Ri=a,0<L ¢, <27, z;=0; dl; =ade¢y; t(ry) = ;}T—la; (1.12-2a)
%2: R2=b,0§¢2<271’, Z2=d; dlz=bd¢2, T(r2)=%; (112'2b)

¥, € Hy, 1, € Fy!
|r1 — 13| = {(acos ¢; — beos $,)* + (asing; — bsing,)* + dz}l/2

- R - ~ 2 1.12-2¢)
={d?+ a’>+ b*—2abcos(¢; — )} '~

Einsetzen in Gl. (1.12-1) gibt

27T 27
WS = '?;17322‘ d¢, f de,{d2 + a*+ b — 2abcos(¢; — ¢,)} 2.
0 0

Der Wert des ¢,-Integrals kann aus Symmetriegriinden nicht von ¢; abhéngen. Wir kénnen
deshalb ¢; = 0 setzen. Da dann im verbleibenden ¢,-Integral die Intervalle (7, 277) und
(0, ) aus Symmetriegriinden gleich viel beitragen, erhalten wir mit ¢, — ¢

T
Wl(ze) = —qu ‘/dc;ﬁ{d2 + a2+ b%>—2abcos ¢}—1/z. (1.12-3)
0
Mit der Substitution ¢ = 7 — 28 folgt weiter
/2
W = 2 f dB {d?+ a? + b* + 2abcos26} /2 (1.12-4)
12 =41 . X

0
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Nun setzen wir (wie in der Angabe empfohlen) cos28 = 1 — 2sin?g ein:
7/2
e _ ,N1492 2 2 _ i 201—1/2 .
Wy =275 dp{d?+ (a+ b)*>— 4absin?f}™ '~ (1.12-5)
0

Vergleichen wir dieses Integral mit der Definition des vollstindigen elliptischen Integrals
erster Art Gl. (A.2-48), so sehen wir:

w® = D% k) mit k= —2Y9D (1.12-6)

7\ ab V@+b2+d

Die Kréfte wirken aus Symmetriegriinden in z-Richtung, und mit d = z, — z; folgt

WS M) ok _

B, =— 30 - % 3d = —F;. (1.12-7)
Wegen (A.2-49) gilt E(k)
(kK(K))" = K(k) + kK'(k) = 17 »
und das Ergebnis der einfachen Rechnung lautet
2dq,q, E(k) (1.12-8)

¥ 7@+ bR+ PR 1k

Im Fall d > a,b gilt k < 1 und mit (A.2-50) folgt E(k) ~ 7/2, somit erhilt man das
erwartete Ergebnis
R, ~ 192 (1.12-9)

1.13 Vorbemerkung: Fur die Diskussion der Auswahlregeln kommt es nicht auf die
konkrete Definition der sphérischen elektrischen Multipolmomente an. Ich beniitze in
dieser Aufgabensammlung die Definition (A.6-25) (Definition von Landau-Lifschitz):

o _ 47 31
R =\ 5 [ rrtm@e)
R3
+0o0 27 T
= ./ —214_7:1 /drrl+2fd¢ de sin 8 Y,,(8,¢) p(r, 8, ¢) (1.13-1)
0 0 0

/e

+00 27
= (-7, | 8 I Z%: fdr rl+2fd¢ eim¢fd8 sin 9 P™(cos 9) p(r, 9, $).
0 0

0
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(a) Inversion am Ursprung

d¥' = —dfS, sind =sind, d¢'=d¢;

Ve T 27 27
V=n-38, ¢g=¢p+71 => | fd&’sin&’...zfd&sins..., fdgb’...:qub...;
0 0 0 0

L V(8 ¢,) = (_1)1Yim(19’ ¢)

Annahme: : :
p(r, 8, ¢) =p(r,9,¢) = Qi ==(-D'Q. (1.13-2)
Somit:
p(=r)=+p(r) = Auswahlregel | gerade; (1.13-3a)
p(=r)=—p(r) = Auswahlregel | ungerade. (1.13-3hb)

(b) Annahme: spharisch symmetrische Ladungsverteilung po(r) = p(r, % §) = p(r)

ONSN 214_7:1 /dr rl+2p(r)/d[2 Y (Q) = 47 &y mofd" r2p(r). (1.13-4)

47[]
Var 510 mo
Somit:
p(r,% %) =p(r) = Auswahlregel | =0. (1.13-5)

Nur das Monopolmoment (die Gesamtladung) kann von null verschieden sein.

(c) Annahme: p(r) = p(r, 9,%) = p(r,9)

Q- / (l — fd rl+2fd19 sin 9 P/"(cos §) p(r, S)qub eim¢
h—/

+00

= 27T5m0fdr rl+2/d8 sin 8 Py(cos 9) p(r, 9).

28m0  (1.13-6)

Somit:
p(r)=pr,8,%) =p(r,8) = Auswahlregel m = 0. (1.13-7)

(d) Drehung um die z-Achse um den Winkel 27” (n fest; n-Werte siehe unten)

27 27
p=¢+2T, dg'=dp, qub’...:fdgb...;
0 0
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Annahme:
o(r,9,¢ + 27”) = +po(r,8,¢), n=2oder 3 oder 4...; (1.13-8)
5 X Q}(’;l) — e27ti(m/n) le) (1.13-9)
omit:
p(r,9,¢ + 2—”) =+p(r,9,¢), n=2oder 3oder4.. =
" (1.13-10)
Auswahlregel m € {0,£n,*2n,...}.
Annahme:
p(r, 9,0+ 27”) =—p(r,9,¢), n=2oder 4 oder 6... (1.13-11)
Somit:
p(r, 9,6+ 2—”) =—p(r,%,¢), n=2oder 4 oder 6... =
g © s s (1.13-12)
Auswahlregel m € {15,17,17, v b
(e) Spiegelung an der xy-Ebene
(dS' = —dS, sind’ =sind;
T T
Y=n-9 = ; /d&’sinS’... = [ dSsind...;
0 0
[ P"(cos §") = P/"(—cos ) = (—1)*™ P (cos 9).
Annahme: 0 0
Somi p(r,9,¢)=%p(r,8,¢) = Qum ==(=1)H"Qy . (1.13-13)
omit:
p(r,m—38,9) =+p(,8,¢) = Auswahlregel | + m gerade; (1.13-14a)
p(r,mr—8,9)=—p(r,8,¢) = Auswahlregel | + m ungerade. (1.13-14b)
1.14 (a) q -
p(r) = — O(a—r)d(8— 5) (1.14-1)

beschreibt eine diinne homogen geladene Kreisscheibe in der xy-Ebene mit dem Radius a,
dem Mittelpunkt im Ursprung und der Gesamtladung q.

(b)
1. Auswahlregel (1.13-3a): [ gerade;
2. Auswahlregel (1.13-7): m = 0;
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3. Auswahlregel (1.13-14a): | + m gerade (nichts Neues, da Inversionssymmetrie und
Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse Spiegelungssymmetrie bzgl. der xy-Ebene
impliziert).

Es konnen also nur die Multipolmomente Q(Z") n € Ny, von null verschieden sein.

(c) Mitder Formel (1.13-6) folgt

T
Q(Z") =27 [dr r2"+2/d9 sin 8 Py, (cos 9) p(r, 3)
o

= i—g/dr r2n+1/d8 sin 8 Py, (cos 9) 8(8 — %);
0 0

a2n+2
2n+2 Pon(0)
(2n) _ 2n P,,(0) _ 2n % _
Qo qa T3 = 2qa ni1l) (1.14-2)

(Beim letzten Schritt wurde die Formel aus der Angabe verwendet.) Damit ergibt sich fir
r > a die sphérische Multipolentwicklung (siehe die Formel (A.6-26) von Anhang A.6.3)

r2n+l r2l’l+1 ’
n=0

= n Yl'l ‘Q -~ n n
o(r) = o(r,9) = )] 4n+1Q(2 ) Yano() _ ZQgZ ) Pan(cos 9)
n=0

o(r,9) = ZTq i ( % )( ) P, (cos9). (1.14-3)

n+1

Fur allgemeine Raumpunkte 1asst sich die unendliche Summe nicht geschlossen aufsum-
mieren (auf tabellierte Funktionen zuriickfithren). Fiir Punkte auf der z-Achse gelingt dies
aber, wie im Folgenden gezeigt wird.

(d) 8=0,7 (z-Achse): cos§ = %1, P,,,(cosd) = P, (1) =1
Fir |z| > a gilt

w00 = 13 ()& = HE S ()& =5,

el 1+2 1 (1.14-4)

a2 72

(0,0,2) = -gw#+@—uu (1.14-5)

Diese Beziehung gilt fiir alle z, d. h. auch fiir |z| < a, da es sich um eine analytische Funktion
handelt. In Aufgabe 1.9 wurde diese Beziehung ausgehend von der Coulombformel (A.6-10)
berechnet.

47



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Multipolentwicklung fir |z| > a 1angs der z-Achse bis einschliefslich Quadrupolbeitrag:

2q|z| a2\ _ 2qlz| @® . @ )
¢(0,0,2) = ( 1+ 1) == E(l E) ¥ (1.14-6)
N—_— — | ——
= /@) = g(2)

Tab. 1.14-1: Fehler fir das Potential,
wenn man die Multipolentwicklung
nach dem Quadrupolterm abbricht

z f(2) g(2) Fehler
2a | \/5/2—1 | 15/128 | 0,72%
5a | 1/26/5—1 | 99/5000 | 0,02%

1.15 (a)

p(r) = % 5(r; ) 8(cos9) (1.15-1)

beschreibt eine homogen geladene Kreislinie (,,diinnen Kreisring®) in der xy-Ebene mit
Kreismittelpunkt im Ursprung, Radius a, Linienladungsdichte 7 = q/27a und Gesamtla-
dung q.

(b)

1. Auswahlregel (1.13-3a): [ gerade;

2. Auswahlregel (1.13-7): m = 0;

3. Auswahlregel (1.13-14a): | + m gerade (nichts Neues, da Inversionssymmetrie und
Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse Spiegelungssymmetrie bzgl. der xy-Ebene
impliziert).

Es konnen also nur die Multipolmomente Q(Z") n € Ny, von null verschieden sein.
(c) Mitder Formel (1.13-6) und den Formeln aus der Angabe folgt

+00

QP™ = f dr r?"+18(r — q) f d$ sin § Py, (cos 9) 8(cos 9)

0
+1

= qa [dEPn(©80) = @) = qa (7). (152
g}

Damit ergibt sich fiir r > a die sphérische Multipolentwicklung (siehe die Formel (A.6-26)
von Anhang A.6.3)

Y,0(2) & P, (cos9
Q(zn) 2n,0 — Zngn) 2n( )

r2}’l+1 r2n+1 ’

Pr) = 9(r,9) = Y| s
n=0

n=0
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o0 _l 2 n
o(r,9) = g 3 ( ;)(‘;—2) Py, (cos9). (1.15-3)
n=0

Fur allgemeine Raumpunkte 1dsst sich die unendliche Summe nicht geschlossen aufsum-
mieren (auf tabellierte Funktionen zuriickfiihren). Fiir Punkte auf der z-Achse gelingt dies
aber, wie im Folgenden gezeigt wird.

(d) 8 =0,7 (z-Achse): cos 9 = *1, P,,,(cos3) = P,,,(x1) =1
Fir |z| > a gilt

o0 _1 2\n
_ 4 5)(0 ) _4q9_1 __4q
z) = — | == = .
§0() |Z|nZ=:O<n Z2 |z| \/1+a_2 \/zz+a2
z2
Da letztere Funktion analytisch ist gilt fiir alle z

o(z) = —1 (1.15-4)

VZ2+a

(e) Das Raumgebiet r < a ist ladungsfrei, daher erfiillt das Potential fiir » < a die Laplace-
gleichung und lasst sich aufgrund der bestehenden Symmetrien in der Form

> r\2n
@(r) = 9(r.9) = a ), az (%) Pan(cos9) (1.15-5)
n=0
entwickeln.
(f) Binomialentwicklung der Funktion (1.15-4) fiir |z| < a gibt
(2) a a i <_%)(z)2" (1.15-6)
zZ) = ——— = — — . . -

Andrerseits folgt aus Gl. (1.15-5) fiir 8 = 0, 7 (z-Achse)
> zZ\2n
o(z) = qzoam(a) . (1.15-7)

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Polynome, kann man durch Vergleich der Ausdrii-
cke (1.15-6), (1.15-7) die Koeffizienten a,, bestimmen:

tyy = — (_5). (1.15-8)

a\n

Damit haben wir das elektrostatische Potential fiir » < a bestimmt:

(o] _l 2\Nn
o(r,9) = g 3 ( n2><%> Py, (cos 9). (1.15-9)
n=0

Auch diese unendliche Summe lasst sich fiir allgemeine Raumpunkte nicht geschlossen
aufsummieren.
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1.16 Lisungsweg: Laplacegleichung und Sprungbedingung DivE = 47o firr=a
Aus Symmetriegriinden kann das Potential nur von r und 9 abhdngen. Wegen

o(8) = gycos 8 = gy P(cosH) (1.16-1)

Losungsansatz (¢ steti
& (@ & A 2 P(cos8) firr<a

o(r,8) = , ; (1.16-2)
A ‘:—2 P(cosd) flurr>a

Sprungbedingung fiir r = a: DivE = 47co,d.h.

dp(r,9) dp(r,9) 1 1 47 )
— ar " ar a_: 47'[0'(19) = (2Aa +Aa) :477,'0'0 > A= Tago,
4?”001"00819:%”002 firr<a
p(r,8) = \ . (1.16-3)
4ma cosd ..
s % firr>a

Wir sehen schon vor Berechnung der Feldstirke, dass im Inneren des Kugelvolumens ein
homaogenes Feld in z-Richtung und im Aujsenraum ein Dipolfeld vorliegt. Mit
3 .
p:= 477Ta ope, giltfir r>a: o(r)= % (1.16-4)
Das ist das Potential eines fiktiven Punktdipols im Ursprung mit dem Moment p. Fir das
elektrostatische Feld gilt entsprechend

—4—7Tooez firr<a
E(r) = . (1.16-5)

3(p-r)r—r? .
3pryr-rp )5 P firr>a
"

1.17 Laut Angabe werden die folgenden statischen Ladungsverteilungen betrachtet:

(@) (b)

-q e

+q _q/af\_ > b>> ”
-j ’ /q ’
d

X X q [
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1. Beide Ladungsverteilungen besitzen die Gesamtladung null = der Monopolbeitrag
ist null.

2. Beide Ladungsverteilungen sind inversionssymmetrisch bzgl. des Ursprungs =
Auswahlregel | gerade (siehe (1.13-3a)), somit ist der Dipolbeitrag null.

Der Quadrupolbeitrag ist also in beiden Féllen der niedrigste nicht verschwindende Multi-
polbeitrag.
(a) Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse = Auswahlregel m = 0 (siehe (1.13-7))

Mit den Formeln (A.6-25), (A.6-26) von Anhang A.6.3 folgt fiir den sphérischen Quadru-
polbeitrag

4 Y,0(02 P. 8
pO(r) = [ 4 o LoD _ o Blesd), (1.17-1)
S L add fd3r r2Ys(Q) p(r) = fd3r r2Py(cos3) p(r). (1.17-2)
R3

Ich schreibe nun die Volumsladungsdichte p(r) mithilfe von Distributionen an (siehe das
Beispiel 1.4 von Anhang A.11). Dabei ist zu berticksichtigen, dass die Linienladungsdichte
des inneren Ringes —q/2ma und die des dufseren Ringes +q/27b ist. Somit:

d(r—b) dé(r—a
p(r) = [%2) (@)h@ (1.17-3)
Einsetzen in die Formel (1.17-2) gibt
+00 +00 us
@ _ AS(r_h)_ L 4S5y _ ; _Z
QY = 5= [b fdrr 3(r — b) fdrr 5(r a) fd8s1n9P2(0038)5(9 2
0 0 0
QY = a(v?— @)B©) = —a 5 (b* - a?); (117-4)
2_ 2 29 _

D (r) = —q(b? — )Pz(cos 9) — b - a 3cosr;9 1 (1.17-5)

(b) Bei der gegebenen Ladungsverteilung ist die Verwendung von Variante 1 (A.6-20)
bzw. (A.6-23a) der Definition des kartesischen Quadrupoltensors zweckmaéfdig, da dann
nur Q,, von null verschieden ist, und mit Formel (A.6-22b) bzw. (A.6-23b) folgt fir den
kartesischen Quadrupolbeitrag zum Potential

2 _
qo(z)(r) = 3Z mit sz = —2qd2 =-2q b a* ’
b2—a2 b?% — @? 3c0328—1
P (r) = ~q— >

womit die Behauptung aus der Angabe bewiesen ist.
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1.18 (a) Mit den Definitionen (siehe Anhang A.6.3)

2
pj = fd3rxjp(r), j=123; Q)= fd3r(xjxk - %Sjk)p(r), j.k=1,2,3 (1.18-1)
R3 RrR3

erhélt man fiir eine Anordnung von Punktladungen q, mit den Orten ry = (X714, X2¢ X3¢)
2
pj = ijaqa, Jj=12,3; Q= Z(xjaxka - %‘@k)qa, j,k=1,2,3. (1.18-2)
[e4 [e4
Bevor man daran gehtin diese Beziehungen die q, und x;, einzusetzen ist es aber zweckma-

3ig Symmetrieeigenschaften und andere konkrete Eigenschaften der Ladungsverteilung
auszunutzen.

(a1)
VA
®+qg . :
Kartesische Komponenten des Dipolmomentes
%1 Bei der vorgegebenen Ladungsverteilung
° ° kann man auf zwei verschiedene Arten je
-q %1 %1 +q X zwei Ladungen zu einem Dipol zusammen-
g fassen und daraus das Dipolmoment der
0 Ladungsverteilung berechnen.
lz Z
pl
P 7l a
a |7’ 1 2
Py X %1
al £
5 4

p = p1 + p» oder noch einfacher: p =2p’ = (aq,0,aq), |p|=p= \/an. (1.18-3)
Sphdarische Komponenten des Dipolmomentes: siehe die Beziehungen (A.8-3b), (A.8-3c¢)

Q) = 1%([& +ip,) = 1%, = p,=aq. (1.18-4)

Quadrupolmoment: p(—r) = —p(r) = Auswahlregel (1.13-3b): | ungerade = Q =0, alle
Komponenten des Quadrupoltensors sind null.

Fiihrender Term in der Entwicklung des Potentials fiir r > a:

X+z _ sindcos¢ +cosd
r3 =da r2

o(r) = ¢(r) = % = (1.18-5)
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(a2)
lZ
+q
a
2
° a
-q % al _'(/ X
2
T
Dipolmoment:

p=p'+(-p)=0, (1.18-6)
alle kartesischen und sphérischen Komponenten des Dipolmomentes sind null, es liegt
ein Quadrupol vor.

Kartesische Komponenten des Quadrupolmomentes

Fiir die Ortskoordinaten aller vier Ladungen gilt y, = 0, X4z4 = 0, 17 = a?/4. Damit folgt
aus der Beziehung (1.18-2) (abgesehen von Q,, Kopfrechnung)

a’q

Q sz Qyz =0, Qxx _T , ny =0, sz = _Qxxa (1-18'7)
und mit den Formeln (A.8-2) und (A.8-3a) bis (A.8-3c) von Anhang A.8 erhéilt man
6a? 3a?
0® = 0@ = V6 V60q @ q@= 0, = 224, (1.18-8)

Fiihrender Term in der Entwicklung des Potentials fiir r > a (siehe die Formel (A.6-23h)):

,  cos?8 —sin?9 cos?¢p
q :
4r3

(1.18-9)

ZZ _ x2
p(r) » pP(r) = 30’ —— = 3a

(b) (al) Wegen der Symmetrieeigenschaft p(—r) = —p(r) gilt die Auswahlregel (1.13-3b):

l ungerade, also :
oY =0 fir 1=0,2,4,. (1.18-10)

Weitere der in Aufgabe 1.13 besprochenen Symmetrien liegen nicht vor.

(a2) Wegen der Inversionssymmetrie p(—r) = p(r) gilt die Auswahlregel (1.13-3a):

l gerade, also .
D_0 fir 1=1,3,5,... (1.18-11)

Da aufderdem die z-Achse eine zweizdhlige Symmetrieachse ist,
,O(I’,19,¢ + 77) = p(r,9,¢),

gilt die Auswahlregel (1.13-10) mitn = 2, also m € {0, %£2,*4, ... }, und es kdnnen insgesamt
hochstens die Multipolmomente

Q. e o o oY (1.18-12)
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von null verschieden sein, wobei wir aber schon wissen, dass Q(()O) null ist (Gesamtladung).

(c) (al) In diesem Fall ist der fihrende Term der Gesamtkraft und des Gesamtdrehmo-
mentes durch F(l) (p-V)El,, N( ) _ p x E(0)

gegeben. Einsetzen von (1.18-3), d.h. p = aq (e, + e;), gibt
W _ qq(%E| 4 %E
Fe'=a (ax 0+ 9z lo

(a2) Indiesem Fallist der fihrende Term der Gesamtkraft und des Gesamtdrehmomentes
durch

); N = aq[~E,(0) e, + (Ex(0)— E,(0)) e, + E,(0)e,]. (1.18-13)

, N$=[Q-V)xE]|,

gegeben. Mit den kartesischen Komponenten (1.18-7) des Quadrupolmomentes folgt
_ @q(PE| _ E|\. yo_aqr_ 95 OBx| , 95 OFy
Fei'= 4 <6z2 0o Jx2 o) Na™ = [ (62 0o OJx o)ey 9x lo ]
(1.18-14)

Die Berechnung von F( ) ist eine Kopfrechnung, die Berechnung von N( ) ist zwar keine
Kopfrechnung, aber elementar Ich tiberlasse sie dem Leser.

1.19
y y
a ‘%T [4'%
L 7 e | I
D I |
I®XI z X ! ®zi
N [ I I
a —C[z ]+Q2
T I |
|
At Tt
[ 1
2 2

Wie man aus der Abbildung unmittelbar ablesen kann, gilt
P =D+ P2=qile;+ qle; = (q1 + qo)le,. (1.19-1)
Fir die zugehorigen sphéirischen Komponenten folgt mit den Formeln von Anhang A.8
=0, QY= (@+aq)l (1.19-2)

In Aufgabe 1.13 (e) wurde gezeigt, dass die Symmetrieeigenschaft p(x,y, —z) = —p(x, y, z)
die Auswahlregel 1 + m ungerade zur Folge hat. Dies manifestiert sich beim Dipolmoment in
Qf_fl) = 0 und bedeutet fur das elektrische Quadrupolmoment

P = = (1.19-3)
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woraus mit den Formeln (A.8-4)

Qxx = ny Qzz = Qxy ny =0 (1.19-4)

folgt. Mit der Ladungsdichte

1 l !
p(x,y,2) = a[‘hBl(X,Y) + 2 By(x,y)][8(z - ;) —8(z+ E)]; (1.19-5a)
1 fir B —2<x<+% +Z-2<y<+i4d
By(x,y) = 2 2 22 22, (1.19-5Db)
0 sonst
.. . a a L a L  a
1 fir By ——<x<+-, = —-<y<—-=+-
By(x,y) = 2 22 2 22 (1.19-5c¢)
0 sonst
/]dxdyx = ﬂdxdyx =0; /:[ xdyy = ﬂdxdyy = -La? (1.19-6)
B1 B
folgt weiter
Qxz = Qzx = 0; (1.19-7)
! !
Qyz = Qzy = %L(ql - qz)/dzz[é(z —2)=8(z+ )] = %(ql — q)IL. (1.19-8)

Mit den Formeln (A.8-2) und (A.8-3b) von Anhang A.8 erhalten wir die restlichen sphéri-
schen Komponenten:

91) =F \/7(‘11 q)IL. (1.19-9)

1.20 Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Oberflachenladungsverteilung gelten
die Auswahlregeln (1.13-3a) und (1.13-7). Fiir Il < 2 kéonnen daher nur die sphérischen
Multipolmomente Q(()O) und Q(()z) von null verschieden sein. (Die Auswahlregel (1.13-14a)
trifft ebenfalls zu, ergibt aber nichts Neues.)

Fir die folgenden Rechnungen schreibe ich die Oberflichenladungsverteilung mit-
hilfe einer Distribution formal als Volumsladungsverteilung an (siehe Beispiel 1.7 von

Anhang A.11):
o(r) = o(9,¢)8(r — a) = gycos?9 8(r — a). (1.20-1)

Monopolmoment (Gesamtladung):

+0o0 +1
2
(O) =q = /d3rp(r) = Znaofdrrza(r - a)/d(cos&) cos?9 = 3a 0o - (1.20-2)
R3 0
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Dipolmoment:
QW=0VP=0"=0 < p=o. (1.20-3)
Quadrupolmoment: Mit der Definition (A.6-25), der Formel (A.2-11) und den Beziehungen

(A.8-4) folgt
Q¥ =¥ =P=qP= (1.20-4a)

+1

82) \ — 4 /d3r r2Y50(Q) p(r) = fdrr“é(r —a) and(cos19)(3 cos?d — 1) cos?9

-1

3 1\ 8ma* 2qa?
_ 4. (2 _ L\ — . i
=27ma 00(5 3> 15 % 5 (1.20-4b)
4qa?® 1
Qzz = 611_5 s Qux = ny = ) Qzz- (1.20-4c)

Bemerkung: Bei bezliglich der z-Achse rotationssymmetrischen Ladungsverteilungen bezeichnet
man die Groe Q := 3Q,, als Quadrupolmoment im engeren Sinn. Im Beispiel gilt Q = 4qa?/5.

1.21% (a)
& (1.13-3a): p(—r) =+p(r) = Auswahlregel | gerade;
(1.13-7): p(r)=p(r,9,%) = Auswahlregel m =0.

Neben A

Q= == po (1.21-1)
Yy kénnen also héchstens

e QY = QZZ Q QY Q¥ .. 121-2)

von null verschieden sein.

Berechnung von Q

Q=3Q,, = fd3r (Bz2—r?)pr) = fd3r[222— (x2+ y)] p(r); (1.21-3)

R3 R3
Koordinatentransformation

_X _J _Z. 3, 2 X
§'—a, n—a,§' it d’r = a’cdédnd¢;
E=Rsin®cos®, n=Rsin@sin®, ¢{=RcosO =: Ru;
d¢dnd¢ = R?2dRsin©®dOd® = —R?>dRd(cos ©)d® = —R?2dRdud®;
&2+ n? = R?sin’0 = R*(1 — cos?0) = R?(1 —u?), ¢?= R*u?

Rotationsellipsoid: 0 <R<1, 0<® <27, -1 <u < +1;
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Losungen

Q= achd§dnd§ [2¢282 = a?(E2 + )] pl&. 1. ¢]

3
R +1

= 2ﬂach0deR4/du[202u2 —a’(1—-u?)]

3g 14 2q(c? — a?)

— 2 —_ = 2_ g2 = -
=27ma Craie 3 3 (c*—a?) z . (1.21-4)
¢ > a ,zigarrenférmiges Ellipsoid®: Q> 0;

¢ < a ,pfannkuchenférmiges Ellipsoid“: Q < 0.

Wegen Q(z) (3/2)Q,, = Q/2, Q(Z) =0 fir m # 0 und }; Q;; = 0 gilt fuir die kartesischen
Komponenten des Quadrupolmomentes

Que= Q=g Quz=+3, Qu=0fir j#k. (1.21-5)

Setzt man dies in die Formel (A.6-23b) fiir den Quadrupolbeitrag zum Potential ein, so
erhilt man fir das elektrostatische Potential fir r > max(a, c) unter Vernachldssigung
der Multipolbeitriage mit [ > 4

q., Q(3cos?9—1) '

1 s (1.21-6)

e(r) = ¢O) + () =

(b) Einsetzen von p = 0 und den kartesischen Komponenten Qj des Quadrupolmomen-
tesvon Gl. (1.21-5) in die Formel

(e _ e B P
WWW —qgo(O) P E(O) 2iZle] axi 0+

und Berticksichtigung von divE|, = 0 (Quellen des dufieren Feldes nicht im Bereich der
Ladungsverteilung) ergibt

QaE

© ~ WO+ W = _
Wiy We' + We qp(0) — 1 32 (1.21-7)
(c)
— a2 —
Q= —2q(c @) q(c+a)(c—a) q=Ze, R:= +azR0, §:=_9.
5 2 R
Q= 4Ze c+a( p— 4Ze 725 (1.21-8)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

S Luidy: g —122-10%cm?; Z=71:
Ro= (0,39 +1,15-1753)-107* cm = 6,82 - 1013 cm,
6 = 0,46.
Bemerkungen

Der der Wechselwirkungsenergie We(z) von Gl. (1.21-7) entsprechende Wechselwirkungsterm

im Hamiltonoperator eines Atoms, der die Wechselwirkung zwischen dem Kernquadrupolmoment
und dem elektrischen Feld der Atomelektronen am Kernort beschreibt, bewirkt eine Verschiebung
der Hyperfeinstrukturlinien des Atoms gegeniiber jener Lage, die man aufgrund der Wechselwirkung
zwischen dem magnetischen Dipolmoment des Kerns und den Atomelektronen allein zu erwarten
hétte. Aus dem experimentell bestimmten Wert der Wechselwirkungsenergie We(z) und dem im All-
gemeinen in einem Atom gut bekannten Feldgradienten aaEZ Okann man Q experimentell ermitteln.?
Kennt man letzteren nicht gut genug, so kann man im Lzaboratorium ein entsprechend starkes

quasihomogenes dufseres elektrisches Feld anlegen.

Theoretisch ist das Kernquadrupolmoment als quantenmechanischer Erwartungswert

z

Q=Q[¥]=e), [dn.. fd3rA Ui(r, ..., ra) (322 —12)¥(ry, ..., 74)

a=1
R3 R3

zu berechnen, wobei ¥(rq, ...,r4) der Spinor des betrachteten Kernzustandes (z. B. des Kerngrund-
zustandes) ist. Zum Kernquadrupolmoment tragen natiirlich nur die Z Protonen bei, nicht aber die
A — Z Neutronen (Teilchenindizes Z + 1, ... ,A).

1.22
Z
L ®4
|
d : Zur Berechnung von Kréften in
: Gesamtladung der Elektrostatik siehe den An-
| 9 hang A.6.5.
' S y
R,
X

2In Kernphysikbiichern wird Q/e mit Q bezeichnet und tabelliert.
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Losungen

(a) Kreisscheibe L(Ry): 0<R'<Ry, 0<¢'<27m, z'=0; df'=R'dR'd¢’;

27
g = fdf’o(R’qb)—Cfd¢’s1n2¢de’ CnRy, = C= ‘g ;
0
K(Ro) 0
o(R,¢) = q2 Sm¢, R<R,. (1.22-1)

R
(b) Wegen sin?¢ = sin?(¢ + ) muss aus Symmetriegriinden gelten:

g, 09,(0,0,2)

F, = q1 E5(0,0,d) = q; E»,(0,0,d) e, = 3z

e,. (1.22-2)
d

Mit der Coulombformel (A.6-10) folgt

' U(rl) qQ ’ Sln2¢l qQ
$2(0,0,z) = fdf = == — == —,
|r —r'|[*=y=0 " 7Ry nWR2+ 22 RoJ Jr2y 22
K(Ro) z'=0 K(Ro) RVRZ+z 0 RZ+z
©,(0,0,2) = g—z [log(Ro + VR + z2) — log z] fir z>0, (1.22-3)
_w _ 1‘3_2[1_ 1 z ] fir z>0.  (1.22-4)
z 0 Ro+VRZ + 22 VRZ + 22

Einsetzen von (1.22-4) in (1.22-2) gibt dann

2
F=9%|;_ L ]ez. (1.22-5)

Rt | R+ @ R+ V£ )

Fir d > R, erhédlt man daraus unter Verwendung der entsprechenden Binomialentwick-
lungen nach kurzer elementarer Rechnung das erwartete Ergebnis

F ~ qclgz e,. (1.22-6)
1.23
2 1 1
Fk = ¢ df; Tklnl mit Tkl = E(EkEl — §E25kl). (123-1)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Dabei ist E das Gesamtfeld

E(r) = % +EEe (1.23-2)

Auf der Oberfliche F (Kugelfliche mit Mittel-

Y punkt im Ursprung und Radius r) gilt n; = x;/r
und df = r?dQ, und es folgt
dQ[r(E-r)E, — 1 e | = 1 [0z (1.23-3)
k™32 KI™ ax ke '
[47]

Einsetzen von (1.23-2) liefert

x 1/q> 2qE®®x
Ty = (q+ rE@x3)( Lk 4 B0 g5) - - (L + T2 4 r (8@ x,
2 (ex)\2
= DX QB by 4 PEEPxy 5 - M , (1.23-4)

Mit n = (sin 9 cos ¢, sin 9sin ¢, cos §) ergibt sich aber (Kopfrechnung)

/d9n1=0, 1=1,2,3. (1.23-5)
[47]

Es liefert daher nur der zweite Summand in (1.23-4) einen von null verschiedenen Beitrag
zum Integral (1.23-3), und man erhélt die Lorentzkraft

Fk = qE(eX) 6k3 |

1.24
Fir die Kraft auf die ,,nérdliche“ Halbkugel gilt
aus Symmetriegriinden F = F; e; mit

3
F;, = ¢ df > Tyny (1.24-1a)
=1
mit (siehe Gl. (A.6-34))

3

1 1
ZT3I”I = EE3(E") — gEzn:;. (124‘1b)
I=1
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Losungen

Dabei ist F eine beliebige geschlossene Flache aufserhalb der ,,stidlichen® Halbkugel, wel-
che die ,,noérdliche” Halbkugel ganz einschliefst, und E ist das Gesamtfeld der homogen
geladenen Kugel (Stidhéilfte plus Nordhélfte; siehe Gl. (1.2-16)):

q—: firr<a
E(r)=E,(r)e, mit E.(r)={°“

L firr>a
r2

(1.24-2)

- Losungsweg 1: Eine naheliegende Wahl fir

73 h die Integrationsflache F ist die Ebene z = 0

Py plus eine Halbkugelfldche bei z > 0 mit Ra-

pd dius ry — +o0. Letztere liefert keinen Bei-

,Gx trag zum Oberflachenintegral, da df im Un-

I \ y ) endlichen zwar wie rg anwéchst, das Feld-

n stirkenquadrat aber wie 1/r§ gegen null
strebt.

Nach dem Grenziibergang ry — +oo bleiben die Beitrdge von:

Fi: 0<R<a, 05¢p<2m, z=0; df = RdRd¢;

E=§eR, n=-e,, E-n=20;
3
1 ¢%R?
Tyn = —E>= — ;
2311 8 8m ab

F: a<R<+o00, 05¢<2m, z=0; df = RdRd¢;

—ieR, n=-e;, E-n=0;

R2
3
_ 2_ 1 ¢?
;Tynl =mE = SHF
Damit folgt: a too
B Lo (arpss Lo [R_ 4 |, @ (1.24-3)
37 87 a 87 R3 ~ 16a2 ' 8a?’ '
0 a
Ergebnis:
° o (1.24-4)
37 16a2° '
z
n
JHK

Losungsweg 2: Eine andere naheliegende Wahl fir

N die geschlossene Oberfliche Fist die Kreisscheibe
l Frs (KS)z=0,0<R<a,0< ¢ <2, plus die Halbku-
n

gelfliche HK) r=a,0<9< %,0< ¢ < 27.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

In diesem Fall gibt es Beitriage von:

FKS .

Das Integral iber die Kreisscheibe haben wir schon beim Losungsweg 1 berechnet (siehe
Gl. (1.24-3)), es hat den Wert g?/(16a?). Das Integral tiber die Halbkugelflache ergibt

0<R<a, 0<¢<27m, z=0; df = RdRd¢;

_ 4R
_EeR, n——ez, En—o
3
_ Ll 1 @R
ZT’_’,I”Z— E 8 a6 ’

r=a, 0519<§, 0<¢<2m; df=a?dQ;
_ 4 _ q
E—;er, n=e,, En—;

2 ¢
E3(E-n) =E“n; = —cos8;

1
ZT:;I”Z 8—q—4 0s9I.

/2

1

1 q° qa _

T 427ra fd881n8c058—4 f =
0
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Testaufgaben

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbstandig 16sen konnte, kann die folgenden zusétzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen iiberspringen. Wer jedoch i. Allg. den Losungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben iberpriifen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlésungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T11

+

NN

Eine unendlich ausgedehnte ebene Platte der Dicke d sei homogen geladen mit der Raum-
ladungsdichte p,. Im Inneren der Platte befinde sich ein Kugelvolumen mit dem Durch-
messer d, dem Mittelpunkt im Ursprung und der Raumladungsdichte 3p,. Berechne das
elektrostatische Potential ¢ und die zugehorige Feldstarke E. Berechne daraus speziell die
elektrische Feldstarke fir Punkte auf der z-Achse.

Die Ergebnisse der Aufgaben 1.1 und 1.2 (b1) sollen dabei als bekannt angesehen werden.

T1.2 DerRaum zwischen zwei konzentrischen Kugelflichen mit den Radiena, b (a < b)
und Mittelpunkt im Ursprung sei mit der statischen Dichte

p(r) = % , a>0
geladen. r

Berechne die Gesamtladung g, das elektrostatische Potential ¢, die zugehorige Feldstéarke
E sowie die elektrostatische Feldenergie W,.

Siehe Aufgabe 1.2.

T1.3 DerRaum zwischen zwei konzentrischen Kugelflichen mit den Radien a, b (a < b)
und Mittelpunkt im Ursprung sei mit der statischen Dichte

pry=a+pr, a>0,>0
geladen.
(a) Berechne im gesamten Raum das elektrostatische Feld.

(b) Berechne elektrostatisches Potential und Feldenergiedichte fiir r < a.
Hinweis: Da die Ladungsverteilung rdumlich lokalisiert ist, kann das Potential im Unendlichen
null gesetzt werden.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Ergebnis fiir das Potential fiirr < a:

o(r) = 47r[% (b —a?) + g(b3 - a3)].

T1.4 Eine Kugel mit dem Radius Ry und dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung
tragt auf ihrer Oberflache im Bereich z < 0 eine homogene Flichenladungsverteilung mit
der Gesamtladung q. Berechne das elektrostatische Potential langs der Symmetrieachse.

T1.5 Betrachte zwei sphéirisch symmetrische Ladungsverteilungen p;, p, mit endli-
chem Radius R; bzw. R,, welche nicht tiberlappen, d. h. fiir den Abstand d der Zentren soll
d > R; + R, gelten.

Der Leser mache eine Skizze. Ist R der Vektor vom Mittelpunkt der Ladungsverteilung p; zum
Mittelpunkt der Ladungsverteilung p,, so gilt dann d = |R|.

Berechne die elektrostatische Wechselwirkungsenergie zwischen den beiden Ladungsver-
teilungen sowie die zwischen ihnen wirkenden Krifte.

Anleitung: Lege flr die Rechnung den Koordinatenursprung in den Mittelpunkt einer der beiden
Ladungsverteilungen und beniitze die Ergebnisse von Aufgabe 1.2 (b1). Sind V;,V, die Raumberei-
che, in denen die beiden Ladungsverteilungen lokalisiert sind, so gelten fiir die elektrostatische
Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilungen und fiir die Kréifte auf die Ladungsverteilungen
die Formeln (A.6-30), (A.6-31).

Die Ergebnisse der Rechnung sollten den Leser nicht iiberraschen.

T1.6 Betrachte zwei achsenparallele Kreiszylinderflachen mit Radien R, 1y, die den
Abstand a besitzen, wobei a + 1y < R ist (siehe die
Abbildung). Der Volumsbereich zwischen den beiden
Zylinderflachen sei homogen geladen (Raumladungs-
dichte pg).

Berechne fiir den von der inneren Zylinderflache ein-
geschlossenen ladungsfreien Hohlraum (bis auf eine
X additive Konstante) das elektrostatische Potential ¢

und das zugehorige elektrostatische Feld E.

Anleitung: Der Losungsweg kann dabei frei gewahlt wer-
den, doch soll von den Grundgleichungen der Elektrostatik
ausgegangen werden. Siehe die analoge Aufgabe 1.3.

T1.7 Eine diinne Kugelschale (Radius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung)
tragt die Flichenladung o(9) = gy (3cos?3 — 1). Berechne ausgehend von der Poissonglei-
chung das Potential ¢ und die Feldstdrke E im Innen- bzw. im Aufsenraum der Kugelschale.

Anleitung: Siehe die Aufgabe 1.16. Beachte, dass P,(§) = 5(3€2— 1) gilt.
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Testaufgaben

T1.8

Zwei unendlich diinne homogen geladene
koaxiale Kreisscheiben mit dem Radius a
und der Gesamtladung —q bzw. +q liegen
parallel zur xy-Ebene mit Zentrum auf der
z-Achse bei z = —d bzw. bei z = +d. (Siehe
die Abbildung.)

(a) Berechne fiir Punkte auf der z-Achse das Potential und die Feldstirke E = E,(0,0, z)e,.
Mache eine Skizze des Verlaufes von E,. Welches Verhalten ist fiir |z| > a,d zu erwar-
ten?

(b) Verifiziere, dass in den Zentren der Scheiben die Beziehung DivE = 47o erfiillt ist.

Wer die Aufgabe 1.9 gerechnet hat, darf Ergebnisse von dort tibernehmen.

T1.9

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte
p(r) = (1 +sing) (R —a)d(z)
beschrieben?

(b) Berechne exakt E(0,0, z), |E(0,0, z)| und den Winkel, den E(0,0, z) fir z > 0 mit der
positiven z-Achse einschliefst.

(c) Berechne Gesamtladung und elektrisches Dipolmoment dieser Ladungsverteilung.

(d) Was ergibt sich fiir |z| > a in Dipolniherung EM:= E© + ED fiir E(0,0,z)? Berechne
|E[1(0,0,2)| und den Winkel, den E[11(0,0,z) fiir z > 0 mit der positiven z-Achse
einschliefst.

(e) Vergleiche die exakten Ergebnisse mit jenen der Dipolndherung.

T1.10 Behandle dieselbe Aufgabenstellung wie in Aufgabe 1.11 unter Verwendung
von Zylinderkoordinaten.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

T1.11

z|, %

Zwei dliinne Stidbe der Linge L tragen entge-

+T gengesetzt gleiche Ladung vom Betrag 7 pro

L L Liangeneinheit und sind wie in der Abbildung

/‘2 —A zy dargestellt zueinander senkrecht im Abstand

/// d /// d angebracht.
ST

X Berechne die auf die Stibe wirkenden Kriéfte.

4
Verwende /- de 1 be
= — arctan ————— .
@+ et rr e b gjerrre

Gleichgiltig, ob vorher die Aufgabe 1.5 bearbeitet wurde oder nicht, sollen die Ergebnisse von
Aufgabe 1.5 verwendet werden.
T1.12

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte

pr) = 58— )89 - %)

beschrieben?

(b) Welche Aussagen kann man aufgrund der Symmetrieeigenschaften dieser Ladungs-
verteilung Uber die zugehorigen sphéarischen Multipolmomente machen?

(c) Berechne die von null verschiedenen sphérischen Multipolmomente der gegebenen La-
dungsverteilung und schreibe die entsprechende fiir r > a giltige Multipolentwicklung
des elektrostatischen Potentials an.

(d) Summiere die erhaltene Multipolentwicklung fir 8 = 0,7 (d. h. fiir Punkte auf der
z-Achse) auf. Wie grofs ist der prozentuelle Fehler fiir das Potential

(d1) im Punkt r = (0,0, 2a),
(d2) im Punkt r = (0,0, 5a),
wenn man die Multipolentwicklung nach dem Quadrupolterm abbricht?

Anleitung: Zu Punkt (a) siehe Anhang A.11. Beniitze die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln
fir die spharischen Multipolmomente und verwende

1
P2n(0)=(n2)’ P, (¥1)=1, neN,.
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T1.13 Berechne fir die folgende statische Ladungsverteilung den fithrenden Term
des elektrostatischen Potentials fir r > a.

a z a
_(/ I‘___z_______g___? +q
] £
I I
l I
l |X
a |a
21 12
l I
+q 0———5——————5———0 -q
2 2

Zur elektrostatischen Multipolentwicklung siehe den Anhang A.6.3.

Ergebnis (¢ Polarwinkel):

3ga’xz  3ga?sind cosd cos
p(r) ~ p(r) = 22 = 24 2.

3

T1.14 Eine Punktladung q befindet sich auf der positiven z-Achse im Abstand d vom
Koordinatenursprung. Berechne die sphirischen Multipolmomente in Bezug auf den
Koordinatenursprung.

Hinweis: Da d 42
|r —dey| :r\/1—27cos19+ =

gilt, gelangt man durch Beniitzung der erzeugenden Funktion der Legendrepolynome

1 o0
\J1=2Et + 12 B ;,Pl(g)tl

sofort zur Losung.

T1.15 Ein dinner elektrisch geladener Ring vom Radius a liegt in der xy-Ebene mit
Zentrum im Koordinatenursprung. Die Linienladungsdichte ldngs des Ringes ist durch

(p) = %(sin ¢ — cos2¢)

gegeben (¢ Polarwinkel). Berechne die kartesischen elektrostatischen Multipolmomente
mit [ < 2 und schreibe das elektrostatische Potential fiir » > a in der entsprechenden
Niaherung an.

Zur elektrostatischen Multipolentwicklung siehe den Anhang A.6.3.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

T1.16 Eine dinne leitende Kreisscheibe mit dem Radius a und der Gesamtladung q
befindet sich in der xy-Ebene mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Wie man
zeigen kann, ist die zugehorige Flachenladungsdichte durch

_ 9 1 — /2 + v2
a(R)_zﬂa —— R=4/x2+y2<a

gegeben. (Dies soll hier als bekannt angesehen werden.)

Schreibe das zugehorige elektrostatische Potential ¢(r) fiir Raumpunkte r mitr > a
in Form einer Entwicklung nach Legendrepolynomen P;(cos &) an und gib die von null
verschiedenen sphérischen Multipolmomente der geladenen leitenden Kreisscheibe an.

Zur elektrostatischen Multipolentwicklung siehe den Anhang A.6.3.

Verwende die Formeln

NI T Cn+ 1!

Py, (0) = (—1)"% , neN, PB0)=1.

1
2n+1 1"
fd§ 3 (e neN,
0

Dabeiist @)1 =2-4---2y, Qv+ =1-3- - 2v+1).

T1.17 Die Ladung q (g > 0) befindet sich im Punkt (0,0, d), die Ladung —q befindet
sich im Punkt (0,0, —d). Nach dem Kraftgesetz von Coulomb wirkt dann auf die Ladung q
die anziehende Kraft F = —[g?/(4d?)]e,.

Zeige, dass sich diese Formel auch mithilfe des maxwellschen Spannungstensors erhalten
lasst (Konsistenz).

Beachte: Zum Maxwelltensor siehe den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von E nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.

Anleitung: Wéhle als geschlossene Fliche die Oberflache eines Halbkugelvolumens bei z > 0 mit
Radius r > d um den Ursprung und fithre den Grenziibergang r — +oo durch. Die Integration iiber
die Ebene z = 0 ist einfach, wenn man Polarkoordinaten beniitzt.

T1.18
Z: Die Platten eines unendlich ausgedehnten
+0 ; +%’ Plattenkondensators besitzen den Abstand d

LoDt TT- - 4 und die Flichenladungsdichten +o bzw. —o
! (siehe die Abbildung).

(a) Berechne alle Komponenten des Maxwelltensors

1 1
Ty = E(EkEl — 51325,d).
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(b) Berechne mithilfe des Maxwelltensors die Kraft, die pro Flacheneinheit auf die obere
Platte wirkt.

Beachte: Zum Maxwelltensor siehe den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von E nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.

Ergebnis zu Punkt (b): f = —27c?e,.
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei
Anwesenheit von Leitern

Angaben

2.1* Eine leitende Kugel werde in das Feld einer ruhenden Punktladung q gebracht
(Kugelradius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung, Ort der Punktladung ry = rye,,
rg > a).

(a) Berechne ausgehend von der Poissongleichung fiir die folgenden Félle das Potential ¢
und die Feldstirke E im Aufsenraum der Kugel. Dabei soll der Wert des Potentials im
Unendlichen null gewihlt werden.

« Fall(I): Die Kugel sei geerdet (d. h. sie befinde sich auf dem Potential null).
« Fall(II): Die Kugel befinde sich auf einem vorgegebenen Potential ¢y # 0.
+ Fall (IIT): Die Kugel trage eine vorgegebene Gesamtladung Q.

Zeige auf diese Weise, dass die leitende Kugel fiir das Aufsenraumproblem im Fall (T) durch
eine fiktive Punktladung q’ und in den Féllen (II), (IIT) durch zwei fiktive Punktladungen
q’, q" ersetzt werden kann. Gib Grofse und Ort dieser fiktiven Punktladungen an.

(b) Berechne fiir die Falle (I), (1), (II) die auf der Kugeloberflache influenzierte Flachenla-
dungsdichte o sowie die zugehorige Gesamtoberflachenladung.

(c) Berechne fiir die Falle (1), (), (III) die Kraft F, welche die leitende Kugel auf die Punkt-
ladung q ausiibt.

(d) Schreibe die Greenfunktion des Laplaceoperators fir die dirichletsche Randwertauf-
gabe bei der Kugel an und wende die allgemeine Losung der dirichletschen Randwert-
aufgabe auf die Félle (I), (II) an.

Allgemeine Problembeschreibung und Beschreibung des prinzipiellen Losungsweges siehe An-
hang A.10.1, zur dirichletschen Randwertaufgabe siehe Anhang A.6.2.

Testaufgaben zum Selbstiiben: T2.3, T2.4, T2.5.

2.2%* Eine geerdete (d. h. mit dem Unendlichen leitend verbundene) leitende Kugel (Ku-
gelradius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung) werde in das Feld einer rdumlich
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lokalisierten statischen Ladungsverteilung p(r) gebracht, wobei sich die Ladungsvertei-
lung aufserhalb der Kugel befinde. Das Potential soll im Unendlichen null gesetzt werden.

Beweise mithilfe der in Aufgabe 2.1 abgeleiteten dirichletschen Greenfunktion, dass dann
fiir das Potential ¢ im Aufsenraum der Kugel

p(r) = ¢1(r) + (r)
o(r) = f a3 £

[r—r|

R3
a a?
(1,9, ¢) = 7 @1(7,9,43)

gilt, und wende diese Formeln auf den Fall an, dass die leitende Kugel in das Feld eines
am Ort ry = (0,0,1y), |ro| =19 > a, ruhenden elektrischen Punktdipols mit dem Moment
p = (py,0, p,) gebracht wird. Zeige auf diese Weise, dass die leitende Kugel in diesem Fall
fir das AufSenraumproblem durch einen fiktiven Punktdipol p’ und (im Falle p, # 0) eine
zusitzliche fiktive Punktladung q’ an einem Ort ry = (0,0,7}), |1yl = 1y < a, ersetzt werden
kann. Wodurch sind dabei p’, ¢’ und r; gegeben?

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung der allgemeinen Formeln behandelt die Aufgabe 2.8.

2.3%
y
+@o Ein unendlich langer unendlich dinnwandiger lei-
tender Kreiszylinder mit dem Radius a ist durch ei-
Spaltbreite m/g/ nen Schnittlangs seiner Achse in zwei Hélften geteilt,
c Pad X welche voneinander durch einen schmalen Spalt der

Breite ¢, € <« a, isoliert sind und auf den Potentialen

%0 +¢o bzw. —¢, gehalten werden (siehe die Abbildung).

(a) Berechne das elektrostatische Potential ¢ durch Losen der Laplacegleichung.
(b) Berechne die Flachenladungsdichte o auf dem leitenden Zylinder.

(c) Berechne die Ladung pro Lingeneinheit auf den Kreiszylinderhélften sowie die Kapa-
zitdt dieser Anordnung pro Lingeneinheit.

Anleitung: Der Spalt muss nur bei Punkt (c) beriicksichtigt werden. Verwende ferner (siehe [11],
Formel 1.448.3)

2psin¢
2n+1 _iarCtanl—pZ’

o o
ZPMHM—l O<¢<271', pzsl.

n=0

Siehe auch die analoge nichste Aufgabe.
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24
z
+%0 : . . : .

Eine dinnwandige leitende Kugelschale mit dem Ra-
a- dius a ist durch einen Schnitt lings der Ebene z = 0
schmaler el in zwei Hélften geteilt, welche voneinander durch
Spalt einen schmalen Spalt isoliert sind und auf den Po-
tentialen +¢, bzw. —¢, gehalten werden (siehe die

Abbildung).

—%o

(a) Berechne durch Losen der Laplacegleichung im gesamten Raum das elektrostatische
Potential ¢.

(b) Berechne die Flichenladungsdichte o auf den Kugelhilften.

(c) Berechne die sphirischen Multipolmomente der Kugel durch Vergleich des Ergebnis-
ses fur das Potential mit der allgemeinen Formel (A.7-1) fiir das Potential.

(d) Was ergibt sich daraus speziell fiir die sphéirischen Multipolmomente mit [ < 3 und
das kartesische Dipolmoment p?

Anleitung zu (a): Verwende die Integralformel (siehe [10], Formel 22.13.9)

1

(-D)"I(n + *
f dt Prr(6) = ) (
0

2(n+ 17
Eine Zusatzfrage zu dieser Aufgabe wird in der Testaufgabe T2.9 behandelt. Eine analoge Aufgabe

zum Selbstiiben ist die Testaufgabe T2.10. Siehe auch die folgende Aufgabe, bei der das Aufsen-
raumproblem als dirichletsche Randwertaufgabe behandelt wird.

1
2 ); beachte: \/;zl“(%)

n+1

2.5

(a) Verwende die allgemeine Losung (A.6-14a) der dirichletschen Randwertaufgabe fir
den Aufsenraum sowie die dirichletsche Greenfunktion fiir den Aufsenraum der Kugel
(2.1-39), (2.1-40) (Kugelradius a, Kugelmittelpunkt im Ursprung) und zeige damit: Ist
das Potential auf einer Kugelfliche mit dem Radius a und dem Mittelpunktim Ursprung
vorgegeben, so ist die zugehorige Losung der Laplacegleichung fir r > a durch

p(a,d,¢)
(r2+ a2 —2arcosy)32’

=2 2_ 2 !

@(r,9,¢) =1 (I’ a )fdﬂ
[47]

cosy := cosd cos &’ + sin I sin §'cos(¢p — ¢')

gegeben.
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(b) Werte die Formel von Punkt (a) fiir den speziellen Fall der vorigen Aufgabe (Kugelfla-
chenhélften auf den Potentialen +¢, bzw. —¢,) soweit wie moglich aus. Falls sich das
Integral fiir das Potential (7, ) (axiale Symmetrie) nicht auf tabellierte Funktionen
zuriickfiihren lisst, berechne das Potential fiir 8 = 0 und r > a, d. h. das Potential ¢(z)
firz > a.

Bemerkung: Wer bereits die Aufgabe 2.4 gerechnet hat, weifs, dass sich das Integral fiir das
Potential ¢(r, 9) nicht auf tabellierte Funktionen zuriickfithren lasst, sonst hitte sich die dort
erhaltene unendliche Reihe (2.4-6) geschlossen aufsummieren lassen.

(c) Wie kann man aus der Kenntnis von ¢(z) fiir z > a auf die in Aufgabe 2.4 durch Lésen
der Laplacegleichung fiir r > a gefundene Entwicklung (siehe Gl. (2.4 -6))

(&) Pasateos )

1

2
n+1/\r

p(r,9) = @0 2(4n+3>(

n=0

schliefden?

Anleitung: Beachte, dass flirn € Ny

=3\ - @r=D (=3 5 (3
<n>_(_1) 2hpl (n)n_ﬂ_(n+1)

gilt. Dabeiist 2n— 1) =1-3----- (2n— 1) mit (-!! = 1.

%’
- d

Berechne im gesamten Aufsenraum der Zylinder das elektrostatische Potential.

2.6*

=

Zwei unendlich lange leitende Kreiszy-

linder mit dem Radius a, deren Zylinder-

" achsen zur z-Achse parallel sind und die

x-Achse an den Stellen +d, —d (d > a)

: schneiden, werden auf den Potentialen
+¢g bzw. —¢p, gehalten.

d o Nb————

o
7

Anleitung: Wenn das Nachdenken, wie man diese Randwertaufgabe 16sen konnte (Koordinaten-
system? Ausniitzen der Symmetrie?) nicht zum Erfolg gefiihrt hat, eine Hilfestellung. Der Leser
erinnere sich an die Aufgabe 1.4 aus Kapitel 1, insbesondere an die Form der Aquipotentialflichen
in Abb.1.4-2.

Siehe auch die nichste Aufgabe.
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2.7%

=

Zylinder 2 Zylinder 1

Zwei unendlich lange leitende Kreiszy-
linder mit dem Radius a, deren Zylinder-
achsen zur z-Achse parallel sind und die
x-Achse an den Stellen +d, —d (d > a)
schneiden, tragen pro Langeneinheit
| die Ladung +7 bzw. —7.

|
N SR
|

QL

d

Berechne die Influenzladungsverteilungen auf den Mantelflichen der leitenden Zylinder
in Abhéingigkeit vom Polarwinkel ¢ in Bezug auf die jeweilige Zylinderachse.

Wer ein Computer-Algebrasystem (CAS)! zur Verfiigung hat zeichne Polardiagramme der Influenz-
ladungsverteilungen fiir den Sonderfalld = 1,2a.

Anleitung: Verwende die Ergebnisse der vorigen Aufgabe.

Eine geerdete (d. h. mit dem Unendlichen lei-
tend verbundene) leitende Kugel (Kugelra-
dius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenur-
sprung) werde in das Feld einer homogen ge-
ladenen Kreislinie (eines homogen geladenen
,diinnen Kreisringes“) mit Mittelpunkt im Ko-
ordinatenursprung gebracht, welche(r) in der
Ebene z = 0 liegt, die Gesamtladung q tragt
und den Radius R, > a besitzt. Das Potential
soll im Unendlichen null gesetzt werden.

(a) Berechne die elektrostatische Feldstiarke in Punkten auf der z-Achse mit |z| > a.

(b) Berechne fiir die Punkte P(0,0, z), z = *a, die Dichte o der auf der Kugeloberfldche
influenzierten Oberflichenladungen.

Anleitung: Die allgemeine Aussage von Aufgabe 2.2 soll dabei als bekannt angesehen werden.

2.9 Eine ungeladene leitende Kugel vom Radius a werde in ein (urspriinglich) homo-
genes elektrisches Feld E, = (0,0, E,), E; > 0, gebracht (Kugelmittelpunkt = Ursprung).

(a) Berechne Potential ¢ und Feldstirke E im Aufdenraum der Kugel. Zeige, dass die Kugel
fir das Aufsenraumproblem durch einen fiktiven Punktdipol im Ursprung ersetzt
werden kann.

1Open Source z. B. Maxima oder Reduce
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(b) Berechne die Dichte o der auf der Kugeloberfldche influenzierten Oberflichenladun-
gen.

(c) Falls die Leiterkugel lings einer zur z-Richtung senkrechten Ebene in zwei Halbkugeln
geteilt wird, welche Kréfte sind dann erforderlich, um die Hélften beisammen zu
halten?

Anleitung: Beachte, dass Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse vorliegt.
Hinweis zu Punkt (c): Siehe die Formel (A.10-6) von Anhang A.10.1.

2.10 Ein allseitig unendlich ausgedehnter Leiter hat einen kugelférmigen Hohlraum
mit dem Radius a (Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung). Der Leiter befinde sich im
Feld eines elektrischen Punktdipols im Ursprung mit dem Dipolmoment p = (0,0, p,).

(a) Berechne die elektrische Feldstarke E im Hohlraum.
(b) Berechne die auf der Kugelflache r = a influenzierte Flachenladungsdichte o.

Siehe auch die Testaufgabe T3.2.

2.11
X
& g: z>0

Eineleitende Ebene £ (€ ... z = 0) befindet sichim
P =(Px.0,pz) Feld eines am Ort ry, = (0,0,d), d > 0, ruhenden
d elektrischen Punktdipols mit dem Dipolmoment
R p = (p,,0, p,) (siehe die Abbildung). Die Ebene &

ist auf dem Potential null.

(a) Berechne mithilfe der Bildladungsmethode fiir den Halbraum z > 0 das elektrostati-
sche Potential und die auf der Ebene £ influenzierte Flichenladungsdichte o(x, y).

(b) Berechne die auf den elektrischen Punktdipol wirkende Kraft.

(c) Spezialisiere das Ergebnis fir die Influenzladungsdichte
(c1) aufdenFall p, = 0, p, > 0;
(c2) aufden Fall p, > 0, p, = 0.
Skizziere fiir diese Spezialfille qualitativ (d. h. ohne Berechnung des mathematischen
Ausdrucks fir die Feldstarke) das Feldlinienbild des E-Feldes in der zx-Ebene.

(d) Berechne fiir die Spezialfille von Punkt (c) die gesamte Influenzladung, und zwar
zundichst fiir die Teile von £ mit gleichem Vorzeichen von ¢ und dann insgesamt.
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Anleitung: Das Potential eines Punktdipols soll als bekannt angenommen werden. Ferner soll das
Gesetz fiir die Dipol-Dipol-Kraft als bekannt angesehen werden: Ruhen zwei elektrische Punkt-
dipole mit den Momenten p;, p, an den Stellen r; bzw. r, so gilt fir die Krifte auf die Dipole die
Formel (1.7-3) mit R:=r, — 1.

2.12 Zwei zueinander senkrechte geerdete (d. h. mit dem Unendlichen leitend ver-
bundene) Leiterhalbebenen &7, £, werden wie in Abbildung 1 dargestellt in das Feld einer
Punktladung q gebracht, welche sich am Ort ry = (a, b, 0) befindet (a > 0, b > 0).

y
&2

Abbildung 1

&

Abbildung 2

(@) Schreibe die Differentialgleichung fiir das Potential ¢ im Raumgebiet G: x > 0,y > 0,
z € (—o0,+00) sowie die zugehoérigen Randbedingungen an.

(b) Verifiziere, dass die Leiterhalbebenen fiir das Potentialproblem im Raumgebiet G durch
die in Abbildung 2 gezeigten drei fiktiven Punktladungen (,,Bildladungen®) ersetzt
werden kénnen.

(c) Berechne die auf der Leiterhalbebene &; influenzierte Flichenladungsverteilung o;
und die zugehorige Gesamtladung q;. Gib auch die entsprechenden Grofden o, und g,
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fur &, sowie die gesamte Influenzladung q; + g, an. Verwende dabei

+00
du _ 1
(U2 + 232~ a2’
0

(d) Berechne die Kraft F, welche auf die am Ort ry befindliche Punktladung q wirkt.

Siehe auch die Testaufgaben T2.1 und T2.2.

2.13 Eine Leiterebene & hat eine zylindermantelférmige Ausbuchtung .4, wobei der
Querschnitt des Zylinders ein Halbkreis vom Radius a ist (siehe die Abbildung1). Ein
unendlich langer unendlich diinner geladener Stab mit der Ladung 7 pro Lingeneinheit
befindet sich gegentiiber der Ausbuchtung im Abstand d > a von der Ebene £. Der Leiter
befindet sich auf dem Potential ¢, = 0.

(@) Schreibe die Differentialgleichung fiir das Potential ¢ im Raumgebiet G sowie die
zugehorigen Randbedingungen an.

(b) Berechne das Potential im Raumgebiet G mithilfe der Bildladungsmethode.

(c) Berechne die Kraft f, welche auf den im Raumgebiet G befindlichen diinnen Stab pro
Langeneinheit wirkt. Wird der Stab vom Leiter angezogen oder abgestofsen?

Das Potential einer Linienladungsverteilung der konstanten Dichte 7 ldngs der z-Achse kann als
bekannt angesehen werden. Es ist (bis auf eine willkiirliche additive Konstante) durch

@(R) = —271logR, R=+/x2+ )2

gegeben. )
2| 1
_____ 1
: T2 T
® e
T . 2b
G:x>0,R>a
—00< Z<+00
Abbildung 1 Abbildung 2

Ferner kann die in Aufgabe 1.4 (b) bewiesene Formel fiir die Kraft pro Lingeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienladungsverteilungen als bekannt angesehen werden (siehe Abbildung 2):

an

fi=-fi="F e
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2.14 Ein unendlich langer leitender Zylinder vom Radius a befinde sich im Feld eines
unendlich langen diinnen zylindrischen Stabes mit der Ladung 7 pro Liangeneinheit. Die
Zylinderachse verlaufe parallel zum Stab und besitze von diesem den Abstand R, > a. Der
leitende Zylinder sei auf dem Potential null.

(a) Berechne mithilfe der Bildladungsmethode das Potential ¢ und die Feldstédrke E im
Aufdenraum des Zylinders.

(b) Berechne die auf der Zylinderoberflache influenzierte Flichenladungsdichte o sowie
die zugehorige Gesamtoberflaichenladung 7;,q pro Lingeneinheit des Zylinders.

(c) Berechne die Kraft f, welche pro Lidngeneinheit auf den Stab wirkt.

Anleitung: Lege die z-Achse in die Zylinderachse und lasse die zx-Ebene mit der von Zylinderachse
und Stab aufgespannten Ebene zusammenfallen. Das Potential einer Linienladungsverteilung der
konstanten Dichte 7 ldngs der z-Achse kann als bekannt angesehen werden, es ist (bis auf eine
willkirliche additive Konstante) durch

@(R) = —2tlogR, R=+/x2+ )2
gegeben.

Ferner kann die in Aufgabe 1.4 (b) bewiesene Formel fiir die Kraft pro Langeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienladungsverteilungen als bekannt angesehen werden; siehe dazu die Abbildung
und die Formel in der Angabe zu Aufgabe 2.13.

2.15 Einallseitig unendlich ausgedehnter Leiter, welcher auf dem Potential ¢, gehalten
wird, hat einen kugelférmigen Hohlraum vom Radius a (Kugelmittelpunkt = Koordina-
tenursprung). Der Leiter befindet sich im Feld dreier Punktladungen q, = +q, ¢, = —2q
und gz = +q, welche sich im Hohlraum an den Orten r; = rye,, r, = 0 und r; = —rge,
(0 < ry < a) befinden. Berechne das Potential im Hohlraum und zeige, dass es im Grenzfall
ro — 0, qrg =: K = konstant, die Form

2K r
go(r,9) — @o + I"_?’ (1 - g)Pz(COS‘S)

annimmt.

2.16 Ein allseitig unendlich ausgedehnter Leiter hat einen unendlich langen zylindri-
schen Hohlraum vom Radius a. Der Leiter befindet sich im Feld eines unendlich langen
unendlich diinnen zylindrischen Stabes mit der Ladung 7 pro Langeneinheit, welcher im
Hohlraum parallel zur Zylinderachse verlduft und von dieser den Abstand R, < a besitzt.
Der Leiter sei auf dem Potential null.

(a) Berechne das Potential ¢ und die Feldstidrke E im Hohlraum.
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(b) Berechne die auf der Zylinderfliche R = a influenzierte Flachenladungsdichte o sowie
die zugehorige Gesamtoberflaichenladung t;,¢ pro Lingeneinheit des Zylinders.

(c) Berechne die Kraft f, welche pro Lingeneinheit auf den Stab wirkt.

Worin unterscheidet sich diese Aufgabe von der Aufgabe 2.14? (Vergleiche die Losungen.)

Anleitung: Lege die z-Achse in die Zylinderachse und lasse die zx-Ebene mit der von Zylinderachse
und Stab aufgespannten Ebene zusammenfallen. Das Potential einer Linienladungsverteilung der
konstanten Dichte 7 ldngs der z-Achse kann als bekannt angesehen werden, es ist (bis auf eine
willkiirliche additive Konstante) durch

@(R) = —2tlogR, R=1/x2+ )2
gegeben.

Ferner kann die in Aufgabe 1.4 (b) bewiesene Formel fiir die Kraft pro Lingeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienladungsverteilungen als bekannt angesehen werden; siehe dazu die Abbildung
und die Formel in der Angabe zu Aufgabe 2.13.

2.17 Ein unendlich langer leitender Zylinder mit dem Radius a und der Ladung 7 pro
Lingeneinheit werde in ein (urspriinglich) homogenes elektrostatisches Feld E, = (Ej, 0, 0)
gebracht, und zwar so, dass die Zylinderachse mit der z-Achse zusammenfillt.

Berechne die Feldstirke E im Aufsenraum des Zylinders sowie die Flichenladungsdichte
o auf dem Zylindermantel.

2.18%* Eine dunne leitende Kreisscheibe mit dem Radius a befindet sich in der xy-
Ebene mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung und wird auf dem festen Potential V'
gehalten. Wie man zeigen kann, ist die zugehorige Flachenladungsdichte durch

|4 1
o(R = = —, R=4/x2+y2<a
R) = — Py V y

gegeben. (Dies soll hier als bekannt angesehen werden.)
Zeige, dass fur das zugehorige elektrostatische Potential fiir Raumpunkte r < a

. 2V - (D" /r\2n+1
o(r,d) = V —sign(cos ) - 2 o+ T (E) Py, 41(cos9)
gilt.
Eine eventuell niitzliche Formel (siehe [9], Gl. (15.25) und Gl. (15.10)):
_1
Pyn41(0) = (2n+ 1)( n2>’ n € Np.

Siehe auch die Testaufgabe T1.16.

80



Losungen

Losungen

2.1%

Bringt man einen Leiter in das Feld einer
externen statischen Ladungsverteilung ein,
so wird im Leiter in einem (bei einem gu-
ten Leiter rasch ablaufenden) Ausgleichsvor-
gang durch Ladungstrennung und Ladungs-
verschiebung eine Oberflachenladungsver-
teilung aufgebaut, bis das Leiterinnere feld-
freiist (,Influenz”). Die Elektrostatik behan-
delt den statischen Zustand nach Beendi-
gung dieses Ausgleichsvorganges.

Wahlt man das Koordinatensystem wie in der Abbildung dargestellt, so liegt Rotationssym-
metrie bzgl. der z-Achse vor: ¢(r, 9,%).

(a) Fall (I): p(a,9¥) = ¢py=0; 2.1-1)
Fall(I): ¢(a,9d) =¢y+# 0; (2.1-2)

Fall(III): ¢(a,8) = ¢y, Wertvon ¢, aus der Forderung
95 dfo(8) = aZ/dQ o(9) = Q zubestimmen.

Fx, [47]

(2.1-3)

Die Rechnung wird ergeben, dass aus der Forderung (2.1-3) ¢y = Q/a + q/ry folgt.
Uberlege: Wie lassen sich die drei Fille (ndherungsweise) experimentell realisieren?
Aufsenraumproblem bezlglich der Kugel: Poissongleichung

Die Quellverteilung (bestehend aus der zunédchst noch unbekannten Oberflichenladungs-
verteilung und der vorgegebenen Punktladung) ist riumlich lokalisiert, wir kénnen also
o(r,9) - 0 verlangen.

r—>+4co

Feldgleichung Agp(r,9) = —4nqd(r — rye,) fur r> aq; (2.1-4)

Randbedingung auf Fx,  @(a+,9) = @o; (2.1-5)

asymptotische Bedingung ¢(r,9) P 0. (2.1-6)
r—=+oo

Losungsansatz: ¢,(r,3) Potential der Punktladung (Lésung der inhomogenen Gleichung),
@,(r, 9) Potential der auf Fx_ influenzierten Oberflichenladungsverteilung (wegenr > a
Losung der homogenen Gleichung)

p(r,9) = pi(r,8) + p2(r,8), @1(r,9) = + . 2.1-7)
|F rOezl
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Wir missen also nur mehr die Laplacegleichung im Aufsenraum fiir axiale Symmetrie mit
der entsprechenden Randbedingung und asymptotischen Bedingung losen:

Feldgleichung Ap,(r,3) =0 fur r>a; (2.1-8)

Randbedingung auf Fx,  @,(a+,9) = ¢ — ¢1(a+,9); (2.1-9)

asymptotische Bedingung ¢(r,3) e 0. (2.1-10)
r—>+o0

Losungsansatz (erfillt (2.1-8) und (2.1-10))
— a\l+1 >
@, (r,9) = 231(7) P(cosd) = @y(a+,9)= ZBlPl(cos 3); (2.1-11)
=0 =0

Randbedingung (2.1-9):

o0 (69 1

a a\!l
ZBIPI(COSS) = qu—ZqI—HPI(COSS) => Bo=goo—ri, Blz_ri(r_) , 1=1,2,3,...
1=0 1=0 7o 0 070

Einsetzen in (2.1-11) gibt
a2\!
= (%)

S '

" 1l "
_ M _a _ Q_ ’ FL — q_ q—
Pa(r,9) = == +( roq)z jrer Fi(cos9) = = +q§)rl+lPI(cos$)_ r T r=res]
. ’ a ’ a? a " (2.1-12)
mit q:—%q, rO:%:%a<a, q = @oa.

Wir sehen uns nun zunachst den Fall (I) ndher an. Fiir das Potential und das elektrostatische
Feld im Aufsenraum der leitenden Kugel gilt:

Fall(I): ¢ = 0 (geerdete Leiterkugel)

!

q q
r,d) =o(r,3)+o,(r,9) = + — (2.1-13)
p(r,8) = @1(r,9) + @a(r, 9) e
E(r) = Ey(r) + Ey(r) = 1 =10%) | 4(r=Toes). 2.1-14)
! 2= T rel T r—rge '
a ) ) @
q = ——q = |q'| <|q|, signq’ = —signq; ry = - <a. (2.1-15)
0 0

Bei den Abbildungen wird im Folgenden immer g > 0 angenommen.

82



Losungen

Abb.2.1-1: Aquipotentialflichen und Feldlinien im
Fall (I) fir ¢ > 0 (Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse)

Welche Bewandtnis hat es mit dem offensichtlich pathologischen Punkt P auf der negativen
z-Achse, in welchem grad ¢ nicht eindeutig ist? In diesem Punkt z =: —r ist die elektrische

Feldstarke null:
E(-Fe,)=0 = 7=(1+,/2+’—°+i)a. (2.1-16)
a ro
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Man sollte deshalb langs der negativen z-Achse keine Feldlinie zeichnen. In einem Punkt
z = —r + € gibt es ein elektrisches Feld in positiver z-Richtung, in einem Punkt z = —r — ¢
jedoch ein elektrisches Feld in negativer z-Richtung. Siehe die Skizze nach Gl. (2.1-16).

Wie die Formeln (2.1-13) bis (2.1-15) zeigen, kann fiir das AufSenraumproblem die geerdete
leitende Kugel mit ihrer Influenz-Oberflichenladungsverteilung dquivalenter Weise durch
eine fiktive Punktladung q’ am Ort rje, ersetzt werden (siehe die Abbildung 2.1-2). Man
bezeichnet q' als Bildladung oder als Spiegelladung von q. Aquivalenz besteht aber nur fiir
den Raumbereich r > a.

4o __@=n

1
1 )

Abb. 2.1-2: Fall (I): Das eigentliche Problem
und das Ersatzproblem fiir den Aufsenraum

Da der Feldverlaufim Raumbereich r > a beim Ersatzproblem derselbe ist wie beim eigent-
lichen Problem, sagt uns die allgemeine integrale Form (A.6-3) der Divergenzgleichung
des Feldes, dass

q; dfo(8) = azfdQ o®) =4 (2.1-17)
Fx, [47]
gelten muss. Dazu miissen wir lediglich in (A.6-3) eine beliebige geschlossene Flache
F (V) wihlen, welche den Raumbereich r < a im Inneren enthalt, aber nicht die Ladung q

einschliefst. Wir kennen also schon die Gesamtoberflichenladung der Leiterkugel ohne
noch deren Verteilung auf der Kugeloberfliche zu kennen.

Fall(II): ¢g # 0 (Leiterkugel auf vorgebenem Potential ¢, # 0 gehalten)

!’ "

q q q
r,d)=o(r,3)+o,(r,9) = + y + =, (2.1-18)
p(r,9) = ¢1(r,9) + @a(r, 9) Foon ol

q(l‘ - roez) q'(l‘ - réez) q”i‘

E(r) = Ey(r) + Ex(r) = r—rer T r—e T (2.1-19)
a . X a?

q¢=--q = |q|<lql, signq = —signg; r5=— <a; (2.1-20)
1)) ro

q" = poa; (', 1y unabhingig von ¢,. (2.1-21)
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Wie die Formeln (2.1-18) bis (2.1-21) zeigen, kann flr das Aujfsenraumproblem die leitende
Kugel mit ihrer Influenz-Oberflichenladungsverteilung im Fall (IT) &quivalenter Weise
durch zwei fiktive Punktladungen ersetzt werden (siehe die Abbildung 2.1 -3). Man bezeich-
net q', q" als Bildladungen oder als Spiegelladungen von q. Beim Ersatzproblem bringen q’
und q die gedachte Flache Fx_auf das Potential null, ¢” erh6ht diesen Wert um ¢.

’:' IT) '|'
/ 1
#0 0 |
...§00 : I 1
-~~~ 1
S0, 1
,’ | N 1
| 11 1
[ ] \ o .I Il [ )
"

q 49 q

~ //

Abb. 2.1-3: Fall (II): Das eigentliche Problem und das Ersatzproblem fiir den Aufsenraum.
(Ob fiir g > 0 die Oberflichenladungsverteilung wie hier gezeichnet in der Umgebung von
& = 0 negativ und sonst positiv ist oder nicht, hdngt von der Grofse von ¢q ab.)

Analog wie im Fall (I) kann man hier auf
95 dfo(9) = azfdQ c® =q+q" (2.1-22)
FKa [47‘[]

schliefden.

Fall (III): Gesamtladung Q auf der Leiteroberfliche vorgeben

/

q q q"
r,9)=@1(r,9) + p(r,9) = + — 4+ =, (2.1-23)
qo( ) gol( ) @2( ) |r_r0ezl |r_r0ez| r
_ _qr—nre;) qr—re) q'r. _
E(r) = E{(r) + E,(r) = e =i + 5 (2.1-24)
2
q’=‘rgq, =" ¢=Q-q¢=Q+:,q. (2.1-25)
0 o o

Ist Q zufiillig so vorgegeben, dass Q = —(a/ry)q gilt, dann ist gy = 0, und man hat wieder
die Situation von Fall (I) (Sonderfall von Fall (IIl)). Gilt aber Q # —(a/ry)q, so hat man eine
Situation wie im Fall (I) mit ¢y = Q/a+q/ry #0 und q"= Q —q' # 0.
(b) Wir behandeln alle drei Fille gemeinsam , indem wir vom Ausdruck (2.1-19) bzw.
(2.1-24) fir die Feldstarke ausgehen und im Ergebnis die jeweiligen Werte fiir q” einsetzen.
Aus DivE = 4no folgt fir die Influenz-Oberflichenladungsverteilung

1

o(9) = Az T

(a+,9). (2.1-26)
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Mit E(r,8) =E(r)-e,, r-e,=r, e,-e,=cosd, |r—rye,|=[r?+r§—2rrcosd

folgt aus Gl. (2.1-24)

r—ry,cosd '(r —rjcosd "
Er(r, ‘9) — q( 0 ) 7 + q ( 0 ) 7 + CI_2 )
[r2+ 1 — 2ryrcos 9| [r2+ rj? — 2rjr cos 8] r
Damit ergibt sich fiir die Oberflachenladungsverteilung
a—r,cosd q a—rycosd q"

q
o(®) = - + = _
an [a2 + 1§ — 2ryacos 19]3/2 ar [a2 + 1> — 2rjacos 8]3/2 4ra?

]1/2

(2.1-27)

Im zweiten Summanden setzen wir fir q’ und ry die Ausdriicke (2.1-25) ein, formen den

Summanden um und setzen ihn wieder in Gl. (2.1-27) ein:

(12 r3

q a—ricosd _qa a—ECOSS =

4T [a2 + 1g2 — 2rjacos 8] 47 To [a2 + ‘:—: - Zz—zacos«9]3/2 r_é

0 0 a
_1 + r,cosd (2.1-28)

_q a | 0 )
AT (a2 + 13 — 210 c:os«9]3/2
— ﬁ " 1-—- a_; "
0.(19) — i a + q — _ q g o q .
AT [a2 4 13 — 2racos 8% 4ma’ 4ma? 1o [1+ ‘;—j - Zri cos §]* ama?
0 0
Ergebnis fiir die Oberflichenladungsverteilung in den Fallen (I), (IT) und (III):
1-®
; 7 q a 5 q"
¥ =d@®) +o = — — + ; (2.1-29)
& ) ®) 4ra? ry [1 n a_j _)a cos8]3/2 4ma?
ro ro
Fall(I): q"=0; (2.1-30)
Fall(II): q" = ¢ga; (2.1-31)
Fall(IID): ¢"=Q—q' = Q + riq. (2.1-32)
0

Die Flachenladungsverteilung o’ erzeugt beim eigentlichen Problem im Raumbereich
r > a dasselbe Teilfeld wie die Bildladung q’ beim Ersatzproblem. Eine analoge Aussage

gilt fiir o” und q". Aquivalenz besteht aber nur fiir den Raumbereich r > a.
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ACI P
0 g T Abb.2.1-4: ¢'(9) Gl. (2.1-29) fiirg > 0
= 1 in Einheiten -2
-3 4ma?

o

; _ b
1...furg—2:> q =

’

(G K SR B}

2...f1’ir%°=5 = q =-

Im Fall(I) (geerdete Leiterkugel) gilt
a'(9) = a(9).

Im Fall (Il) und i. Allg. auch im Fall (III)
kommt zu ¢’($) noch ad(%itiv eine homo-

ene Verteilung ¢’ = -4
g g9 4ma?

die Abbildungen 2.1-1 bis 2.1 -3.

hinzu; siehe

Die Abbildung 2.1 -4 zeigt den Verlauf von ¢’(8) fiir ¢ > 0 und zwei Werte von ry/a.

Aus der Aquivalenz von eigentlichem Problem und Ersatzproblem fiir den Raumbereich
r > a ergibt sich, dass folgende Beziehungen gelten:

) ... 9Sdfa’(19) = aZ/dQ o@®) =q; 2) ... ¢dfa”(§9\) =a?|dQdc"R) = q";

Fx, [47] Fx, [47]
o) _ . _ " _q
3) ... 9Sdf = T far r > a; (4) ... 9Sdf F—r] = 1 far r > a.
Fi, Fi,

Dass die Beziehung 2 gilt ist offensichtlich, die Beziehung 4 wurde in Aufgabe 1.2 (b2)
explizit bewiesen. Die Verifizierung der Beziehungen 1 und 3 durch explizites Einsetzen
von ¢’(9) iiberlasse ich dem Leser.

(¢) Zur Berechnung von Kriften in der Elektrostatik siche den Anhang A.6.5.

Losungsweg 1: Bildladungsmethode

Wegen der Aquivalenz zwischen eigentlichem Problem und jeweiligem Ersatzproblem bzgl.
des Raumgebietes r > a konnen wir die Kraft auf die Punktladung q als Kraft der Bildladung
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

q’ auf die Punktladung q plus (falls q” # 0) Kraft der Bildladung q” auf q berechnen:

!

F=F = qE(rne) = — e + 1L, (2.1-33)
(ro—10) 0
2
mit q' = 4 q, ry= & und (2.1-34)
o o
Fall(I): q"=0; Fall(II): q"= @pa; Fall(IIl): q¢"=Q+ rgq. (2.1-35)
0

Fall (I): Wegen sign(qq’) = —1 ist die Kraft auf die Punktladung in diesem Fall stets anzie-
hend (siehe die Abbildungen 2.1-1 und 2.1 -2, fiir die ¢ > 0 angenommen wurde):

F=F=—9 ¢, (2.1-36)
(Vo - "0)
Der Leser zeige selbst: Mit d := ry—a (Abstand der Punktladung q von der Leiteroberflache)
gilt 1 1
Fl X E fir d <« a, Fl X ﬁ fir d > a. (21‘37)
In den Fallen (II) und (III) gibt es je nach der Grofse von ¢, bzw. von Q und dem Vorzeichen
von q sehr viele Fallunterscheidungen. Hier soll nur ein besonders interessanter, da auf
den ersten Blick tiberraschender, Fall besprochen werden:

Fall (III) mit Q > 0, g > 0:

Auf den ersten Blick konnte man denken, dass es
dann fir beliebige Abstande d der Punktladung q von
der Leiteroberfliche Abstofsung gibt. Es gibt aber fiir
jedes feste Q/q einen Abstand d,, fiir den F; = 0 ist,
wobei dy umso kleiner ist, je grofser Q/q ist. Fur Ab-
stinde d < d, gibt es dann Anziehung, fir d — 0+ wird
die Kraft sogar unendlich anziehend wie weiter unten
gezeigt wird. Fiir Abstdnde d > d, gibt es Abstofsung,

Gesamtladung . )
Q>0 fiir d > a (Monopolndherung) handelt es sich um die

Coulombabstofiung F, = (qQr)/r3 .

Der Leser zeige selbst: Fiir Q = q gilt dy = [(3 — \/E)/(\/E —1)]a =0,618034a.

// Q+q d — 0+ bedeutet ry — a+ und geméfs (2.1-34) q’' - —q,
‘\ ® -q00g r6 = a—, ¢" — Q + q. Die Kraft F; wird also tatséchlich
unendlich anziehend.
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Losungsweg 2: Kraft F; = —F,; F, Kraft der Punktladung auf die Influenzladungsverteilung

F=F,=-F,=—- 95 df o(9)E,(ae,). (2.1-38)
FKa

Dabei ist o(8) durch Gl. (2.1-29) gegeben und E;(ae,) durch E;(r) GL. (2.1-14) mit r = ae,.
Es ist offensichtlich, dass dieser Losungsweg nicht empfehlenswert ist. Fiir jene Leser,
welche zu Ubungszwecken die Rechnung selbstindig versuchen méchten, ein paar Hilfen:

2 27
df = a®dQ; e, siehe Gl. (A.3-8); fdgb sing = fdcp cosp=0 = F,=F,=0;
0 0

partielle Integration der bei der Berechnung von F, auftretenden §-Integrale gibt

+1 +1
fd%' Zf_roa 3 ngz 30 fdé' acig_r(c)t 32 —27p.
4 [1+E—2E§] [1—%] 4 [1+%—2%§]

Die Bildladungsmethode in der Elektrostatik der Leiter (und ebenso die Bildstrommethode
in der Magnetostatik der idealen Leiter) ist zwar nur bei einer sehr begrenzten Zahl von
Problemarten anwendbar, bei diesen ist sie aber was Schlagkraft und Rechenaufwand
anlangt allen anderen Losungsmethoden weit tiberlegen.

(d) Dirichletsche Greenfunktion fiir das Auféenraumproblem bzgl. der Kugelflache Fx

Der Vergleich von (2.1-4), (2.1-5) und (2.1-6) mit den Beziehungen (A.6-14b), (A.6-16a)
und (A.6-16b) von Anhang A.6.2 zeigt, dass das Potential ¢(r, §) von Gl. (2.1 -13) das g-fache
von Gp(r;rye;) fur F = F_darstellt. Mit q', ry von Gl. (2.1-15) folgt also

a a
1 r 1 r
Gp(r;roe;) = —— = -
¥ —roe] _a |7 — 1o _a
|r ez |r 270

Wegen der Drehinvarianz dieser Beziehung gilt somit fiir die dirichletsche Greenfunktion
fir das Aufsenraumproblem bzgl. der Kugelfldche Fy,

a

1 7
Gp(r;r') = S
Tl -G
r
2.1-39
\[r2+ 12— 2rr'cosy B
—— + a2—2rr'cosy
a
mit
COSy :=e,-e, = cosd cosd + sin I sind' cos(¢p — ¢'). (2.1-40)
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Der Leser verifiziere, dass die Greenfunktion (2.1 -39) die Symmetriebeziehung (A.6-15)
von Anhang A.6.2 erfullt.

Anwendung der allgemeinen Losung (A.6-14a) der dirichletschen Randwertaufgabe fiir den
Aufdenraum bzgl. einer geschlossenen Flache auf die Falle (I) und (II)
Fall (I): Siehe (2.1-13), (2.1-15)

Das Oberflichenintegral liefert wegen ¢(r’) = 0 fiir r’ € Fx, keinen Beitrag, das Volumsin-
tegral iiber den Aufsenraum der Leiterkugel ergibt
a

deV'GD(F;F')P("') =qGp(r;rnpe;) = 1 __ " — 1 (2.1-41)
J |r —roe| Ir—2Ze,|
Fo

Fall (IT): Siehe (2.1-18), (2.1-20), (2.1-21)
Das Volumsintegral ist dasselbe wie im Fall (I), zu zeigen bleibt daher

I(r):= —f—;; 56 df’-grad Gp(r;r’) = @ fir r>a. (2.1-42)

Fg,

(Dass das Integral nur von r = |r| abhéingen kann, wird sich weiter unten zeigen.) Mit
df’ = —a?dQ’ e, (beziiglich des Vorzeichens beachte der Leser die Abbildung A.6.2 von
Anhang A.6.2) wird aus Gl. (2.1-42)

_ P0@ [, 96T i
7(r) = 22 f e (2.1-43)
Mit (2.1-39) folgt aber [47]
2 5./
dGp(r;r’) _ —r'+ rcosy a2 _reosy
] = ) ’
or [r2+ 12— 2rr' cos y]3/2 [rar2 4 a2 — 211 cos y]s/z
- 2 42 2 _ A2
0Gp(rir)|  _r’-a 1 = 1 (2149
or r'=a @ [r2+ a2—2arcos V]m a |r—r'lr=a
’,.2 _ a2 1 r2 — a2 1
4 |r—r']3lp=a 4m [r2+ a2 — 2arcosy]3/2

[47] [47]
Aufgrund der Drehinvarianz des Integranden kann das Integral nur von r = |r| abhingen,
und wir koénnen fiir seine Berechnung r =re, (8 =0 = cosy = cosd’) setzen. Firr > a
folgt dann

+1
r2— a2 d a
I(r) = poa 7 271"/ § 7z = %o
T I [r2+ a2 —2aré| r

2
(r2—a?)r
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Anwendung der allgemeinen Losung (A.6-14a)
der dirichletschen Randwertaufgabe fir den
Aufsenraum bzgl. einer geschlossenen Flache

Das Oberflichenintegral liefert wegen ¢(r') = 0 fir r’ € Fx_keinen Beitrag, das Volumsin-
tegral Giber den Aufsenraum ergibt mit der Greenfunktion (2.1-39) firr > a

o) = [@r ooy = [er B0 —a[@r LD — o)+ put).
A

|r r'r— r|
A A

Bemerkung: Wegen p(r') = 0 fir r' < a kann man formal statt [, auch [, schreiben.

¢, ist das Potential der vorgegebenem Ladungsverteilung p, ¢, ist das Potential der auf
der leitenden Kugel influenzierten Oberflachenladungsverteilung o (eigentliches Problem)
bzw. der fiktiven (im Raumbereich r < a gedachten) Bildladungsverteilung (Ersatzpro-
blem). Letzterer Interpretation entspricht, dass sich das Potential ¢, durch das Potential
¢, ausdricken lasst:

2

@2(’.7”‘9’ ¢) = _% ¢1<a7’19’ ¢)’ r>a. (22 _1)

Beweis dieser Beziehung (cosy siehe Gl. (2.1 -40)):

Pa(r, 8, ¢) = —afd3 ‘o("/) = _Efdsr' p(r) ;
2+ —21’a—ZCOS VA (a_2)2+ 12— 2% 1 cos
r Y - , Y
o, 8,9) = [ dr pr) = GL(22-1) 1

\r2+ 12— 2rr'cosy

91



2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Anwendung auf den gegebenen Spezialfall: Bild eines Punktdipols

p-(r—rpe;)  pxrsindcos¢+ p,rcosd — p,ry

@1(”,‘9, ¢) = = =>
Ir—roe.|? [r2+r3—2r0rcosq9]3/2
2 sin9cos¢ + p, L cos 9
q Px— sindcos pz—cosd — p,1y
§02(I’,19,¢) = _7 . az2 5 a2 - 3/2 (22'2)
(=) + 18 —2—rocosS]
Zu zeigen ist, dass ¢, in der Form
p-(r—rge;) q
(r) = ; (2.2-3)
& lr—rje > Ir—rge

geschrieben werden kann, und es sind p’, ¢’ und ry anzugeben.

Nach Aufgabe 2.1 ist offensichtlich, dass r§ = a?/r, gelten muss. Dieses Wissen erleichtert
den Vergleich aufserordentlich.

a? . 2 13
0(r, 9 ¢)=_g pr SIDSCOS¢+pZT cosd — p, 1y . [E]
r [(aTZ)Z+ g — 2a72ro Cos19]3/2 [:_2]3/2

a3 . a3 r2
—— pxrsindcos¢ — — pyreosd +ap; -
0 0 0

az\2 a2
[r2+ (=) —2r=cos 8]3/2
ro ro
a3 . a3 r2
—= Dxrsindcos¢ — = pyreosd +ap, 5
o o o

a? 3
. : Ir ro el
Der Vergleich mit
1 . . .
e (r,8,¢) = = 3{p,’crs1n«9cosq5+pj,rsm&smqb
|r - E ezl

) a? ) a?\2 a?
+ ps(rcosd — E) +q [r2+ (%) - 27‘% cosS]}
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gibt nach kurzer elementarer Rechnung das Ergebnis

3 2

, a a a
p=%(pu0.p) q=22, =%,
1o 1

Weiterfiihrende Diskussion und Bemerkungen

(2.2-4)

Dass im Falle p, # 0 zusétzlich zu einem Bild-Punktdipol eine Bild-Punktladung erforderlich
ist, ist verstindlich, wenn man bedenkt, dass die Bildladung einer von der Leiterkugel weiter
entfernten Punktladung kleiner ist. Da die Bildladung jeweils entgegengesetztes Vorzeichen

tragt, sind auch die Vorzeichen von py, p, verstandlich.

Man konnte iiberhaupt p’, ¢’ und ry elementar (d. h. ohne Dirichlet-Randwertaufgabe) be-
rechnen, indem man den Punktdipol als Grenzwert eines ausgedehnten Dipols behandelt.

X

T=+3,7

S

q”_ r0+q v

Kosinussatze:
2
}’gi = Z +I"0 + EFOCOSO( = l"O (1 =+ icosa) + O(EZ)
r+ =rp(1% icosa) + 0(e?), L = 1(1 = cosa) + O(e2);
) 2ro Tox 21,
Sinussitze:
:(;_; - :ﬁll; = sing= i,,sm“‘l' 0O(e?), cosp =1+ 0(e?),
Z(}_; - ::Ef; = siny= %sina+ 0(e?), cosyh =1+ O(e?);
Bild von +q (siehe (2.1-15)): — ra_q _ _rgq(l B % cosa
0+ o

' —q (si 15) 4+ & =49 £ 2
Bild von —q (siehe (2.1-15)): +r_q +r q(1+2r cosa) + O(e?),

+r—q = ——q+O(£2)+ —q—cosoc+0(£2)
0—

Beitrag zum Punktdipol p/  zusétzliche Bildladung q’
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Mit p = qe = (py.,0, p;) = (qesina, 0,qgecos ) erhédlt man im Grenzfall e —» 0+, qe = p
(fest) fur die zusétzliche Bildladung ¢’ am Ort 7} = a?/r,

_ a _Cl i
q'= Spcosa=—p;
0 0

Nun zum Bilddipol p'.

o4 = (rg;8ing, 0,1y, cos @),

2 2

a a

O _ - 2
0+ = = 1 2 cosa) + O(e?);
z ri_ = (—ri_siny,0,ry_cosyp),
a? a? £
, _a” _at & 2y.
ri_ = =7 (1+ pE cosa) + O(e?);
€ 2
e (+—smoc01 Ecosa)+0(s ),
ri_= a_2 — £ sina,0, 1+—cosoc)+0(52)'
=" N 2 21y ’
3
., a _, a , , a € € 5
= —qé& =—q(rj_—r = 1——cosa ——smocO cosoc + O(e
P'= a8 = ;—alr—rg) = 5 (1- g cosa)(— )+0(),
3
p = a—3(—qssinoc,O,qscosoc)+0(52).
o

Im Grenzfall ¢ - 0+, qe = p (fest) ergibt sich also fiir den Bilddipol p’ am Ort r§ = a?/ry

w

’

a . @
p' = — (—psina,0,pcosa) = = (=px,0,p;) B
S 1o

2.3%
(a) Potential: Aus Symmetriegriinden:
y
p=0R,¢)=—0R,—¢); c=0(¢). (2.3-1)
+¢0
Gesucht ist eine fiir R - 0+ und R — +oo regulé-
a.- . . ) .
Spaltbreite 1.~ re fir R = a stetige Losung der Laplacegleichung,
5 Z7 X welche die Bedingung
+ firo<¢<nm
- pla,g)={ TP Tr0<¢ (2.3-2)
—py firm<¢p <27

erfullt.
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Wegen der Symmetrieforderung beziiglich ¢ kommen hinsichtlich der ¢-Abhéngigkeit nur
die Sinusfunktionen sin(2n + 1)¢ mit n € N, infrage. Dies fiihrt zum Ldsungsansatz

oo (E)MH firR<a
PR, ¢) = ), Boprisin(@n+1)¢-1 ¢

. (2.3-3)
n=0 (2)2n+1 firR>a
R

Die Koeffizienten B,,,; sind aus der Bedingung (2.3-2) zu bestimmen:

(e8]

+p fir0<¢p<rm

) : (2.3-4)
—py firm<¢p<2m

B2}"L+1 Sin(2n + 1)¢ = {

n=0
Orthogonalitat der fourierschen Eigenfunktionen:

27

i Bont1 % fdgb sin(2n+1)¢ sin(2n’+ 1)¢

n=0
0

5n’n
T 27

= l¢0[fd¢sin(2n'+ 1)¢ — fd¢sin(2n’+ 1)¢ ]

T
0

T

—/dzp sin(2n'+1)9

0

_2
2n'+1

4@0 1

7T 2n+1° (2.3-5)

= By =

Damit erhalten wir fiir das elektrostatische Potential

R\2n+1 .
0o - firR<a
o(R, $) = 4::0 Z sm(2n+1)¢_ (a) (2.3-6)
=0

2n+1 (%)2n+1 firR>a

und mit der Formel aus der Angabe:
2aRsin¢g .

arctan PR firR<a

2aRsin¢g .. '

w far R >a

PR, ) = 2% : (2.3-7)

arctan

Damit erhalten wir auch fiir die bei den Punkten (b) und (c) gefragten Gréfsen geschlossene
interpretierbare Ausdriicke.
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

(b) Flachenladungsdichte auf der Zylinderfldche

. Jop(R, 0p(R,
D1VE:ER(a+,¢)—ER(a—,¢)=—% . q"(a—R‘ﬁ) = 47o(¢).  (2.3-8)
a a—
Die Berechnung von % wt fihre ich vor, die analoge Berechnung von w a_ﬁber-

lasse ich dem Leser.

. 0p(R,$) _ 2¢ 4a’R*sin’¢1~112asing  4aR?sin¢
R>a: OR  =w [1+ (R2 — a2)2 ] [Rz—a2 (R2 — a2)?
_2a(R*+a*)sing

(R? — a2)?

_ 49 a(R%?+ a?®)sin¢ .
7 (R2—a?)?+ 4R2a2sin2¢’

0p(R,$)| _ 290 1 )
OR |ay am sing’ (2.3-9)
Denselben Ausdruck erhilt man fiir +w o somit folgt fiir die Oberflaichenladungs-
verteilung auf der Zylinderflache
_ P 1 ]
o($) = 3 g (2.3-10)

Die Flachenladungsdichte ist positiv flir y > 0 (0 < ¢ < ), negativfiry < 0 (r < ¢ < 27)
und divergiert fir y = 0 (¢ = 0 und ¢ = 7) logarithmisch, weshalb bei Punkt (c) der Spalt
nicht ignoriert werden kann.

(c) Zylinderflachenhdlftel: y >0 (0 < ¢ < 7)

Wegen ¢ < a gilt fiir die Spaltenden asin¢ ~ a¢ =~ 3 und die Ladung 7, auf der Zylinder-
flaichenhélfte 1 pro Lidngeneinheit ist gegeben durch

2a 2a
TR afd¢0(¢) = %f3i¢¢ ~ %[logw—loghanﬁu,
* % € N4a Ni
oot |~ =2 ~ L
s o = (2.3-11)

Zylinderflachenhélfte2: y < 0 (x < ¢ < 27)
Eine vollkommen analoge Rechnung ergibt (wie erwartet) 7, = —7.

Kapazitit der Anordnung pro Lingeneinheit: C:= % mit U = ¢y — (—¢o) = 299

C~ =log—. (2.3-12)
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2.4
(a) Potential: Aus Symmetriegriinden:
z =038 =—0rr—9); c=0(8). (2.4-1)
+%0
Gesucht ist eine fir r — 0+ und r - +oo0 regulé-
a.- re fiir r = a stetige Losung der Laplacegleichung,
schmaler Z welche die Bedingung
Spalt
+p, fur 0<9<Z
p(a,9) = . 2 (2.4-2)
—%0 —@o fﬁr5<19<7r

erfullt.

Wegen cos (7 —9) = —cos 9 und Pj(—¢§) = (=1)!P(€) ergibt sich aus der Symmetrieeigen-
schaft von ¢ bezuglich 8, dass hinsichtlich der §-Abhéingigkeit nur die Legendrepolynome
P,,,.1(cos8) mit n € N infrage kommen. Dies fiihrt zum Losungsansatz

n=0

r\2n+1 .
o (—) firr<a
p(r,9) = Z Bont1Pangr(cos9) - 100, : (2.4-3)
(7) firr>a

Bemerkung: Der Vergleich der allgemeinen Beziehungen (A.7-1) mit dem Ansatz (2.4 -3) zeigt, dass
nur die spharischen Multipolmomente QE)Z”H), n € Ny, von null verschieden sein konnen. Dies
steht im Einklang mit den in der Aufgabe 1.13 abgeleiteten Auswahlregeln (1.13-7), (1.13-14b). Im

Punkt (d) werden speziell le) (Dipolmoment) und Qg) (Oktupolmoment) berechnet.

Die Koeffizienten B,, sind aus der Bedingung (2.4 -2) zu bestimmen:

(6]

¢(a,8) = ) Bypi1Popy1(cosd) = {

n=0

+p, fir 0<9<Z
- 2. (2.4-4)
—®o far E <9<
Ausniitzen der Orthogonalitit der Legendrepolynome (siehe Gl. (A.2-6h)):
+1 0 +1

Bn dPn Pn’ = - dPnI dPn/
nZ:;) 2 +1f € Pyp1(§) Popry1(§) §00f §P, +1(§)+§00f §Pory1(§)

-1 -1 0
+1 +1

2
Bonrta mi3 2§00fd§P2n'+1(§) =  Byny1 = podn + 3)/d§P2n+1(§)

0 0
und mit der Integralformel aus der Angabe

1). (2.4-5)

+N|>—A

Bont1 = @o(4n +3) (n
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Ergebnis fiir das Potential:

r\2n+1 ..
1 - firr<a

9) = m+3) 2 \p 9)-1\e :
o(r,9) %nZ::o( n+ )(n+1) »n+1(cos§) {(a)2n+2 fir r > a

(b) Flachenladungsdichte auf der Kugelflache

DivE = E,(a+,9) — E,(a—,9) = —w S w = 470(9).
a a—
. ago(,,’ 9) a q2n+2
r>a. — ar = nZ=:OB2n+1P2n+1(COS 19) (2n + 2) m N
_ 99, 9)

1 o0
= = 2n+2)B P. cosd).
6r at a nZ::o( ) 2n+1 2n+1( )

Analog erhilt man:

op(r,9) 1

(6 0)
= = 2n+1)B P cosd).
5|, @ 2 @0t DBanPnia(cos)

(2.4-6)

(2.4-7)

(2.4-8)

(2.4-9)

Einsetzen der Ausdricke (2.4-8), (2.4-9) in (2.4-7) und Einsetzen von B,, ,; liefert das

Ergebnis fiir die Flachenladungsdichte:

1

= & = 2 2
a(9) = e nZ::O(4n +3) (n H 1) Py,1(cos ).

(c) Sphérische Multipolmomente der geladenen Kugelflache

Der Vergleich des Ergebnisses von Punkt (a) fir r > a, d. h. von
1

> g 2n+2
1>P2n+1(COS19)(r) )

p(r,9) = ¢ ;0(4:1 +3) (n +

mit der allgemeinen Formel (A.6-26) ergibt unter Berticksichtigung von (A.2-1)

1

Q(()2n+1) = Qo (4n + 3)( 1) a2n+2 , ne No.

2
n+
(d) Dipolmoment: Der Binomialkoeffizient hat fiir n = 0 den Wert 1/2.

3 3
Qf” = p:= 5902, also p=3pya*(0,0,1).
Oktupolmoment: Der Binomialkoeffizient hat fiir n = 1 den Wert —1/8.

7
83) =g %o a*.
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2.5 (a) Anwendung der allgemeinen Losung (A.6-14a) der dirichletschen Randwert-
aufgabe fiir den Aufsenraum bzgl. einer geschlossenen Flache:

p(r,8,¢) = —% 56 df’-grad'Gp(r;r')e(a,9,¢'), r>a. (2.5-1)
Fx,

Mit df’ = —a?dQ’ e, (beziiglich des Vorzeichens beachte der Leser die Abbildung A.6.2
von Anhang A.6.2) wird daraus

_a , 0Gp(r;1') Y -
o(r,9,¢) = E/d[) — g r/:ago(a,9,¢), r>a. (2.5-2)
[47]
Mit der dirichletschen Greenfunktion (2.1-39) folgt (siehe Gl. (2.1-44))
[ 2 _ 2
6GD(1:,r) _r-a 1 ’ (2.5-3)
ar r'=a a  (r24 a2—2arcosy)*?
und Einsetzen in (2.5-2) gibt die zu beweisende Formel
a p(a,8,¢")
p(r,9,¢) = = (r* — a?) / dq’ : (2.5-4a)
ar (r2 + a2 — 2arcosy)*?
[47]
cosy := cosd cos ¥ + sin I sin ¥ cos(¢p — ¢'). (2.5-4b)
(b) . . . )
In dem speziellen Fall mit den Kugelflachenhélften
z auf den Potentialen +¢, bzw. —¢, (sieche die Abbil-
%o dung) liegt axiale Symmetrie vor, d.h. ¢ = ¢(r, 9, %),
aufderdem gilt
a.-
schmaler - —— _ -
Spalt p(r,8) = —p(r,m—39). (2.5-5)
Einsetzen von
—%o +p, fir 0<9<Z

o 2 (2.5-6)
—po fur 5 < I<m

go(a, 19) = {

und ¢ = 0 in die Formeln (2.5-4a), (2.5-4b) ergibt

27 1 0
#(r,9) = 22 (12— a?) f d¢/ [ f d(coss) f d(cos 3 |
47[ 0 0 (2 + a>—2arcosy)*? | (r2 + a2 — 2arcos y)*?

cosy = cosd cos ¥’ + sin 9 sind'cos ¢'.
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Variablensubstitution 8" = 7 — &, ¢" = ¢’ + 7 im zweiten Integral und danach wieder
Weglassen eines ,,Striches” fihrt auf

27 1
— $od > 2] rf : 1 1
r,8)=2— (r*—a*) | d¢' | d(cosd — ,
PO =4 | )] 4]« )[(r2+a2—2arcosy)3/2 (r2+a2+2arcosy)3/2]
0 (2.5-7)

cosy = cosd cosd' + sind sin §'cos ¢'.

Diese Integrale lassen sich fiir » > a und allgemeine Werte von & nicht auf tabellierte
Funktionen zurickfiihren. Fiir »r > a und 4 = 0 (Punkte auf der positiven z-Achse mit
z > a) vereinfachen sich die Integranden erheblich, sodass man das Potential exakt
berechnen kann:

r>a,9=0 = r=z>a, cosy=cosd =¢;

1
_ _Pod > 2 1 1
@ =00 =4 2= a2 [a -
® ¢ 2 J g[(zz+a2_2az§)3/2 (zZ+a2+2az§)3/2]
o Zz_az[ 1 + 1 ”§=1
0" 2z VZ2+ a2 =20z 22+ @+ 2az€ |-
0 i [ - ——t e - —]
0 2z zZ—a 72 + a2 z+a 22+ a2
_ Zz—a2< z 1 )
T\ Vzz+r a2’
Ergebnis: oI
z2—a "
o(z) = @o (1 - =———) fiir z> a. (2.5-8)
( Z\/z2+a2)

(c) Was wissen wir iber die Entwicklung von ¢(r, &) fiir r > a als Losung der Laplaceglei-
chung in Kugelkoordinaten? Wegen cos( — 9) = —cosd und P(=¢) = (=1)!P(€) ergibt
sich aus der Symmetrieeigenschaft von ¢ beziiglich 9, dass hinsichtlich der 8-Abhingigkeit
nur die Legendrepolynome P, ,(cos &) mit n € Ny infrage kommen. Dies fiithrt zur L6-

sungsform
a )2n+2

p(r,9) = Z Bon+1 (7 Pyyq1(cos 9). (2.5-9)
n=0

Losungsstrategie: Bestimmung der Koeffizienten B,,,; durch Vergleich mit der Potenzrei-
henentwicklung von ¢(z) = ¢(r,0) nach Potenzen von (a/z)?:

omn(- ) -G
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1 _:_z i (—l>(a>2n Z <——)<a)2n+2
1+a_2 n=0 n z n=0 n z

ZZ
1—a—z 2 =1\ sa\en -1\ Ja\en+2

- S e e

1+a_z n=1 n z n=0 h z

z

a2

Wegen

3 2n+1 =3\ 4n+3
[1+2(n+1)] - (n)z(n+1)

=(4n+3)<_%) : =(4n+3)< 3 )

n+1 n+1

erhalten wir fiir die Potenzreihenentwicklung von ¢(z) bzw. von ¢(r, 0)

> E a\2n+2 )
_ 2 a . _
¢(z) = %nE:o' (4n+3) (n H 1)(2) fir z > a; (2.5-10a)
oo 1
_ 2 g 2n+2 .. _ _
o(r,0) = goonzzo; (4n + 3) <n : 1>(r) Pyi(1) firr>a, 8=0. (2.5-10b)

Damit haben wir die Koeffizienten B,,,; im Losungsansatz (2.5-9) bestimmt:

(o] 1
_ 3 g 2n+2 . = i
p(r,8) = goOnZ:O(4n +3) (n 4 1) ( r) P, 1(cosd) flurr>a. (2.5-11)
Dieses Ergebnis stimmt mit (2.4-6) Giberein.
2.6*
Y Das Potential (1.4-5) von Aufgabe 1.4 er-

|

| fullt im Aufdenraum der leitenden Kreiszy-
: linder die Laplacegleichung und auf den
- © Y Zylindermantelflichen die vorgeschriebe-

z .
~ | o nen Randbedingungen, wofern 7 und b so
%o : 0 gewihlt werden, dass die Kreiszylinderfla-
— ¥ T chen mit Achsen bei x = =d und Radius a

Aquipotentialflichen zu £g, sind.

Also sind gemafs (1.4-24) und (1.4 -25) die Bestimmungsgleichungen fiir 7 und b (in Aufga-
be 1.4 konnten x, und ¢, positiv oder negativ sein, im Folgenden soll ¢y > 0 sein):

_ %o — b(cinh P01 )
d = beoth 22, a—b(sthT). (2.6-1)
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Division gibt

d _ Po _ %o d i
i coshz—T > T= 7(arcosh 5) . (2.6-2)

Fiir b erhalten wir damit

b = asinh % =a sinh(arcosh g) = a\/coshz(arcosh g) —1=41d?—-a2. (2.6-3)
Ergebnis:
(x +d2—a?)2 4+ y?
S V@@

Probe: Setzt man y? = a? — (x — d)? bzw. y?> = a® — (x + d)? ein und beriicksichtigt man
arcosh” = log(n +1/n2 — 1), so erhélt man nach einfacher Rechnung +¢, bzw. —¢, v

(2.6-4)

p(r) = (arcosh )

2.7%
Vi
Zylinder 2 | Zylinder 1

: Das Potential (2.6-4) aus der vorigen Auf-
_ _C!) o gabe erfillt im Aufsenraum der leitenden
z X Kreiszylinder die Laplacegleichung und
-T : +T auf den Zylindermantelflachen die Rand-

| bedingungen +¢, bzw. —¢.

d = d

Mit dem Zusammenhang (2.6 -2) zwischen ¢, und 7 ist dann aufgrund der Feldgleichung
(A.6-3) gewihrleistet, dass sich fiir die Gesamtladung der leitenden Zylinder pro Lingen-
einheit die Werte +7 bzw. —t ergeben.

Berechnung der Influenzladungsverteilung auf dem Zylinder 1
Translation und Einfiihrung von lokalen Polarkoordinaten R, ¢ (Striche weggelassen):

xX'=x—d=Rcos¢, y =y=Rsing. (2.7-1)

Mit den Formeln (2.6-2) und (2.6 -4) folgt dann

lqo(R $) = log (Rcos¢ + d +d2— a2)? + R%sin%¢ 2.7-2)
A (Rcos¢ +d —\/d2 — a2)? + R%sin®¢
Fir die Influenzladungsverteilung auf der Mantelflache gilt
0p(R,
4o (¢) = Eg(a,¢) = _—qogR ?) (2.7-3)
a
Im Folgenden verwende ich die Abkiirzung
| =vVd2— a2. (2.7-4)

102



Losungen

Aus Gl. (2.7-2) erhalt man
adp| _2a(acosd+d+\)cos¢ + 2a2sin?¢
TRl (acosp+d + \)? + a?sinZ¢
2a(acosp +d — \)cosp + 2asin?¢p
- (acos¢ +d—\)? + a?sin?¢p

B a2—(d+\)?
=31+
a2+ 2a(d+\)cos¢ + (d + \ )?
B az—(d—\)?
a2+2a(d—\l)COS¢+(d—\|)2.
Damit folgt:
471'_(1 __Ea_go _ az—(d—\])z
= 7= Rl 2T 2a@ - Deosg £ @ —T)?
@+ \I )2 o (2.7-5)

—_—

a2+ 2a(d+)cosp+(d+1)2 N’
Beachte: Hier sind beide Zahler und Nenner positiv.
Berechnung von %: Mit (d + \ )(d — \ ) = a2 erhalten wir

Z=a*—a’(d—\)2+2a3d+\)cosp —2a3(d — | )cos ¢ + a?(d + | )2 — a*
+a2(d+ )2 — ¢+ 2a3d+\)cosp —2a3(d — ) cos ¢ + a¢ — a?(d — )2

Ausquadrieren, Ausmultiplizieren und Zusammenfassen gibt

Z = 8a*\ (d + acos ). (2.7-6)
Berechnung von 4";
N = a*+2a3(d—X)cosp +a2(d —\ )%+ 2a3(d + ) cos ¢ + a?(d + \ )2
+ 4a*cos?¢ + 2a3(d -\ cos ¢ + 2a3(d +1 cos¢ + a*
= 2a* + 8a3d cos ¢ + a?(4d? — 2a?) + 4a* cos?¢p
= 4a?*(d? + 2ad cos ¢ + a’cos?¢) = 4a%(d + acos ¢p)?.

Ergebnis:
N = 4a?(d + acos ¢)>. (2.7-7)

Einsetzen von (2.7-6) und (2.7-7) in (2.7-5) gibt die Influenzladungsverteilung auf der
Mantelflache von Zylinder 1 in Abhéngigkeit vom Polarwinkel ¢ in Bezug auf dessen Zylin-

derachse:
T Vd?—a?

2rad+acos¢’ 2.7-8)

a(¢) =
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Die Ladungsdichte ist auf der gesamten Mantelflache von Zylinder 1 positiv. Sie ist wie
erwartet fir ¢ = 7 am groften, das Verhéltnis fir ¢ = 7, 7,0ist 1/(d — a), 1/d, 1/(d + a).

Berechnung der Influenzladungsverteilung auf dem Zylinder 2
Translation und Einfiihrung von lokalen Polarkoordinaten R, ¢ (Striche weggelassen):

x'=x+d=Rcos¢, Y =y=Rsing. (2.7-9)

Die Rechnung ist vollkommen gleich wie bei Zylinder 1, es ist lediglich tiberall d durch —d
zu ersetzen.

Influenzladungsverteilung auf der Mantelflache von Zylinder 2 in Abhingigkeit vom Polar-
winkel ¢ in Bezug auf dessen Zylinderachse:

2 _ 2
Tl VeEsa (2.7-10)

" 2mad—acos¢’

a(¢) =

Die Ladungsdichte ist auf der gesamten Mantelflache von Zylinder 2 negativ. Sie ist wie
erwartet fir ¢ = 0 betragsmafdig am grofdten, das Verhéltnis der Betrdge der Flachenla-
dungsdichte fir ¢ =0, 2, ist 1/(d — a), 1/d,1/(d + a).

’ 2

Mit der Integralformel (siehe [11], 3.613.1)
27

2<1

/ dé 27
l1+ccosé 1_2
2 1-c
kénnen wir verifizieren, dass die Gesamtladung der Zylinder 1,2 pro Lingeneinheit +7 bzw. —7 ist:

Zo+1 27

27
T az d¢ T a2 2m
afdz/dqba(q&) _Zﬂ\/l - fligcosqb * 1 - = v/
zo O 0 d 1

Die Abbildungen (a) und (b) (,,Fleifsaufgabe“, da in der Angabe nicht verlangt) zeigen fiir
den Sonderfall d = 1,2a Polardiagramme der Influenzladungsverteilungen auf den Mantel-
flaichen der beiden Zylinder in Abhéngigkeit vom Polarwinkel ¢ in Bezug auf die jeweilige
Zylinderachse. Im Sonderfall d = 1,2a gilt fiir Zylinder 1 o(x)/o(5) = 5 und o(7)/o(0) = 9.

3 7
” @ 0 77: Q 0
(@) Zylinder 2: Polardiagramm von —o(¢) (b) Zylinder 1: Polardiagramm von o(¢)
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Die nebenstehende Abbildung zeigt Schnitte
der Aquipotentialflichen mit der xy-Ebene
(ausgezogene Kurven) und Feldlinien in der
xy-Ebene (strichlierte Kurven) [Unabhéngig-
keit von z].

Bemerkung: In Aufgabe 1.4 wurden Potential und Feldstirke fiir zwei parallele unendlich lange
diinne Stidbe mit Abstand 2b und entgegengesetzt gleicher Ladung vom Betrag r pro Ladngenein-
heit berechnet. Die Kreiszylinderform der Aquipotentialflichen bei diesem Problem erméglichte
das Losen einer ganz anderen Art von Aufgabe, ndmlich der Randwertaufgabe fiir zwei parallele
zylindrische Leiter mit Radius a, Achsenabstand 2d = 24/ b2+ a2 und entgegengesetzt gleicher
Ladung vom Betrag t pro Langeneinheit. Der Leser vergleiche die Abbildung 1.4 -2 mit der obigen
Abbildung.

2.8

Vorbemerkung: Warum sind in der Angabe nur Fra-
gen bezuglich Punkten auf der z-Achse gestellt?
Weil man flr das elektrostatische Potential einer
geladenen Kreislinie in der Ebene z = 0 nur fir
Punkte auf der z-Achse einen geschlossenen mathe-
matischen Ausdruck erhalten kann. Siehe dazu die
Aufgabe 1.15, insbesondere die Formeln (1.15-3),
(1.15-4).

(a) Das elektrostatische Feld in einem Punkt P(0,0, z), |z| > a, muss aus Symmetriegriin-

den z-Richtung besitzen:
E(0,0,z) = E,(0,0,2) e,. (2.8-1)

Wir verwenden die Formeln von Aufgabe 2.2. Im Aufdenraum der Kugel gilt

o(r) = pi(r) + ¢u(r) (2.8-2)
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2

mit 3., _Pr') a_(a
@1(r)=fd r T @2(7,19,45):—7@1(7,

[r—r|

3, ¢). (2.8-3)
R3

Dabei ist im vorliegenden Fall ¢; das Potential der homogen geladenen Kreislinie und ¢,
das Potential der zugehorigen Bildladungsverteilung, einer homogen geladenen Kreislinie
in der Ebene z = 0 mit einem Radius R, < a und einer Gesamtladung q’ (siehe Gl. (2.8-7)).
Der Innenraum der geerdeten leitenden Kugel ist feldfrei, die fiktive Bildladungsverteilung erzeugt
im Raumbereich r > a dasselbe Feld wie die Influenz-Oberflichenladungsverteilung der leiten-
den Kugel beim eigentlichem Problem. Der Leser mache eine Skizze zum Ersatzproblem fiir den
Aufsenraum.

Wegen der Symmetrie des Problems gilt die Beziehung (2.8 -1) mit

E,(0,0,2) = —dgfi—(zz) mit @(z) := ¢(0,0, z), (2.8-4)
und die Formel (2.8-3) kann durch
a a?
Pa(2) = _H (Pl(m), |z| > a (2.8-5)

ersetzt werden.
Berechnung von ¢; mithilfe der Coulombformel (2.8-3)
Es ist zweckmaéfsig die Linienladungsverteilung formal als Volumsladungsverteilung anzu-
schreiben (siehe dazu das Beispiel 1.4 von Anhang A11):
p(R,2) = 5710 8(R ~ Ro)8(2).

Einsetzen in die Formel (2.8 -3) gibt dann?

(R’ — RO)

Dieses Ergebnis kennen wir schon von Aufgabe 1.15. Es wurde dort durch Aufsummie-
ren der sphirischen Multipolentwicklung fiir 8 = 0, 7 erhalten. (Siehe die Beziehungen
(1.15-3) und (1.15-5); dem Radius a von Aufgabe 1.15 entspricht der Radius R, der vorlie-
genden Aufgabe.)

(2.8-6)

1(2) = 91(0.0,2) = fwamfww

R

Berechnung von ¢, mithilfe der Formel (2.8-5) gibt

a

Ry q _ q
4\1/2 1/2
(2+%)”  (2+RD)
0

' a2

mit q’::—RiOq, Ryi=g-- (287

Pa(2) = —

2yergleiche die im Folgenden erhaltenen Beziehungen fir ¢ und E, mit den Beziehungen (2.1-13) bis
(2.1-15) von Aufgabe 2.1, Fall (I).
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Berechnung von E,(0,0, z) mithilfe der Formeln (2.8-2) und (2.8-4) gibt nach einer kurzen
elementaren Rechnung

qz q'z
E,(0,0,z) = + ,
z (z2 + R(2))3/2 (z2 + R62)3/2
qz R—(Z)CIZ q
a
E;(0,0,2) = - L NG (2.8-8)
z (22 i R%)3/2 (§—§Z2 " a2)3/2 |z|>+00 Z2 ( RO>

(b) Berechnung von o fiir z = +a mithilfe der Formel 470 = E,, = +E,(0,0, +a)

Wie dies aus Symmetriegriinden der Fall sein muss, ergibt sich fiir z = +a und fir z = —a
dieselbe Oberflaichenladungsdichte:

_q R§-@a
4dra (a2 + R(z))s/z )

(2.8-9)

Die Interpretation der Ergebnisse dieser Aufgabe ist weitgehend analog zu Aufgabe 2.1, Fall (I),
weshalb ich sie dem Leser tiberlasse.

2.9

_— asymptotisch
EO = (0’ 0, EO)

(a) Potential: Aus Symmetriegriinden: ¢ = ¢(r,9), o = a(9).
Fir die elektrische Feldstirke gilt die asymptotische Bedingung

E(r)—— E, = Eye, = Ejcosde, — Eysindeg. (2.9-1)

r—+4o00

Aufsenraumproblem
Da die Quellen von E, im Unendlichen liegen, gilt divE(r) = 0, und das Potential erfiillt
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

die Laplacegleichung.
Feldgleichung Ap(r,8)=0 fir r> a; (2.9-2)
asymptotische Bedingungen 6cp((3;;, &) " —Eycos 3, (2.9-3)
r—+00
1 9¢(r,8) .
PR —— E(sin §; (2.9-4)
Randbedingung auf Fg_ o(a,8) = ¢y, Wertvon ¢, aus der (2.9-5)

Forderung Q = 96 dfo(9) = azfdQ o(9) = 0, d.h.aus der

Fx, [47]
Forderung fd.Q w = 0 zu bestimmen. (2.9-6)
[47] :
Hinweis zur Forderung (2.9-6): DivE = E,(a,8) = _dqog;, 9) = 4mo(9).
a
Losungsansatz: (Beachte: cos 8 = Pj(cos$).)
p(r,8) = ZAZ(%)IHPZ(COS@—Eorcos19. (2.9-7)
1=0

Dieser Ansatz erfillt die Differentialgleichung (2.9-2) und die asymptotischen Bedingun-
gen (2.9-3), (2.9-4). Zu erfiillen bleibt lediglich noch die Randbedingung (2.9-5), (2.9-6).

Randbedingung (2.9-5): ¢(a,8) = » A;B(cos8) — EgaP;(cosd) = ¢,
1=0

= Ao = ¢o, A1 = Epa, A;=0,12>2;

2
o(r,8) = —Eyrcos 8 + %qoo + %ancoss; (2.9-8)
2 3
6qo(ai;,19) = —Eycosd — % % - %EOCOSS;
ag”gr’ |~ _3E,c0s9 - %. (2.9-9)
a

Die Forderung (2.9-6), d. h. die Bedingung Q = 0, fiihrt also auf ¢, = 0, und das elektrosta-
tische Potential ist gegeben durch

3
a Eoz
73

3
o(r,8) = —Eyrcosd + %EOrCOSS = —Eyz + = o(r). (2.9-10)
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Der erste Term stellt das Potential des homogenen elektrischen Feldes E, = Eje, dar, der
zweite Term ist das Potential eines fiktiven Punktdipols im Ursprung:

p(r) = —Foz+ EL mit p:=d’E,. (2.9-11)

Fir die elektrische Feldstédrke folgt damit

) _ 2
E(r) = Ey + 2P rzsr P (2.9-12)
. op(r,d) .
(b) Aus DivE = E,(a,8) = — 3 = 47o(8) erhalten wir mit Gl. (2.9-9) und ¢y = 0
a

o(8) = %EO cos 9. (2.9-13)

Die Oberflachenladungsdichte ist (wie erwartet) fir 0 < 8 < 7 positivund fur 3 <8 <z
negativ mit maximalem Betrag %TEO fir 8 =0, .

Die im Feld E auf der Leiteroberflache influenzierte Ladungsverteilung erzeugt im Au-
fsenraum der Leiterkugel dasselbe reine Dipolfeld wie ein fiktiver elektrischer Punktdipol
im Ursprung mit dem Moment (2.9-11). Es miissen daher folgende Beziehungen gelten:

lr—r|

A ... 9§dfra(9) = d®Eye,; () ... 9Sdf’ o) _ @Bz g psg

Fx,

Die Verifizierung dieser Beziehungen durch explizites Einsetzen von o(8) Gl. (2.9-13)
uberlasse ich dem Leser.

(c) Wir berechnen die Kraft auf die Oberflache der Halbkugel bei z > 0. Aufgrund der
Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse muss fiir diese Kraft F = F, e, gelten. Mit der For-
mel (A.10-6) und der Influenzladungsdichte (2.9-13) erhalten wir

dF, = 2n[0(8)|*a*dQ (e, e,) = 27[0(8)]* a®sin §dSd¢ cos §

= S%Eg a?cos39sin3d9dg = _%Eg a’cos’$ d(cos 9)d¢.

Dem §-Bereich (0, 7) entspricht der cos 9-Bereich (1, 0). Somit folgt mit & = cos 8

1

F, = 2B} f 4§ = 2 FRa?. (2.9-14)

0

Die Kraft auf die Oberflache der Halbkugel bei z < 0 ist entgegengesetzt gleich. Damit ist
klar, welche Krafte erforderlich sind, um die Halften beisammen zu halten.
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Weiterfiihrende Diskussion und Bemerkungen

Dass die auf der Leiteroberflache influenzierte Ladungsverteilung im Aufsenraum der
Leiterkugel dasselbe Feld erzeugt wie ein fiktiver Punktdipol im Ursprung lasst sich vom
Standpunkt der Bildladungsmethode folgendermafsen verstehen (Details siehe [2], Abschnitt
2.5). Das homogene Feld E, = Eye, kann man sich durch den Grenziibergang q — oo,
ro = +o0, q/r¥ = konst = Ey/2 aus dem Feld zweier bei ry, = rye,, —r, angeordneten
Punktladungen —q, +q entstanden denken. (Der Leser mache eine Skizze.) Die zugehorigen
Bildladungen +(a/ry)q, —(a/ry)q an den Stellen +(a?/ry) e,, —(a?/ry) e, bilden einen Dipol
mit dem Moment

2
as a q
p=2——qe, = 2a3—2 e,,

Yo To ry

der im Grenzfall ¢ — oo, ry — +00, q/r3 = konst = Ey/2 in einen Punktdipol im Ursprung
mit dem Moment (2.9-11) tibergeht.

2.10 Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse bedeutet Unabhingigkeit aller Grofsen
von ¢: ¢ = @(r,8), E = E(r,9), 0 = o(9).

L/eit/er/

774

Z
2

(a) Das Gesamtfeld im Hohlraum ist die Summe aus dem bekannten Feld des Punktdipols
(Index 1) und dem Feld der (zunéchst noch unbekannten) Influenzladungsverteilung auf
der Flache r = a (Index 2):

@(r,8) = p1(r,9) + ¢,(r,9), E(r,9) = E(r,8) + Ex(r,8); (2.10-1a)
-r cos 3 3(p-r)r—r?
p(r,9) =B = 220, E\(r9)= 22 DITP (2.10-1b)

Die Quellen des Feldanteils 2 liegen beir = a, daher erfillt ¢, fiir r < a die Laplacegleichung.
Wegen der Randbedingung ¢(a,8) = ¢y = 0 bendtigen wir eine fiir r < a regulire Losung
der Laplacegleichung, welche die Randbedingung

p.(a,9) = —¢i(a,9) = —% cos 9
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erfiillt. Die Losung lautet
pz _bz _ _ _ Dbz -
Pa(r,9) = ——=rcosd = e vlz], Eyr,9) = 3 % (2.10-2)

Die noch unbekannte (im Punkt (b) berechnete) Influenzladungsverteilung auf der Flache
r = a verursacht also im Hohlraum ein homogenes Feld in z-Richtung.

(b) Die Influenzladungsverteilung auf der Flache r = a ist aus
47o(9) = E, = —E.(a, ) (2.10-3)

zu berechnen. Mit e,-e, = cos 9, p-e, = p,cos?d, r-e, =r folgt

E(a,9) = c058 E,(a,9) = cos19 (2.10-4)
S — 2 e (2.10-5)
4ra3 ' )

2.11 (a) Bildladungsmethode

Eigentliches Problem Ersatzproblem fir G: z >0
4x X
& g: z>0 g: z>0
p = (px,0,pz) P’ = (=px,0,pz) p = (Px, 0, pz)
d d d
/)
z z

Potential: Poissongleichung mit Randbedingung und asymptotischer Bedingung

Ap(r) =4np-grad 6(r —de,) mit p = (py,0,p,) fir z > 0; (2.11-1a)
p(x,y,0+) = 0; (2.11-1b)
¢(r) —— 0. (2.11-1c)

Z—>+00

Losungsansatz fir G: z > 0

qa(r) — P (l" dez) + P '(r+dez)
|r —de,|? |r +de,|?
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

pPxX + py(z—d) —DpxX + pz(z+d)

. 2.11-2
X2+ 2+ (z—d)2]>?  [x2+ )2+ (z+ d)2]*? ( )

go(x,y, Z) =

Gl. (2.11-1a) ist erfiillt, da der erste Term von ¢ GI. (2.11-2) im Raumbereich z > 0 Lo6-
sung der inhomogenen Differentialgleichung ist, und der zweite Term in diesem Raumbe-
reich Losung der homogenen Differentialgleichung ist. Aufserdem sind die Bedingungen
(2.11-1b) und (2.11 -1c) erfillt. Das zugehorige elektrostatische Feld E lasst sich mithilfe
der bekannten Formel fiir ein Punktdipolfeld leicht anschreiben.

Influenzladungsverteilung auf der Leiterebene £
Aus

DivE = E,(x,y,0) = —W _0: 4rro(x,y)
folgt ==
_ 1 Dz 3d(pxx — pzd) _
o(x,y) = ﬁ{[x2+ o T e dz]S/Z}' (2.11-3)

(b) Wegen der Aquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem
bzgl. des Raumbereiches G kénnen wir die Kraft auf den Punktdipol p als Kraft des Bild-
punktdipols p’ auf p berechnen. Aus der in Aufgabe 1.7 abgeleiteten Formel (1.7-3),

_ & _ 15(pr'R)(p2-R)R = 3R*[(p1* P2)R + (P2 R)p1 + (P1-R) p)]

F, =-F, = 77 ,
R:= (X2—X1,Y2— Y1, 22— Z1)s

erhilt man nach einer kurzen elementaren Rechnung (siehe auch die Abbildung)

P1=p = (px,0,pz)

\ R = —2de, //

P2= p,= (_px’o’ pZ)

die anziehende Kraft R 5
3 (px + 2pz)
== T2 e,. 2.11-4
Qd* ( :

(c) (c1) Falla:

Im Fall p = (0,0, p,) = p’, p; > 0, liegt Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse vor und
entsprechend muss o = g(R) gelten. Setzt man in Gl. (2.11-3) p,, = 0 und bringt man auf
gemeinsamen Nenner, so erhilt man

2 __ 92
o(R):—& R*-2d

e (2.11-5)

Daraus folgt:
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X/)]—
-
___-I/____.___7_+
o(R) > 0 fiir R <+/2d Re3d | 2.
g p
o(R)=0 fir R=12d  (2.11-6) ; +— =
o(R) <0 fir R >\/2d 4+
gl
A—

(c2) Fall2:
Im Fall p = (py,0,0) = —p’, px > 0, folgt aus Gl. (2.11 -3) fiir die Influenzladungsdichte auf
der Leiteroberfliche

_ Px 3dx

o(x,y) = =5 2t R —a(—x,y). (2.11-7)
x4
9-
o(x,y)>0 fir x <0, Vy 5— »
5(0,y) = 0 fiir Vy (2.11-8) /n 7
o(x,y) <0 fur x>0, Vy ) §+d
+
A+

Beiden folgenden Skizzen der Feldlinien sind auf den z- und x-Achsen jeweils verschiedene
Mafistiabe verwendet. (Fall 1: \/E d ist natirlich grofser als d; Félle1, 2: der Abstand des
Dipols vom Ursprung ist in beiden Fillen d.)

|
+

Abb.2.11-1: Fall1 Abb.2.11-2: Fall2

(d) Fall1: Fir die nétigen Integrationen ist es zweckmafsig, die Flaichenladungsdichte
(2.11-5) in zwei Summanden aufzuteilen::

_ Dz 1 _ 3d?
o(R) = E{[Rz_i_ d2)3?  [R2+ d2]5/2}'
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Dadie Integrationen elementar sind und das Aufsummieren der jeweils zwei Terme einfach
ist, schreibe ich gleich die Ergebnisse an:

V2d +00
Q, = Zn/dRRo(R) +i &; Q= ZﬂdeR o(R) = —ZT‘/E %. (2.11-9)
0 V2d

Wie dies der Fall sein muss ergibt sich fiir die gesamte Influenzladung auf der Leiterober-
fliche Q = Q,+ Q_=0.

Fall2: In diesem Fall ist Q_ = —Q, offensichtlich, da o(—x,y) = —o(x,y) gilt. Mit o(x, y)
Gl. (2.11-7) ergibt eine kurze und einfache Rechnung

0

=—-Q_= fdxfdy o(x,y) = +—— (2.11-10)

212 (@ G: x>0,y>0,z€(—00,+0)

Ap(x,y,z) = —4mqd(x —a)d(y —b)é(z) fiur (x,y,z) € G; (2.12-1a)
?(x,0+,z) =0 fir x>0,z € (—o0,+00), (2.12-1b)
¢(0+,y,z) =0 flir y>0, z € (—o0, +0), (2.12-1c¢)
p(x,y,2) m 0 fir x>0,y>0. (2.12-14d)

(b) Loésungsansatz fir (x,y,z) € G

o) = o1(r) + 2(r) + @3(r) + @a(r)

- q + q (2.12-2)
V(x—a2+(y—-b2+2z2 /(x+a)2+(y+Db)2+ 22
q ~ q

VGt rbrrZ Jxrtart( bR+

(2.12-1a)isterfillt, da fir (x, y, z) € G das Potential ¢, Partikuldrintegral der inhomogenen
Differentialgleichung ist, und ¢,, ¢3, ¢, Losungen der homogenen Differentialgleichung
sind; (2.12-1b), (2.12-1c) und (2.12-1d) sind — wie man unmittelbar sieht — ebenfalls
erfullt.

(c) Aus DivE = 4no folgt fiir die Fléchenladungsdichten a1, 0

01(x,z) = —— Ey(x,0+,2), (x,2) €&, o(y,2)=-— x(0+ y,z), (,2) €&,

(2.12-3)

1
47
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wobei E das zum Potential Gl. (2.12-2) gehorige elektrostatische Gesamtfeld in G ist:

E(r) = E (r) + E;(r) + E5(r) + E4(1)

(2.12-4)
B q(r—aey—bey) q(r+ae.+bey,) q(r—ae.+be,) q(r+ae.—be))
~ |r—ae,—be))*  |r+ae.+be)* |r—ae,+be)} |r+ae,—be)’
Einsetzen in die Formeln (2.12-3) gibt
qb 1 1
o(x,z) = —=— 0 (2.12-5a)
! { [(x—a)2+ b2+ z2]3/2 [(x + @)2 + b2 + z2]>2 }
qa 1 1
0 (3, 2) = —Ae - . (2.12-5hb)
2 27T{[a2+(y—b)2+z2]3/2 [a2+(y+b)2+z2]3/2}

Berechnung der gesamten Influenzladung auf &;:

+0c0 400

q = ﬂdxdzol(x z)= /dzfdx o(x,z) = Zfdzfdx a(x,z)

__gb {f dx dx }
[(x—a)2+ b2+ z2]3/2 [(x +a)2 + b2 + z2]>2

+o00 +o00 +oo

__ab [, d s

B 71 ;:2 + b2 + 2232 [£2 4 b2 4 z2]3/2
+o00  +a too  +a

_ 2qgb
f .[§2+b2+z23/2_ f _[§2+b2+223/2

- 2‘1” _ 2qb [ dt a
= ff §2+b2+223/2_ ﬂf§2+b2— anrCtanB,
0

Bemerkung: Beim vorletzten Schritt habe ich zur Vereinfachung der Rechnung die Integra-
tionsreihenfolge vertauscht.

Die analoge Rechnung fiir g, fithre der Leser selbstiandig durch.

Gesamte Influenzladung auf £; bzw. auf &,:

2 a 2 b
Q1= —CI; arctan B’ Q= —CIE arctana s 1+ q=—q. (2.12-6)
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Falls (wie in der Abbildung auf Seite 77 angenommen) a > b ist, gilt wie erwartet |q;| > |qa|.
Dass q;+q, gleich der Summe der drei Bildladungen ist, wird den Leser auch nicht wundern.

(d) Nach den Erfahrungen von Aufgabe 2.1 (c) wissen wir wie unvorteilhaft es wére, die
gesuchte Kraft als Kraft der Influenzladungsverteilung auf die Punktladung q oder als
entgegengesetzte Kraft zur Kraft der Punktladung q auf die Influenzladungsverteilung, d. h.
gemafs

F=— ff dxdz oy(x,2) By (x,0,2) - ff dydzoy(y,2) Ex(0,,2)
&1 &

zu berechnen.
Wegen der Aquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem bzgl.

des Raumbereiches G konnen wir die Kraft auf die Punktladung q als Summe der Coulomb-
krifte der drei Bildladungen auf die Punktladung q berechnen.

y
I
| G
|
I
_ I .
T 1 o
| b
- X -
b
o o -}
q -q
T a | a |
Mit
e:= ( a b ,o)
folgt Vaz+ b2 a2+ b2
Fo_ 9 7 ' @1 a 1 b

4a2 &t 2@+ AT _T(a a2+ 2P D2 (24 bz]3/2’0>'
Die Kraft ist nur im Fall a = b Richtung Ursprung gerichtet. Im Fall a > b ist |q;| > |q|, und
die Kraft ist ,mehr auf &, zu gerichtet®.
Weiterfiihrende Bemerkungen

Die Bildladungsmethode ist nicht nur im Fall zweier zueinander senkrechter geerdeter
Leiterhalbebenen zielfihrend, sie ist auch bei einem Winkel von 60° und von 45° zwischen
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geerdeten Leiterhalbebenen anwendbar. Die Abbildungen zeigen fiir diese beiden Fille
das eigentliche Problem und das Ersatzproblem jeweils tibereinander gezeichnet.

2.13 (a) Unabhéngigkeit von z: ¢(x,y) bzw. ¢[R, ¢]

Ap(x,y)=—-4ntd(x —d)d(y) fur (x,y) € G; (2.13-1a)
o(0+,y) =0 fir |y| > a, (2.13-1b)
pla+, ¢l =0 fir —7/2 < ¢ < +7/2. (2.13-1c¢)

(b) Ersatzproblem fiir die Berechnung des Potentials in G:
drei fiktive Bildlinienladungsverteilungen aufserhalb von G

y
Losungsansatz fir (x,y) € G
O p(x,y) =
, N
SN A P1(%,¥) + @2(X,y) + 3(x, y) + @a(x, y) =
——— o o+ o
: \j J/ : X —tlog[(x — d)? + y*| + tlog[(x + d)? + y?|
=1-- 2 2

| J_ ! ! +log[(x — LY +y?] — tlog[(x + L +y?],

| |az a2 | | a2\2

| rivi | [+ d?+ y?][(x = ) +)?]

| I p(x,y) = tlog 2 .

! ! [Ce—dp+y2][(e+ Z) + 2]

1 d d 1 d

(2.13-2)

Gl. (2.13-1a) ist erflllt, da ¢; im Raumbereich G Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist, und ¢,, ¢3, ¢4in diesem Raumbereich Losungen der homogenen Differentialglei-
chung sind; (2.13-1b) ist — wie man unmittelbar sieht — erfiillt, bleibt noch zu tiberpriifen,

117



2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

ob auch (2.13-1c) erfullt ist. Mit

[R*+ d*+ 2Rd cos ¢|[R? + Z—: — ZR%2 cos ¢|

¢[R,¢] = tlog (2.13-3)

[R2+ d2— 2Rdcos ¢|[R2 + Z—; + ZR%2 cos |

folgt 4 2
[a® + d*+ 2ad cos ¢|[a® + % — 2a% cos @]

pla+, 9] = tlog

a4 a? ’
[a2+ d2—2adcos¢|[a2 + - t2a7 cos |
Multipliziert man den Bruch im Argument der Logarithmusfunktion im Zéahler und im
Nenner mit d2/a?, so erhilt man

2+d?+2ad d2+ a®— 2ad
ola+,d] :rlog%a +d?+2adcos¢|[d* + a adcos ¢| .

a2+ d2—2adcos¢|[d2 + a2+ 2ad cos ¢ | B

Das Potential ist also im Raumbereich G durch Gl. (2.13-2) bzw. durch Gl. (2.13-3) ge-
geben. Beachte, dass im gegebenen Beispiel ¢[R,$] — 0 fiir R — +oo gilt, obwohl die
Ladungsverteilung nicht rdumlich lokalisiert ist.

(c) Durch den diinnen geladenen Stab wird auf der Leiteroberfliache eine Flachenladungs-
verteilung influenziert, welche den Stab anzieht. Wir haben diese Flachenladungsvertei-
lung nicht berechnet. Um die Kraft f zu berechnen, welche pro Lingeneinheit auf den Stab
wirkt, benétigen wir diese aber nicht. Wegen der Aquivalenz zwischen dem eigentlichen
Problem und dem Ersatzproblem bzgl. des Raumbereiches G kénnen wir die Kraft f auf
den geladenen Stab als Summe der Krifte der drei Bildlinienladungen pro Ldngeneinheit auf den
Stab berechnen.

Mit der Formel aus der Angabe erhalten wir

a2
. 272 272 72 N 43 2
f_(thO’O) mit fx—_d_a_2+d+a_2—g——‘[ dz_a_4_E’
d d dz
2
4%
fo=—2|—2o 42|, (2.13-4)
x 2_a* d
dz2

2.14 (a) Unabhingigkeit von z: ¢(x,y) bzw. ¢[R, ¢]; laut Angabe soll ¢, = 0 sein

Ap(x,y) = —4ntd(x —Ry)8(y) fir R > a; (2.14-1a)
pla+,¢] =0 fir 0 < ¢ < 27. (2.14-1b)
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Bildladungsmethode?
eigentliches Problem Ersatzproblem fiir R > R,
y y
ST “~%=0
a Z N a
1 ~ 1 ™ N oA
zy, ™ : A ANIREE:
Leiter | Ro / |
| RS B ! |
| R ] R
0 0

Losungsansatz fir R > a

)
9(x,) = P1(x,y) + Pa(x,y) = —tlog[(x — Re)? + y*] + tlog[(x — Rﬁ’—o) +y?]+C

22 4 2
1 (x_:_o) + )2 o R2+1‘;_%—21‘:—0Rcos¢ .
=tlog——2—— + C = tlo + C = ¢[R, ¢].
g(x—RO)2+y2 gR2+R(2)—2R0Rcosgt‘> #IR. ¢l

Gl. (2.14-1a) ist erfiillt, da ¢; im Raumbereich R > a Lésung der inhomogenen Differential-
gleichung ist, und ¢, in diesem Raumbereich Losung der homogenen Differentialgleichung
ist. Es ist also nur noch die Randbedingung (2.14-1b) zu erfillen:

a? R}
pla+, ¢] =110gR—%+C=0 = C=Tlog§.

Ergebnis fiir das Potential:

4 2
R2+Z — 2% Rcos¢
Ry

R2
R,¢] =7lo 9 +
#LR.¢] SR R3— 2RyRcos ¢

RZ
tlog a—‘z) . (2.14-2)

Bemerkung: Mit der Randbedingung ¢[a+, ¢] = ¢ # 0 hitte man lediglich eine andere
additive Konstante im Potential erhalten (irrelevant fiir E(R, ¢), o(¢) und f).

Das elektrostatische Feld E ergibt sich fir R > a aus E = —grad ¢. In Zylinderkoordinaten

3Beim Problem leitende Kugelfliche/Punktladung hatten wir ¢’ = —(a/ro)q, rj = a/ry.
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

und Zylinderkomponenten angeschrieben (siehe Gl. (A.3-15)):

a2
[ R —Rycos¢ R_R_OCOS¢
ER(R,¢) = 27| ——3 - at a2 ’
| R +R0—2R0RCOS¢ R2+_2_2_Rcos¢.
R2 Ro
a? . ¢
- Rosi — sin -
Eg(R,§) = 27| ——— osing = U : (2.14-3)
| R+ R5— 2RpRcos¢ Rz 4+ a—z—za—Rcosgb-
R2 Ro
E,(R,¢) =0.

Wie dies der Fall sein muss gilt fir die Tangentialkomponente auf der Leiteroberfliche
Eg¢(a+,¢) = 0, aus der Normalkomponente Eg(a+, $) konnen wir die Flaichenladungsvertei-
lung auf der Leiteroberfliche berechnen.

(b) Aus DivE = 47ro folgt fir die Flichenladungsverteilung mit ng = ey
a2
a— Rycos¢ a—R—ocosqS

- ;
a2+ Rj—2aRpcos$  g24 L _ 2% ;0054
R “Ro

4no(¢) = E,, = Eg(a+,9) = 21

Multiplikation von Z&hler und Nenner im zweiten Summanden mit R3/a? und Addition
der Summanden gibt

T R(Z) — a2
27a a2 + R%— 2aRycos ¢ |

a(¢) = — (2.14-4)

Gesamtoberflachenladung 7j,5 pro Langeneinheit des Zylinders: Ry > a, df = ad¢dz

Zo+1 27 2
T do
Ting = a | dz | dpo(¢p) = —=— (RZ — a? =—71.
infl _[ ,/ $($) 277( 0 ),/az + R3— 2aRycos ¢
Zg 0 0
27
R3—a?

Bemerkung: Aufgrund der Zylindersymmetrie miissen alle von einer Ladngeneinheit des
geladenen Stabes ausgehenden Feldlinien auf derselben Lingeneinheit des Zylinderman-
tels enden.

(¢) Wegen der Aquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem
bzgl. des Raumbereiches R > a konnen wir die Kraft f auf den geladenen Stab als Kraft der
Bildlinienladung auf den Stab berechnen. Mit der Formel aus der Angabe erhalten wir

2R,
RZ—a2

f=-v
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2.15 Bildladungsmethode

eigentliches Problem Ersatzproblem firr < a

N\

/’\ \\\
[ oa\ A\
X 9\
e [O e,
~dg \ -2q / -4gq
T \\tj// Iy
a? o | 7 az
N o 17 &
Es liegt axiale Symmetrie vor, d. h. ¢ = ¢(r, 8, %), auflerdem gilt
p(r,8) = (r,m—9). (2.15-1)

Wegen cos( —9) = —cos§ und Pi(—¢) = (=1)!P(&) ergibt sich aus der Symmetrieeigen-
schaft von ¢ bezuglich 8, dass hinsichtlich der §-Abhingigkeit nur die Legendrepolynome
P,,(cos &) mit n € N, infrage kommen. Das obige Ersatzproblem liefert ,automatisch” ein
Potential mit diesen Symmetrieeigenschaften.

Potential im Hohlraum: Loésung der Poissongleichung
Ap(r,8) = —4nqd(r — rye,) + 8mqd(r) — 4mqd(r + rye;) (2.15-2)
fiir r < a mit der Randbedingung ¢(a, %) = @y:

a 2 2 a
o(r,9) = q q q =29 q q

(2.15-3)

Die Terme 1, 3 und 5 sind fiir r < a die dem Problem angepassten Partikuldrlésungen
der inhomogenen Differentialgleichung, die restlichen Terme sind fiir r < a Loésungen
der homogenen Differentialgleichung. Zu verifizieren bleibt nur noch die Erfillung der
Randbedingung.

Um die Erfillung der Randbedingung zu zeigen und den Grenziibergang ro — 0,
qré =: K zu untersuchen verwenden wir die Entwicklung

i [P(cos9)

o - it >0
rsre| —Z 1 _ 1 mit 7' >
+1 €z i=o s [ P(cos(rt—8)) =(—1)"P(cosI)
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

fir ry < r < a. (Zur Bedeutung von r. und r., siehe (A.2-14).) Daraus folgt, dass sich die
Terme mit ungeraden [ zwischen den Beitrdgen der Ladungen +q an den Stellen (0,0, )
und (0, 0, —ry) wegheben und ebenso die Beitrige von deren Bildladungen. Die Beitrige
mit geraden [ sind jeweils gleich und addieren sich. Ergebnis:

2n

sl I a r’n
p(r,9) =2q), # -
n=1

% (az )2n+1
ro

lPZn(COSS) + ¢ fir ry<r<a. (2.15-4)

Randbedingung: ¢(a,8) = ¢y v/
Grenzilibergang ry — 0, qré =: K

s ,,02n rgn,,Zn
go(r,‘S) = 2qn§1 o+l - W PZn(COS‘S) + ®o>

2K 7
p(r,8) — ¢@o+ = (1 — E)Pz(cos 9). (2.15-5)
2.16 (a) Bildladungsmethode
eigentliches Problem Ersatzproblem fiir R < R,

1 """ :
27 7

Unabhéngigkeit von z: ¢(x,y) bzw. ¢[R, ¢]

7 TSI
7z S| L
Leiter// - ' |

Ap(x,y) = —4ntd(x — Ry)8(y) fiir R< a; (2.16-1a)
pla—,¢] =0 fir 0 < ¢ < 27. (2.16-1b)
Losungsansatz firR < a
a?\2
P(x.y) = 1% ) + @a(x.y) = ~tlog[(x = Ro)* + y?] + 7log[(x — =) + ¥+ C
4 2
(x_a_2)2+y2 R2+a——2;—oRcos¢

R R3
=7tlog——2 _ + C=rlo 9
S —Ro2+ »? ‘Rt R3 — 2RyRcos ¢

+ C =9[R, ¢l.
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Gl. (2.16-1a) ist erfiillt, da ¢; im Raumbereich R < a Lésung der inhomogenen Differential-
gleichung ist, und ¢, in diesem Raumbereich Loésung der homogenen Differentialgleichung
ist. Es ist also nur noch die Randbedingung (2.16-1b) zu erfiillen:

a? R}
pla— ¢l = TlogP +C=0 > C=rlog

_0 .
0 a?
Ergebnis fiir das Potential:

R
R +R(2) 2R0Rcos¢

+7
R2+ R3— 2RyRcos ¢

N|joN

®[R, ¢] = tlog log 7 (2.16-2)

Bemerkung: Mit der Randbedingung ¢[a, ¢] = ¢y # 0 hdtte man lediglich eine andere
additive Konstante im Potential erhalten (irrelevant fiir E(R, ¢), o(¢) und f).

Das elektrostatische Feld E ergibt sich fiir R < a aus E = —grad ¢. In Zylinderkoordinaten
und Zylinderkomponenten angeschrieben (siehe Gl. (A.3-15)):

a2
[ R—Rycos¢ R_R_OCOS¢
Er(R,¢) =21 5 - - - ,
_R2+R0—2R0RCOS¢ R2 4+ a__za_Rcos¢_
R? Ry

a? .

- — sin .

Rysing Ro ¢ (2.16-3)

E4s(R, =27 -
#(R. ¢) | R+ R§— 2RoRcos$ Rz 4 ;—:—21‘:—2Rcos¢-
0 0

E,(R,$) =0.

Wie dies der Fall sein muss gilt fur die Tangentialkomponente auf der Leiteroberflache
E¢(a—,¢) = 0, aus der Normalkomponente Er(a—, ¢) konnen wir die Flaichenladungsvertei-
lung auf der Leiteroberflache berechnen.

(b) Aus DivE = 4ro folgt fiir die Flachenladungsverteilung mit ng = —eg

a2
a— Rycos¢ a_R_OCOS¢

- >
a2+R%—2aROCOS¢ a2+ a_4_2a_2acos¢
R3 Ro

4mo(¢) = En = —Eg(a—, ¢) = —27

Multiplikation von Z&hler und Nenner im zweiten Summanden mit R3/a? und Addition
der Summanden gibt

T a®— R%
27ma g2 + RE— 2aR,cos ¢

o($) = — (2.16-4)
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Gesamtoberflachenladung ;¢ pro Ladngeneinheit des Zylinders: a > Ry, df = ad¢dz

Zo+1l 27

Tinfl = afdzfd¢0(¢) ——(a - 0)_[ a2+ R3 — zaRocosqb -

27T
2_p2
a“—R;

Bemerkung: Aufgrund der Zylindersymmetrie miissen alle von einer Lidngeneinheit des
geladenen Stabes ausgehenden Feldlinien auf derselben Langeneinheit des Zylinderman-
tels enden.

(c) Wegen der Aquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem
bzgl. des Raumbereiches R < a konnen wir die Kraft f auf den geladenen Stab als Kraft der
Bildlinienladung auf den Stab berechnen. Mit der Formel aus der Angabe erhalten wir

f=7

— e,.
a?—R3

2.17 Unabhéngigkeit von z bedeutet ¢ = p(R, ¢); Egr = Er(R,¢), Ey = E4(R, ), E; = 0;
g =0(¢).
Da die Quellen von E, im Unendlichen liegen, gilt im Aufsenraum des Zylinders divE = 0,
und das Potential erfiillt fiir R > a die Laplacegleichung. Es ist deshalb klar, dass der ein-
fachste Losungsweg mit der Berechnung des Potentials beginnen wird. Die dabei bendtigte
asymptotische Bedingung fiir das Potential ergibt sich aus der asymptotischen Beziehung

E(r) —— E, = Egcospeg — Egsingp ey
R—>+

fur die Feldstarke.

Feldgleichung, Randbedingung und asymptotische Bedingung fiir das Potential sowie vorgegebene
Ladung pro Lingeneinheit des Zylinders

Feldgleichung fiir R > a: A@(R,$) =0 Laplacegleichung; (2.17-1a)
Randbedingung firR = a: ¢(a,$) = ¢q; (2.17-1b)
asymptotische Bedingung: ¢(R — +o0,¢) ~ —EgRcos¢; (2.17-1¢)
Ladung pro Langeneinheit des Zylinders:
27 27
a f dpo(d) = dgp 22 &9 ‘MR ?) ) (2.17-1d)
0 o

Der Wert von ¢, ist dabei physikalisch bedeutungslos.
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Losungsansatz fiir das Potential, welcher (2.17-1a) bis (2.17-1c) erfillt:

®(R,$) = @g+dylog g + an(% - %) cos¢ fur R> a. (2.17-2)

Die Konstante d ist mit Hilfe von (2.17-1d) zu bestimmen.

Mit dem Loésungsansatz (2.17-2) folgt

dp(R,¢) _ d a?
_a—R 120 +E0(1 + RZ)COS¢, (217_33)
5 R,

§DgR ¢) . % + 2Eycos ¢ = 4mo(). (2.17-3Db)

Einsetzen von a(¢) aus Gl. (2.17-3b) in die Bedingung (2.17-1d) liefert

dy = -2, (2.17-4)
und damit folgt
R a R ..
?(R,9) = ¢ — 2‘flog -+ an(E — E)cosgb fir R > a, (2.17-5a)
E,
o(¢) = 27ra +5r 9 cos . (2.17-5Db)

Das elektrostatische Feld E ergibt sich fir R > a aus E = —grad ¢. In Zylinderkoordinaten
und Zylinderkomponenten angeschrieben (siehe Gl. (A.3-15)): E, = 0 und

a?

Er(R,¢) = +E0(1+R2)

cos ¢, (2.17-63a)

2

Ep(R,¢) = EO(— + %)sind). (2.17-6h)

2.18%
Vorbemerkung: Bei dieser Aufgabe handelt es sich im engeren

Sinne nicht um eine Randwertaufgabe bei Anwesenheit eines
Leiters, sondern um eine Aufgabe mit Anschlussbedingungen
im Bereich eines unendlich diinnen Leiters.

Ich definiere zwei Raumgebiete: G;: r<a,0< 8 < 3

Gy: r <a, 3 <9 <7 (siehe die Abbildung).

Im Bereich der Kreisscheibe muss DivE = 4o gelten.
Mit n = —ey fiir § = Z (Normalenvektor n: positive
Orientierung von G, nach G;; sieche Anhang (A.4-1))
lautet die Anschlussbedingung fiir E

DivE = n'El — n‘E2 = 89'E2 - e9'E1 = E2’19 —E1,19 =4ro. (218‘1)
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Das elektrostatische Feld ist in G; und G, quellenfrei. Das Potential erfiillt daher in G; und
G, die Laplacegleichung. Da axiale Symmetrie bzgl. der z-Achse vorliegt, kann das Potential
nicht von ¢ abhingen.

Feldgleichung A@(r,8) =0 in G;und G,; (2.18-2a)
Anschlussbedingungen fiirr <aund § = 7
P(r912) =, 817) =V, (2.18-2D)
10¢(r,9) 1 0¢(r,8) _ ) i
F 39 51z F 39 Sig_ 47o(r); (2.18-2¢)
Regularitit in G, und G, (2.18-24d)

Losungsansatze fiir G, und G,:

0,(r, ) = Ay +ZAZ(£)IP1(COS19); (2.18-3a)
=1

0,(r,9) = By +ZBI<£)ZPI(COSS). (2.18-3D)
I=1
Diese Ansétze erfiillen (2.18-2a) und (2.18-2d).

Neben der axialen Symmetrie bzgl. der z-Achse liegt auch Spiegelsymmetrie bzgl. der
Ebene z = 0 (8 = Z) vor: Forderung ¢,(r, 7w —9) = ¢1(r,9) =

B =(-1!4;, 1=0,1,2,... (2.18-4)
Zwischenergebnis: 0 "~
o1(r,9) =Ag + ZAI(E) P;(cos9); (2.18-5a)
I=1
@a(r,9) = Ag + D (1)1, (%)IPI(COS 9). (2.18-5h)
=1

Damit ist auch die Stetigkeitsbedingung fiir das Potential fiir r < a, $ = 7 erfillt. Um die
Anschlussbedingung (2.18-2b) ganz zu erfiillen muss noch ¢,(r, ) = @,(r,9) = V verlangt
werden:

o0
Vid T ' \2n
o1(r,3) =@a(r,3) =Ap + nz_:lAzn(a> Py(0) =V, Vr<a =

Ag=V; Ay =0, n=1,23,.. (2.18-6)

Neues Zwischenergebnis:

i r\2n+1
pi(r,8) =V + 2 Azn+1 (a) " Popy1(cos 8);
n=0 (2.18-7)
r\2n+l
P, ) =V = > Ayppy (a) " Pas1(cos 9).
n=0
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Zusammengefasst:
2n+1
@(r,9) =V + sign(cos 3) 2 Arnit (a) Psp41(cosd) in Gyund G,. (2.18-8)

Die Bestimmung der Koeffizienten A,, .1, n =0, 1,2, ..., erfolgt mithilfe der Anschlussbe-

dingung (2.18-2c¢):
5q01(r,19) _ 5@2(1’,8) _ )
09 le=Z 39 8=§_ 4rro(r). (2.18-9)

Die Binomialentwicklung von 4zo(r) fir r < a (R =r fir 8 = %)

4mo(r) = \/17 4:‘11—11_5_4‘/12( 1)n< )( )

a2

gibt flr die ,rechte“ Seite von Gl. (2.18-9)

dzro(r) = —Z( 1)”( _)( )Z"H. (2.18-10)

Nun zur ,linken® Seite von Gl. (2.18-9). Mit ¢, ¢, Gl. (2.18-7) erhilt man

3¢, (r,9) _ 9py(r,9) e ry2n+1 dPyu41(cos9) ]
35 lo=z™ T a8 ls=z” 23 A g) FER PRESIC s
Nun kommt die Formel aus der Angabe zum Zug:
dP cosd , .
% oz ™ [P2n+1(00519)(—51n19)]|9=§
’ . (2.18-12)
=—P},.1(0) = —(2n+1)< 2)
Aus (2.18-9) bis (2.18-12) erhalten wir
dp:1(r,9) _ 0py(r, ) AV, - r\2n+1
39 le=z” 88 ls=n” 7 Z( (2 )(E)
2 2 n=0 (2.18-13)

= —2§0A2n+1 (L) @n+ 1)<_%)

Da diese Beziehung fiir alle r < a gelten muss, kann man einen Koeffizientenvergleich

durchfiihren. Ergebnis:
urchfiihren. Ergebnis 2V (—1ynH!

o sl (2.18-14)

A1 =

Einsetzen in Gl. (2.18-8) ergibt die zu beweisende Formel fiir das Potential fiir r < a:

O 1\n
@(r,9) = V —sign(cos9) %/ én i_) 7 (2)2n+1192n+1(cos 93). (2.18-15)
n=0
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbstindig l6sen konnte, kann die folgenden zusétzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen iiberspringen. Wer jedoch i. Allg. den Losungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben {iberpriifen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlésungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T2.1
Vor einer leitenden Ebene £ (€ ... z = 0)
befinden sich im Vakuum zwei Punktla- X
dungen q; = q, g = —q an den Orten & G:z>0
r; = 2de,, r, = de, (siehe die Abbildung).
Berechne die auf die Punktladung q; wir-

kende Kraft F. -9 +q
137 ¢? 2 / : | Z

Ergebnis: F = ~1a %ez = —0,95139 %ez. 1 d | i

2 1
Ohne leitende Ebene hétte man F = —% e,. 2d v
Vergleiche mit dem Hinweis am Ende von
Aufgabe 8.9.

T2.2

Vor einer leitenden Ebene £ (€ ... z = 0)
befinden sich im Vakuum zwei Punktla-

(b) Berechne die auf der leitenden Ebe-
ne im Punkt (a, 0, 0) influenzierte Fli- 7 94
chenladungsdichte o.

dungen q; = q, ¢ = —q an den Orten 1x
r. = (a,0,q), r, = (—a,0,a) (siche die Ab- 9 G:z>0
bildung). -9 _o+q
(a) Berechne die auf die Punktladung q; ia
wirkende Kraft F. | Z
a

i o= 9 (L _
Ergebnis zu (b): ¢ = 27ra2(5\/§ 1)

T2.3 Ein allseitig unendlich ausgedehnter Leiter hat einen kugelformigen Hohlraum
vom Radius a. Der Leiter befindet sich im Feld einer Punktladung q, welche im Hohlraum
im Abstand ry < a vom Kugelmittelpunkt ruht. Der Ursprung des Koordinatensystems
soll in den Kugelmittelpunkt, und die z-Achse soll durch den Ort der Punktladung gelegt
werden.
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Testaufgaben

(a) Berechne die elektrische Feldstarke E im Hohlraum.

(b) Berechne die auf der Kugelflache r = a influenzierte Flachenladungsdichte o sowie
die zugehorige Gesamtladung qjnf-

(c) Berechne die Kraft F, welche auf die Punktladung wirkt.

Verwende einen Bildladungsansatz (siehe Aufgabe 2.1 und Aufgabe 2.16.)
Siehe auch die Testaufgabe T3.2.

T2.4

(@) Eine isolierte Leiterkugel befindet sich im Feld einer ruhenden Punktladung +q (Ku-
gelradius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung, Ort der Punktladung rg = rge,,
ro > a). Was ist die kleinste Ladung Q > 0, die auf die Leiterkugel aufgebracht werden
muss, damit die Oberflichenladung auf der Kugeloberfldche tiberall positiv ist?

(b) Eine isolierte Leiterkugel befindet sich im Feld einer ruhenden Punktladung —q (Ku-
gelradius a, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung, Ort der Punktladung r, = rye,,
ro > a). Was ist die kleinste Ladung Q > 0, die auf die Leiterkugel aufgebracht werden
muss, damit die Oberflichenladung auf der Kugeloberflache tiberall positiv ist?

Anleitung: Verwende die Bildladungsmethode. Wer bereits die Aufgabe 2.1 bearbeitet hat, kann
die dortigen Formeln benittzen.

a?(3rg—a) _. . _ a*Grota)
ro(ro—a)2 *’ (®) Qmin = ro(ro+a)?

Ergebnisse: (@) Qmin =

T2.5 Aufderhalb einer geerdeten Leiterkugel mit dem Radius a befinden sich im Vaku-
um auf gegentiiber liegenden Seiten in den Abstinden 2a bzw. 4a vom Kugelmittelpunkt
auf einer durch den Kugelmittelpunkt gehenden Geraden zwei positive Punktladungen Q,
q (siehe die Abbildung).

Welche Bedingung miissen die Ladungen Q, q erfiillen, damit die Ladung q vom Rest der
Anordnung abgestofsen wird?
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Verwende die Bildladungsmethode (siehe Aufgabe 2.1 und Aufgabe 2.16.)

T2.6 -
= d______

Eine Leiterebene &£ hat eine halbkugel- § T
féormige Ausbuchtung 4 vom Radius a. = i
Eine Punktladung q befindet sich gegen- a A !
tiber dem Zentrum der Ausbuchtung im e ‘
Normalabstand d > a von der Ebene £ q z
(siehe die Abbildung). Der Leiter ist ge- ;
erdet, d. h. mit dem Unendlichen leitend = G:z>0,r>a
verbunden. =P

(a) Berechne das Potential im Raumgebiet G mithilfe der Bildladungsmethode.

(b) Berechne die auf der Ausbuchtung influenzierte Flichenladungsverteilung o ,(8) und
die zugehorige Gesamtladung q ,. Gib auch die entsprechenden Gréfsen og(x, y) und
qe sowie die gesamte Influenzladung q , + q¢ an.

(c) Berechne die Kraft, welche auf die im Raumgebiet G befindliche Punktladung q wirkt.

T2.7 Vor einer leitenden Ebene € (€ ... z = 0) befindet sich im Vakuum eine diinne
Isolator-Halbkugelschale mit dem Radius a, der Gesamtladung q und dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung. Die Ladung q sei auf der Halbkugelschale geméfs o(8) = gycosd
verteilt.

(a) Berechne mithilfe der Bildladungsmethode im gesamten Halbraum z > 0 das Potential
@ und die Feldstarke E.

(b) Welcher Bruchteil der gesamten auf der leitenden Ebene influenzierten Ladung befin-
det sich auf dem Flachenstiick {z = 0,R < a}?

Beachte: cos & = P(cos9).

T2.8 Ein unendlich ausgedehnter Leiter hat einen zylindrischen Hohlraum, dessen
Querschnitt ein Viertelkreis mit dem Radius R ist. Im Inneren dieses Hohlraumes befindet
sich ein dazu paralleler unendlich langer diinner geladener Stab mit der positiven Ladung
7 pro Langeneinheit, dessen Lage im Hohlraum gemafs Abbildung 1 durch die Abstdande
a, b gegeben ist. Der Leiter ist auf dem Potential null.
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Testaufgaben
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(@) Schreibe die Differentialgleichung fiir das Potential ¢ im Hohlraum sowie die zugeho-

rigen Randbedingungen an.

(b) Zu berechnen ist das Potent

ial ¢ im Hohlraum. Verifiziere, dass der Leiter fir das

Potentialproblem im Hohlraum durch die in Abbildung 2 gezeigten sieben fiktiven

Linienladungen (Bildladunge

n) ersetzt werden kann.
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

T2.9 Berechne fiir die in Punkt (b) von Aufgabe 2.4 erhaltene Flichenladungsvertei-
lung (2.4 -10) mithilfe der Definitionsformeln (A.6-25) der sphirischen Multipolmomente
die Multipolmomente mit [ < 3 und vergleiche mit dem Ergebnis (2.4-12), (2.4-13) von
Punkt (d) der Aufgabe 2.4.
Anleitung: Die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln fiir die sphirischen Multipolmomente
konnen dabei als bekannt angesehen werden.

T2.10

%/—
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Q// \\ N
/ \W‘ o
© \

Zwei konzentrische diinnwandige leitende Kugel-
schalen mit den Radien a, b (b > a) sind durch einen
Schnitt langs der Ebene <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>