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Verba docent,
exempla trahunt.

Vorwort
Die Übungsaufgaben dieser Sammlung stammen aus meiner langjährigen Lehrtätigkeit an der

Technischen Universität Wien.

Die Aufgabensammlung will den Studierenden helfen, selbständig Aufga-
ben zu den Grundlagen der Elektrodynamik und der Speziellen Relativi-
tätstheorie zu lösen und sich diese Grundlagen damit wirklich anzueignen.

Im Vordergrund steht deshalb die systematische Anwendung, Illustration und Vertiefung des
Stoffes einer Standardvorlesung über Elektrodynamik und Relativitätstheorie. Neben Aufgabenmit
detailliert ausgearbeiteten Lösungen enthält die Sammlung Formelanhänge und „Testaufgaben“
zum vollständig selbständigen Bearbeiten, welche die Möglichkeit geben sollen, zu überprüfen, ob
man wirklich gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.
Bis auf wenige Ausnahmen habe ich grundsätzlich nur Aufgaben aufgenommen, die nachmeiner

Erfahrung der/die begabte undmit dem Stoff einer Standardvorlesung vertraute Student/Studentin
selbständig lösen kann. Durch entsprechende Formulierung der Angaben (Unterteilung in einzelne
Punkte, versteckte Hinweise innerhalb der Angaben undAnleitungen imAnschluss an die Angaben)
konnten auch einige verhältnismäßig schwierige Probleme einbezogen werden. Viele Aufgaben
oder Teile davon können auch sehr gut bei Prüfungen eingesetzt werden.
Dem Spektrum der Begabung, des Interesses und der Vorbildung der Studierenden versuche ich

nicht nur mit Aufgaben von verschiedenem Schwierigkeitsgrad, sondern auch durch eine Strategie
der abgestuften Anforderung gerecht zu werden: Aufgabenmit „Stern“ sollen die Tüchtigen und
Ehrgeizigen herausfordern, wer sie nicht ganz selbständig lösen kann weiß, dass er sich nicht
kränkenmuss; Lösungshinweise im Anschluss an die Angabe laden zu einem neuen Anlauf unter
leichteren Startbedingungen ein; eine bis ins Detail ausgeführte Ausarbeitung der Lösung soll
dem Gescheiterten weiteren Anstoß und Kontrollmöglichkeit auf allen Stufen des Lösungsweges
geben; weiterführende Diskussionen und Bemerkungen im Anschluss an viele Lösungen bieten
vertiefende Ergänzungen an und zeigen Zusammenhänge mit anderen Aufgaben auf. Durch diese
Vorgangsweise konnte der Aufgabensammlung ein gewisser Lehrbuchcharakter gegeben werden.
– Der Leser/die Leserin sollte von jeder der gebotenen Hilfestellungen erst bei einem Scheitern
nach ernsthaftem Bemühen Gebrauch machen. Detailliert ausgearbeitete Lösungen stellen zweifel-
los eine Verlockung zu einem bequemen Durchblättern und „Überfliegen“ dar. Als Lernmethode
verspricht diese Vorgangsweise keinen Gewinn von bleibendemWert.
Dass ich 𝑩 als magnetische Feldstärke und nicht als magnetische Induktion bezeichne, hat ei-

nen fundamentalen Grund. In der mikroskopischen Elektrodynamik (Maxwell-Lorentz-Theorie)
bezeichnet man jene Feldgrößen, welche in das Kraftgesetz für eine Testladung1 eingehen, als
elektrische Feldstärke 𝑬 undmagnetische Feldstärke 𝑩. Die Feldgröße 𝑩 dermakroskopischen Elektrody-
namik (Elektrodynamik der kontinuierlichen Medien) stellt aber den räumlichen Mittelwert des
mikroskopischen 𝑩-Feldes dar (ausmitteln der atomaren Struktur) und verdient deshalb ebenfalls

1Lorentzkraft



Vorwort

den Namen magnetische Feldstärke. Die Feldgröße 𝑯, die aus historischen Gründen in vielen
Vorlesungen und Büchern als magnetische Feldstärke bezeichnet wird, nenne ich magnetische
Verschiebung oder einfach𝑯-Feld.
Dass ich bei den Aufgaben und in den Formelanhängen das gaußsche cgs-System verwende, hat

ebenfalls einen fundamentalen Grund. Im gaußschen cgs-System enthalten die Maxwellgleichun-
gen im Vakuum neben den Feldstärken, der Ladungsdichte, der Stromdichte und den Raum-Zeit-
Koordinaten lediglich die universelle Naturkonstante 𝑐, während im SI-System in die Maxwellglei-
chungen zwei rein maßsystembedingte Konstanten 𝜀0, 𝜇0 (mit 𝜀0𝜇0 = 1/𝑐2) eingehen, denen nur
solange physikalische Bedeutung zukam, solange die Existenz eines materiellen Äthers angenom-
menwurde. Überdies lehrt uns die Relativitätstheorie, dass elektrisches Feld undmagnetisches Feld
keine fundamentalen Begriffe sind: fundamental ist der Begriff elektromagnetisches Feld. In der offen-
sichtlich lorentzkovarianten Formulierung der Elektrodynamik wird das elektromagnetische Feld
durch ein antisymmetrisches Vierertensorfeld2, den Feldstärketensor, beschrieben. Im gaußschen
cgs-System haben die Komponenten von 𝑬 und 𝑩 gleiche Dimension, und im Feldstärketensor
stehen die drei Komponenten von 𝑬 und die drei Komponenten von 𝑩, während im SI-System
die Komponenten von 𝑬 und 𝑩 verschiedene Dimension besitzen und im Feldstärketensor die
Komponenten von 𝑬/𝑐 und 𝑩 stehen – begrifflich nicht der wahre Jakob.3 Bei der Diskussion von
konkreten Ergebnissen anhand von Zahlenbeispielen gehe ich aber immer dann zu SI-Einheiten
über, wennmir – wie wohl auch dem Leser – die gaußschen cgs-Einheiten nichts „sagen“. Wer weiß
schon, ob 3,4 ⋅ 10−3 erg1/2 cm−1/2 eine hohe oder niedrige elektrische Spannung ist? Hört man, dass
dies 1Volt entspricht, so weiß man Bescheid. Die für derartige Umrechnungen benötigte Tabelle
steht dem Leser im Anhang B zur Verfügung.
Als seit zwanzig Jahren im Ruhestand befindlicher Universitätslehrer habe ich keine Studie-

renden zum Korrekturlesen. Bei aller Sorgfalt ist es infolge Betriebsblindheit und allgemeiner
menschlicher Unzulänglichkeit unvermeidlich, dass sich bei der jüngsten Erweiterung Fehler
eingeschlichen haben. Deshalb mein Ersuchen an alle Leserinnen und Leser: Schreiben Sie mir bitte,
wenn Sie Fehler entdecken.

Wien, Jänner 2024 Dietrich Grau
d.grau@kabsi.at

http://www.dietrich-grau.at/

2Ein solches Vierertensorfeld besitzt sechs unabhängige Komponenten.
3Für den Experimentalphysiker haben diese Argumente nicht die höchste Priorität, er bevorzugt ein Maß-
systemmit messtechnisch möglichst präzise reproduzierbaren Standards, und das ist das SI-System.
Aus demselben Grund ist das SI-System auch für Technik undWirtschaft gesetzlich vorgeschrieben.
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Teil I

Aufgaben mit Lösungen und Testaufgaben





1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen
im Endlichen

Angaben

1.1 Eine unendlich ausgedehnte ebene Platte der Dicke 𝑑 sei homogen geladen mit
der Raumladungsdichte 𝜌0 . Berechne das elektrostatische Potential 𝜑 und die zugehörige
Feldstärke 𝑬.
Anleitung: Wähle die 𝑧-Richtung senkrecht zur Platte und die 𝑥𝑦-Ebene als Symmetrieebene der
Platte. Welche Symmetriebeziehungenmüssen 𝜑(𝑧) und 𝐸𝑧(𝑧) erfüllen?

Siehe auch die Testaufgabe T1.1.

1.2

(a) Vorgegeben sei eine allgemeine sphärisch symmetrische statische Ladungsverteilung
𝜌(𝑟) mit endlicher Gesamtladung 𝑞, welche im Ursprung keine δ-förmige Singularität
besitzt. Berechne

(a1) das elektrostatische Potential 𝜑;

(a2) das zugehörige elektrostatische Feld 𝑬;

(a3) die zugehörige elektrostatische Feldenergie𝑊e (elektrostatische Selbstenergie
plus innere Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilung).

(b) Spezialisiere die Ergebnisse auf

(b1) den Fall eines homogen geladenen Kugelvolumens (Raumladungsdichte 𝜌0);

(b2) den Fall einer homogen geladenen Kugelfläche (Flächenladungsdichte 𝜎0).

(c) Spezialisiere das Ergebnis für das Potential 𝜑(𝒓) auf den Fall eines Wasserstoffatoms
imGrundzustand. Dabei soll derKern als imUrsprung ruhendePunktladungbehandelt
und für die Dichte der Elektronladung−𝑒 |𝑢100(𝒓)|2 angesetzt werden, wobei

𝑢100(𝒓) =
1

(𝜋𝑎3H)1/2
𝑒−𝑟/𝑎H , 𝑎H ≔ ℏ2

𝑚e𝑒2
(1 + 𝑚e

𝑚p
)

die quantenmechanische Grundzustands-Wellenfunktion des Elektrons und 𝑒 die
Elementarladung ist.

3



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(d) Für den mittleren Radius 𝑅0 eines Atomkerns der Massenzahl 𝐴 gilt

𝑅0 = (0,39 + 1,15𝐴1/3)⋅10−13 cm.

Welches Ergebnis erhält man für den Maximalwert des Betrages der zugehörigen
elektrischen Feldstärke, wennman den Kern als homogen geladenes Kugelvolumen
idealisiert? Welche Zahlenwerte erhält man speziell für die Kerne 8O

16, 82Pb
208 in cgs-

bzw. in SI-Einheiten?

(e) Bei der quantenmechanischen Behandlung der Spektren des Wasserstoffatoms und
der wasserstoffähnlichen Atome wird der Kern gewöhnlich als punktförmig idealisiert
und für den wellenmechanischen Hamiltonoperator wird entsprechend

𝐻0 = − ℏ2
2𝑚 Δ− 𝑍𝑒2

𝑟
angesetzt. Welcher „Störoperator“𝑊 ist zu𝐻0 hinzuzunehmen (𝐻 = 𝐻0 +𝑊 ), wenn
man den Kern als homogen geladenes Kugelvolumen vom Radius 𝑅0 (𝑅0 s. Punkt (d))
behandelt?

(f) Bei einem Vorläufer des bohrschen Atommodells, dem thomsonschen Atommodell,
wurde angenommen, dass 𝑍 punktförmige Elektronen im Inneren einer homogen
geladenen kugelförmigen „Wolke positiver Elektrizität“mit der Gesamtladung 𝑞 = +𝑍𝑒
und einem Radius 𝑅0 ∼ 10−8 cm „schwimmen“.

Welche Art von Bahnkurve würde man in einem solchen Modell für das Elektron eines
Wasserstoffatoms erhalten, wennman wie im bohrschen Atommodell die Strahlungs-
dämpfungskraft durch ein Ad-hoc-Postulat ausschließt?

Hinweis zu (a3): Die elektrostatische Feldenergie im Vakuum ist allgemein durch

𝑊e =
1
8𝜋
∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑬2(𝒓)

gegeben, was sich im Fall natürlicher Randbedingungen in den Ausdruck

𝑊e =
1
2
∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝜌(𝒓) 𝜑(𝒓)

umformen lässt.
Unbestimmtes Integral zu Punkt (c):

∫𝑑𝜉𝜉𝜈 𝑒−𝛼𝜉 = −[
𝜉𝜈
𝛼 + 𝜈𝜉𝜈−1

𝛼2 + 𝜈(𝜈 − 1)𝜉𝜈−2
𝛼3 +…+ 𝜈!𝜉

𝛼𝜈 + 𝜈!
𝛼𝜈+1 ]𝑒

−𝛼𝜉 + 𝐶, 𝜈 ∈ ℕ0 .

Hinweis zu (d): 1 erg1/2 ⋅ cm−3/2 =̂ 10−6 𝑐0 V/m; dabei ist 𝑐0 ≡ 2,99792458 ⋅1010 der Zahlenwert der
in cm/s angegebenen Vakuumlichtgeschwindigkeit.

Allgemeine Formeln zur Elektrostatik im Vakuum: siehe Anhang A.6.1.

Testaufgaben zum Selbstüben: T1.1, T1.3, T1.5 und T1.7.
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Angaben

1.3 Betrachte zwei Kugelflächenmit Radien 𝑅0, 𝑟0, deren Zentren um 𝒂 gegeneinander
verschoben sind, wobei |𝒂| + 𝑟0 < 𝑅0 sei (sie-
he die Abbildung). Der Volumsbereich zwi-
schen den beiden Kugelflächen sei homogen
geladen (Raumladungsdichte 𝜌0). Berechne
das elektrostatische Potential 𝜑 und das zu-
gehörige elektrostatische Feld 𝑬 in dem von
der inneren Kugelfläche eingeschlossenen la-
dungsfreien Hohlraum.

Wer zuvor schon die Aufgabe 1.2 bearbeitet hat, kann das Ergebnis von Punkt (b1) der Aufgabe 1.2
verwenden.

Testaufgabe zum Selbstüben: T1.6.

1.4
Zwei parallele unendlich lange dünne Stäbe mit Ab-
stand 2𝑏 tragen entgegengesetzt gleiche Ladung vom
Betrag 𝜏 pro Längeneinheit (siehe die Abbildung).

(a) Berechne das elektrostatische Potential 𝜑 und das
zugehörige elektrostatische Feld 𝑬. Was ergibt sich
daraus für 𝑅 ≫ 2𝑏?

(b) Zeige, dass die Äquipotentialflächen Kreiszylinder-
flächen

(𝑥 − 𝑥0)2+ 𝑦2 = 𝑅20
sind. Welche Werte besitzen 𝑥0 und 𝑅0 für die Äqui-
potentialfläche 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑0 mit vorgegebenem 𝜑0?

(c) Berechne die Kräfte, die pro Längeneinheit auf die
Stäbe wirken.

Siehe auch die Aufgabe 1.5 und die Aufgabe 2.6.

1.5 Berechne das elektrostatische Potential 𝜑 und das elektrostatische Feld 𝑬 eines
homogen geladenen unendlich dünnen zylindrischen Stabes mit der Länge 𝐿 und der
Gesamtladung 𝑄, welcher sich mit Stabmitte im Ursprung auf der 𝑧-Achse befindet.

(a) Zeige, dass Potential und Feldstärke im Grenzfall 𝐿 → 0+, 𝑄 fest, in die Ausdrücke für
das Coulombfeld einer Punktladung übergehen.

(b) Zeige, dass die Feldstärke im Grenzfall 𝐿 → +∞, 𝜏 = 𝑄/𝐿 fest, in die in Aufgabe 1.4
berechnete Feldstärke des unendlich langen unendlich dünnen Stabes mit der Ladung
𝜏 pro Längeneinheit übergeht.

Testaufgabe zum Selbstüben: T1.11.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

1.6

Ein Hohlzylindervolumen mit der Höhe
ℎ, dem inneren Radius 𝑎 und dem äuße-
ren Radius 𝑏 sei homogen geladen mit der
Raumladungsdichte 𝜌0. Die Zylinderach-
se falle mit der 𝑧-Achse zusammen, und
die Ebene 𝑧 = 0 sei die Basisebene des
geladenen Volumsbereiches (siehe die Ab-
bildung).
Berechne die elektrostatische Feldstärke
fürPunktePaufder𝑧-Achsemit𝑧 > ℎ.Was
ergibt sich daraus im Fall 𝑧 ≫ ℎ, 𝑧 ≫ 𝑏?
Siehe auch die ähnliche Aufgabe 4.6 in der Ma-
gnetostatik.

1.7 Zwei elektrische Punktdipole mit den Momenten 𝒑1, 𝒑2 ruhen an den Stellen 𝒓1
bzw. 𝒓2 . Berechne die elektrostatische Wechselwirkungsenergie𝑊

(e)
12 als Funktion von

𝑹 ≔ 𝒓2− 𝒓1 sowie die Kräfte zwischen den Dipolen.

(a) Berechne die Kräfte speziell für den Fall, dass die Vektoren 𝒑1, 𝒑2, 𝑹 gleichgerichtet
parallel sind. (Der Leser mache eine Skizze.) Ziehen sich die Dipole an oder stoßen sie
einander ab?

(b) Berechne die Kräfte speziell für den Fall, dass die Vektoren 𝒑1, 𝒑2 gleichgerichtet
parallel, aber senkrecht zu 𝑹 sind. (Der Leser mache eine Skizze.) Ziehen sich die
Dipole an oder stoßen sie einander ab?

Anleitung: Das elektrostatische Feld eines elektrischen Punktdipols soll als bekannt angesehen
werden. Hat man𝑊 (e)

12 (𝑹) berechnet, so erhält man die Kräfte am einfachsten aus (beachte die
Definition von 𝑹)

𝑭2(𝑹) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝑹𝑊
(e)
12 (𝑹) = −𝑭1(𝑹) .

1.8*

(a) Eine unendlich lange dünne Zylinderschale (Radius 𝑎, 𝑧-Achse = Zylinderachse) trägt
eine Flächenladung 𝜎(𝜙). Berechne ausgehend von der Poissongleichung das elektro-
statische Potential 𝜑 im Innen- bzw. im Außenraum der Zylinderschale.
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Angaben

(b) Wende die Formeln von (a) auf den Fall

𝜎(𝜙) = − 𝜏
2𝜋𝑎

𝑅20 − 𝑎2

𝑅20 + 𝑎2 − 2𝑅0𝑎cos𝜙

an (𝜏, 𝑅0 > 𝑎 vorgegeben) und berechne das zugehörige elektrostatische Feld 𝑬 im
Innen- bzw. im Außenraum der Zylinderschale.

Anleitung: Schreibe 𝜎(𝜙) als Fourierreihe an.

Nützliche Formeln:

1 + 2
∞
∑
𝑚=1

𝑝𝑚 cos𝑚𝜙 = 1 − 𝑝2
1 + 𝑝2 − 2𝑝cos𝜙 ,

𝑝2 < 1.∞
∑
𝑚=1

𝑝𝑚 cos𝑚𝜙
𝑚 = −12 log(1 + 𝑝2 − 2𝑝cos𝜙) ,

Siehe auch die Aufgabe 2.14.

1.9

Eine unendlich dünne homogen geladene
Kreisscheibe mit dem Radius 𝑎 und der Ge-
samtladung 𝑞 liegt in der 𝑥𝑦-Ebenemit Zen-
trum im Koordinatenursprung.

Berechne für Punkte auf der 𝑧-Achse das Potential und die Feldstärke und verifiziere, dass
im Zentrum der Scheibe die Beziehung Div𝑬 = 4𝜋𝜎 erfüllt ist.
Siehe auch die Aufgabe 1.14 und die Testaufgabe T1.8.

1.10*
Ein unendlich dünner Kreisring mit dem
Radius 𝑎 liegt in der 𝑥𝑦-Ebenemit Zentrum
im Koordinatenursprung. Der bei 𝑥 > 0 ge-
legene Halbring sei homogen geladen mit
der Gesamtladung+𝑞, der bei 𝑥 < 0 gelege-
ne Halbring sei homogen geladen mit der
Gesamtladung−𝑞.

Berechne Näherungsformeln für Potential und Feldstärke für Punkte auf der 𝑧-Achse und
in deren unmittelbarer Umgebung und zeige, dass das Feld in großer Entfernung vomRing
ein elektrisches Dipolfeld ist.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Anleitung: Da die Quellverteilung räumlich lokalisiert ist, kann das Potential mithilfe der For-
mel (A.6-11) von Anhang A.6 berechnet werden. Durch eine geeignete Binomialentwicklung des
Integranden kannman die abzuleitende Näherungsformel für das Potential erhalten.

1.11*

Ein unendlich dünner homogen geladener
Kreisring mit dem Radius 𝑎 und der Ge-
samtladung 𝑞 liegt in der 𝑥𝑦-Ebenemit Zen-
trum im Koordinatenursprung.

Berechne unter Verwendung von Kugelkoordinaten das Potential im gesamten Raum und
drücke das Ergebnis durch das in Gleichung (A.2-48) von Anhang A.2 definierte vollstän-
dige elliptische Integral erster Art 𝐾(𝑘) aus.

Was ergibt sich daraus für Punkte auf der 𝑧-Achse, speziell für Punkte mit |𝑧| ≫ 𝑎?
Anleitung: Da die Quellverteilung räumlich lokalisiert ist, kann das Potential mithilfe der Formel
(A.6-11) berechnet werden. Beachte die vorhandenen Symmetrien, verwende die Substitution
𝜙′= 𝜋− 2𝛽 und setze cos2𝛽 = 1 − 2 sin2𝛽 ein.

Siehe auch die Testaufgabe T1.10 sowie die analogen Aufgaben 4.1 und T4.2 in der Magnetostatik.

1.12*

Berechne für die in der Abbildung dargestellten
unendlich dünnen homogen geladenen koaxialen
Kreisringe𝒦1,𝒦2mit denLadungen 𝑞1und 𝑞2die
elektrostatischeWechselwirkungsenergie sowie
die wechselseitigen Kräfte und drücke die Ergeb-
nisse durch die in Gl. (A.2-48) von Anhang A.2
definierten vollständigen elliptischen Integrale
erster und zweiter Art 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) aus.

Was ergibt sich für die Kräfte im Fall 𝑑 ≫ 𝑎, 𝑏?

Anleitung: Beachte die vorhandenen Symmetrien, verwende die Substitution 𝜙 = 𝜋− 2𝛽 und setze
cos2𝛽 = 1−2 sin2𝛽 ein. Verwende die Formeln (A.2-49), (A.2-50) aus demmathematischenAnhang.

Siehe auch die Aufgaben 4.16, 4.17 in der Magnetostatik.
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1.13 Zeige unter Verwendung der Eigenschaften der Kugelflächenfunktionen, dass
für die sphärischen elektrischen Multipolmomente bei Vorliegen der angegebenen Sym-
metrien der Ladungsverteilung die folgenden Auswahlregeln gelten (d. h. die Erfüllung der
angeschriebenen Bedingungen für 𝑙,𝑚 aus Symmetriegründen notwendig dafür ist, dass
das durch 𝑙,𝑚 gekennzeichnete Moment von null verschieden sein kann):

(a) Gilt bei Inversion am Ursprung

(a1) 𝜌(𝑟, 𝜋 − 𝜗, 𝜙 + 𝜋) = +𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙), so folgt die Auswahlregel 𝑙 gerade,

(a2) 𝜌(𝑟, 𝜋 − 𝜗, 𝜙 + 𝜋) = −𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙), so folgt die Auswahlregel 𝑙 ungerade.

(b) Ist die Ladungsverteilung sphärisch symmetrisch, so folgt die Auswahlregel 𝑙 = 0.

(c) Ist die Ladungsverteilung rotationssymmetrisch bzgl. der 𝑧-Achse, so folgt die Aus-
wahlregel 𝑚 = 0.

(d) Gilt bei Drehung um die 𝑧-Achse um denWinkel 2𝜋
𝑛

(d1) 𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙 + 2𝜋
𝑛 ) = +𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) mit 𝑛 = 2 oder 3 oder 4… (𝑛 fest), so folgt die Auswahl-

regel 𝑚 ∈ {0,±𝑛,±2𝑛,…} (|𝑚| ≤ 𝑙),

(d2) 𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙 + 2𝜋
𝑛 ) = −𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) mit 𝑛 = 2 oder 4 oder 6… (𝑛 fest), so folgt die Auswahl-

regel 𝑚 ∈ {±𝑛
2 , ±

3𝑛
2 , ±

5𝑛
2 ,…} (|𝑚| ≤ 𝑙).

(e) Gilt bei Spiegelung an der 𝑥𝑦-Ebene

(e1) 𝜌(𝑟, 𝜋 − 𝜗, 𝜙) = +𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙), so folgt die Auswahlregel 𝑙 + 𝑚 gerade,

(e2) 𝜌(𝑟, 𝜋 − 𝜗, 𝜙) = −𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙), so folgt die Auswahlregel 𝑙 + 𝑚 ungerade.

Für die Diskussion der Auswahlregeln kommt es nicht auf die konkrete Definition der sphärischen
elektrischenMultipolmomente an. InAnhangA.7 sind einige der in der Literatur und inVorlesungen
benützten Definitionen angeschrieben. In dieser Aufgabensammlung benütze ich die Definition
(A.7-1).

Testaufgabe zum Selbstüben: T1.12.

1.14

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte

𝜌(𝒓) = 𝑞
𝜋𝑎2𝑟 Θ(𝑎 − 𝑟) δ(𝜗 − 𝜋

2
)

beschrieben?

(b) Welche Aussagen kannman aufgrund der Symmetrieeigenschaften dieser Ladungs-
verteilung über die zugehörigen sphärischen Multipolmomente machen?

9



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(c) Berechne die von null verschiedenen sphärischenMultipolmomente der gegebenen La-
dungsverteilung und schreibe die entsprechende für 𝑟 > 𝑎 gültigeMultipolentwicklung
des elektrostatischen Potentials an.

(d) Summiere die erhaltene Multipolentwicklung für 𝜗 = 0,𝜋 (d. h. für Punkte auf der
𝑧-Achse mit |𝑧| > 𝑎) auf. Wie groß ist der prozentuelle Fehler für das Potential, wenn
man die Multipolentwicklung nach dem Quadrupolterm abbricht:

(d1) im Punkt 𝒓 = (0, 0, 2𝑎),

(d2) im Punkt 𝒓 = (0, 0, 5𝑎).

In Anhang A.7 sind einige der in der Literatur und in Vorlesungen benützten Definitionen der
sphärischen elektrischen Multipolmomente angeschrieben. In dieser Aufgabensammlung benütze
ich die Definition (A.7-1). Zu den elektrostatischen Multipolmomenten siehe den Anhang A.6.3.

Hinweise: Zu Punkt (a) siehe Anhang A.11. Benütze die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln
für die sphärischen Multipolmomente. Verwende ferner

𝑃2𝑛(0)
2𝑛 + 2 = (

1
2

𝑛 + 1
) , 𝑃2𝑛(±1) = 1 , 𝑛 ∈ ℕ0 .

1.15

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte

𝜌(𝒓) = 𝑞
2𝜋𝑎

δ(𝑟 − 𝑎)
𝑟 δ(cos 𝜗)

beschrieben?

(b) Welche Aussagen kannman aufgrund der Symmetrieeigenschaften dieser Ladungs-
verteilung über die zugehörigen sphärischen Multipolmomente machen?

(c) Berechne die von null verschiedenen sphärischenMultipolmomente der gegebenen La-
dungsverteilung und schreibe die entsprechende für 𝑟 > 𝑎 gültigeMultipolentwicklung
des elektrostatischen Potentials an.

(d) Summiere die erhaltene Multipolentwicklung für 𝜗 = 0,𝜋 (d. h. für Punkte auf der
𝑧-Achse mit |𝑧| > 𝑎) auf.

(e) Welche Differentialgleichung erfüllt das elektrostatische Potential für 𝑟 < 𝑎?

(f) Was folgt aus dem Ergebnis von Punkt (d) für das elektrostatische Potential für 𝜗 = 0,𝜋
und |𝑧| < 𝑎? Wieso ermöglicht einem das, das elektrostatische Potential für 𝑟 < 𝑎
anzugeben?
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Anleitung: Benütze die Anleitung zu Aufgabe 1.14 und beachte, dass

(2𝑛 + 2) (
1
2

𝑛 + 1
) = (

− 1
2
𝑛 )

gilt. (Der Leser verifiziere diese Formel.)

1.16 Eine dünne Kugelschale (Radius 𝑎, Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung)
trägt die Flächenladung 𝜎(𝜗) = 𝜎0 cos 𝜗. Berechne ausgehend von der Poissongleichung
das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 im Innen- bzw. im Außenraum der Kugelschale und
interpretiere das Ergebnis.
Anleitung: Beachte, dass 𝑃1(𝜉) = 𝜉 gilt.
Testaufgabe zum Selbstüben: T1.7.

1.17 Es werden folgende statische Ladungsverteilungen betrachtet:

(a) (b)

(a) Zwei unendlich dünne konzentrische homogen geladene Kreisringe mit den Radien 𝑎
und 𝑏 (𝑏 > 𝑎) und den Gesamtladungen 𝑞 und−𝑞 liegen in der 𝑥𝑦-Ebene mit Zentrum
im Koordinatenursprung.

(b) Eine Punktladung 2𝑞 befindet sich im Koordinatenursprung, eine Punktladung −𝑞
befindet sich auf der positiven 𝑧-Achse im Abstand 𝑑 vom Ursprung, und eine weitere
Punktladung−𝑞 befindet sich auf der negativen 𝑧-Achse im Abstand 𝑑 vom Ursprung,
wobei

𝑑 = 1
2
√𝑏2 − 𝑎2

sein soll.

Zeige, dass diese beiden Ladungsverteilungen für 𝑟 ≫ 𝑏 das gleiche elektrostatische Feld
besitzen (niedrigster nicht verschwindender Multipolbeitrag).

Hinweis: Beachte die Auswahlregeln von Aufgabe 1.13. Zur Darstellung von Linienquell-
dichten als Distributionen siehe Anhang A.11. Zur Multipolentwicklung siehe den An-
hang A.6.3. Benütze außerdem die Formel 𝑃2(𝜉) =

1
2 (3𝜉2 − 1).
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1.18

(a) Berechne für die folgenden Ladungsverteilungen die kartesischen und sphärischen
Komponenten des elektrischen Dipol- und Quadrupolmomentes und schreibe jeweils
den führenden Term in der Entwicklung des elektrostatischen Potentials für 𝑟 > 𝑎/2
an.

(a1) (a2)

(b) Welche Aussagen kannman aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Ladungsvertei-
lung in den Fällen (a1), (a2) bezüglich der höheren Multipolmomente (𝑙 ≥ 3) machen?

(c) Die Ladungsverteilung von (a1) bzw. (a2) befinde sich in einem quasihomogenen äuße-
ren Feld 𝑬, d. h. in einem äußeren Feld, welches sich im Bereich 𝑟 ≲ 𝑎 räumlich nur
sehr wenig ändert. Berechne für die Fälle (a1), (a2) jeweils den führenden Term der Ge-
samtkraft 𝑭el und des Gesamtdrehmomentes𝑵el, welche im Feld 𝑬 auf die betreffende
fixe Ladungsverteilung wirken.

Anleitung zu (a): Verwende die Formeln von Anhang A.6.3 und die Beziehungen von Anhang A.8.

Anleitung zu (b): Benütze die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln.

Anleitung zu (c): Verwende für 𝑭el, 𝑵el die (bei Benützung der Definition (A.6-21) vonℚ) gültigen
Formeln (A.6-28), (A.6-29) von Anhang A.6.4.

1.19 Vier homogengeladenedünnequadratischePlatten sindwie in derAbbildungdar-
gestellt angeordnet und tragen die angegebenen elektrischen Gesamtladungen. Berechne
die kartesischen und sphärischen Komponenten des elektrischen Dipol- und Quadrupol-
momentes.
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Anleitung: Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen den kartesischen und den sphärischen
Komponenten der elektrostatischen Multipolmomente siehe den Anhang A.8.

1.20 Eine dünne Kugelschale (Radius 𝑎, Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung)
trägt die Flächenladung 𝜎(𝜗) = 𝜎0cos2𝜗. Berechne die sphärischen und kartesischen
Komponenten der elektrostatischen Multipolmomente mit 𝑙 ≤ 2.
Anleitung: Die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln für die sphärischen Multipolmomente
können dabei als bekannt angesehen werden. Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen den
kartesischen und den sphärischen Komponenten der elektrostatischen Multipolmomente siehe
den Anhang A.8. Benütze außerdem die Formel (A.2-11).

1.21* Ein bezüglich der 𝑧-Achse rotationssymmetrisches Ellipsoid mit den Hauptach-
sen 𝑎 = 𝑏, 𝑐 und Zentrum im Ursprung sei räumlich homogen geladen.

(a) Berechnedie elektrostatischenMultipolmomentemit 𝑙 ≤ 2 und schreibe das elektrosta-
tische Potential in der entsprechenden Näherung für 𝑟 >max(𝑎, 𝑐) an. Benütze dabei
die Größe 𝑄 ≔ 3𝑄𝑧𝑧 (Quadrupolmoment der rotationssymmetrischen Ladungsverteilung
im engeren Sinne; Definition der kartesischen Komponenten des Quadrupolmomentes
gemäß Gl. (A.6-21) von Anhang A.6.3).

(b) Die betreffende Ladungsverteilung befinde sich in einem quasihomogenen äußeren
Feld𝑬, d. h. in einemäußeren Feld, welches sich imBereich 𝑟 ≲max(𝑎, 𝑐) räumlich nur
sehr wenig ändert. Berechne die Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilung mit
dem äußeren Feld in jener Näherung in der Multipolbeiträge mit 𝑙 > 2 vernachlässigt
werden.

(c) Deformierte Atomkerne lassen sich näherungsweise als homogen geladene rotations-
symmetrische Ellipsoide idealisieren. Der Kern 71Lu

175
104 ist mit 𝑄/𝑒 = 12,2 ⋅ 10−24 cm2
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einer der am stärksten deformierten Atomkerne mit 𝑐 > 𝑎. Berechne den Deformati-
onsparameter 𝛿 ∶= (𝑐 − 𝑎)/𝑅0, wobei für den mittleren Kernradius 𝑅0 ∶= (𝑐 + 𝑎)/2 die
Beziehung 𝑅0 = (0,39 + 1,15𝐴1/3) ⋅10−13 cm verwendet werden soll.

Anleitung zu (a): Verwende die Formeln (A.8-3) und (A.8-4) von Anhang A.8 und die Formeln
(A.6-21) bis (A.6-23b) von Anhang A.6.3. Für die Berechnung des Quadrupolmomentes ist es
zweckmäßig, wenn man zu Koordinaten 𝜉 = 𝑥/𝑎, 𝜂 = 𝑦/𝑎, 𝜁 = 𝑧/𝑐 übergeht und im 𝜉𝜂𝜁-Raum
Kugelkoordinaten einführt.

Anleitung zu (b): Verwende für𝑊 (e)
WW die (bei Benützung der Definition (A.6-21) von ℚ) gültige

Formel (A.6-27) von Anhang A.6.4.

1.22

Eine Punktladung 𝑞1 befindet sich im
Abstand𝑑 vomZentrumeiner dünnen
geladenenKreisscheibemit demRadi-
us 𝑅0 und der Gesamtladung 𝑞2 (siehe
die Abbildung).

Die Flächenladungsdichte der Kreisscheibe sei durch

𝜎(𝑅, 𝜙) = 𝐶 sin2𝜙
𝑅 , 𝑅 ≤ 𝑅0

gegeben (𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2 , 𝜙 = arctan 𝑦
𝑥
, 𝑧 Zylinderkoordinaten).

(a) Drücke 𝐶 durch 𝑞2 und 𝑅0 aus.

(b) Berechne die Kraft 𝑭1, welche auf die Punktladung wirkt, und betrachte speziell den
Fall 𝑑 ≫ 𝑅0.

Kann man schon vor Durchführung der Rechnung sagen, welche Richtung die Kraft 𝑭1
habenmuss?

1.23 Eine ruhende Punktladung befindet sich in einem homogenen elektrostatischen
Feld 𝑬(ex), welches von Quellen im Unendlichen erzeugt wird. Nach dem Kraftgesetz von
Lorentz wirkt dann auf die Punktladung die Kraft 𝑭 = 𝑞𝑬(ex).
Zeige, dass sich diese Formel auch mithilfe des maxwellschen Spannungstensors erhal-

ten lässt (Konsistenz).
Beachte: ZumMaxwelltensor siehe den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Kom-
ponenten von 𝑬 nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.
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Anleitung: Wähle den Ort der Punktladung als Koordinatenursprung und die Richtung
von 𝑬(ex) als 𝑧-Richtung. Wähle als geschlossene Oberfläche eine Kugel mit Radius 𝑟 um
den Ursprung.

Siehe auch die folgende Aufgabe, die Testaufgaben T1.17 und T1.18 sowie die Aufgaben
zummaxwellschen Spannungstensor in der Magnetostatik: 4.18, 4.19 und 6.8.

1.24 Eine Kugel (Radius 𝑎, Kugelmittelpunkt = Koordinatenursprung) ist homogen
geladen mit der Gesamtladung 𝑞. Berechne mithilfe des Maxwelltensors die Kraft, welche
die „südliche“ Halbkugel auf die „nördliche“ Halbkugel ausübt. Welche Flächen bieten sich
bei dieser Aufgabe als geschlossene Oberflächen für die Integration an?

Beachte: ZumMaxwelltensor siehe den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von 𝑬 nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.
Anleitung: Das elektrostatische Feld einer homogen geladenen Kugel kann als bekannt angesehen
werden (siehe die Gl. (1.2-16)).
Siehe auch die Testaufgaben T1.17 und T1.18 sowie die Aufgaben zummaxwellschen Spannungs-
tensor in der Magnetostatik: 4.18, 4.19 und 6.8.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Lösungen

1.1

Aus Symmetriegründenmuss 𝜑 = 𝜑(𝑧) und 𝑬 = 𝐸𝑧(𝑧) 𝒆𝑧 mit

𝜑(−𝑧) = 𝜑(𝑧), 𝐸𝑧(−𝑧) = −𝐸𝑧(𝑧), 𝐸𝑧(0) = 0 (1.1-1)

gelten. Es muss also 𝜑(𝑧) eine gerade Funktion von 𝑧 und 𝜑′(𝑧) eine ungerade Funktion von 𝑧
mit 𝜑′(0) = 0 sein.
Integration der Poissongleichung für |𝑧| < 𝑑

2 unter Beachtung dieser Bedingungen (additive
Konstante in 𝜑 in diesem Bereich weggelassen):

𝜑″(𝑧) = −4𝜋𝜌0 , 𝜑′(𝑧) = −4𝜋𝜌0𝑧, 𝜑(𝑧) = −2𝜋𝜌0𝑧2. (1.1-2)

Integration der Poissongleichung für |𝑧| > 𝑑
2 unter Beachtung dieser Bedingungen:

𝜑″(𝑧) = 0, 𝜑′(𝑧) = 𝐴 sign𝑧, 𝜑(𝑧) = 𝐴|𝑧| + 𝐵. (1.1-3)

Da es keine Oberflächenladungen gibt, muss 𝐸𝑧 , also 𝜑′, für 𝑧 =
𝑑
2 stetig sein, woraus

𝐴 = −4𝜋𝜌0
𝑑
2 (1.1-4)

folgt. Aus der Forderung der Stetigkeit von 𝜑 für 𝑧 = 𝑑
2 erhält man dann

𝐵 = 2𝜋𝜌0
𝑑2
4 . (1.1-5)

Ergebnisse:

𝜑(𝑧) = −2𝜋𝜌0 ⋅ {
𝑧2 für |𝑧| ≤ 𝑑

2

𝑑
2
(2|𝑧| − 𝑑

2
) für |𝑧| ≥ 𝑑

2

; 𝐸𝑧(𝑧) = 4𝜋𝜌0 ⋅ {
𝑧 für |𝑧| ≤ 𝑑

2

𝑑
2
sign𝑧 für |𝑧| ≥ 𝑑

2

.

1.2 (a) Unter den in der Angabe getroffenen Annahmen bzgl. 𝜌(𝒓) = 𝜌(𝑟,SS𝜗, AA𝜙) = 𝜌(𝑟)
existiert

𝑞 ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝜌(𝒓) = 4𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑟𝑟2𝜌(𝑟) . (1.2-1)
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Lösungen

Lösungsweg 1: Da es sich um ein Systemmit natürlichen Randbedingungen handelt, können
wir die Formeln (A.6-8) und (A.6-9) von Anhang A.6.1 benützen.
Zur Berechnung der Feldstärke 𝑬 ist es allerdings vorteilhafter die Formel (A.6-5) zu
verwenden:

𝜑(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| , 𝑬(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝒓) . (1.2-2)

Da das Integral in Gl. (1.2-1) existiert, existiert sicher auch das Integral für 𝜑.
(a1) Einsetzen der Entwicklung der greenschen Funktion des Laplaceoperators für natür-
liche Randbedingungen nach Kugelflächenfunktionen (siehe Gl. (A.2-13)) in die Formel
für 𝜑 gibt

𝜑(𝒓) = ∑
𝑙𝑚

+∞

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2 𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

𝜌(𝑟′) 4𝜋
2𝑙 + 1 𝑌𝑙𝑚(𝛺)∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺′)

1
⏞⎴⎴⏞⎴⎴⏞𝑌00(𝛺′)√4𝜋

=∑
𝑙𝑚

+∞

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2 𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

𝜌(𝑟′) 4𝜋
2𝑙 + 1 𝑌𝑙𝑚(𝛺)∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺′) 𝑌00(𝛺′)

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟
𝛿𝑙0 𝛿𝑚0

√4𝜋

= 4𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2 1𝑟>
𝜌(𝑟′) = 𝜑(𝑟) (wie erwartet…),

𝜑(𝑟) = 1
𝑟 4𝜋

𝑟

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2 𝜌(𝑟′) + 4𝜋

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′𝑟′𝜌(𝑟′) . (1.2-3)

Mit der Gesamtladung im Kugelvolumen𝒦𝑟 um den Ursprung mit dem Radius 𝑟

𝑞(𝑟) ≔ ∫
𝒦𝑟

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) = 4𝜋

𝑟

∫
0

𝑑𝑟′ 𝑟′2𝜌(𝑟′) (1.2-4)

erhalten wir

𝜑(𝑟) = 𝑞(𝑟)
𝑟 + 4𝜋

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′𝑟′𝜌(𝑟′) . (1.2-5)

(a2) Wegen 𝜑 = 𝜑(𝑟) und Formel (A.3-14) gilt

𝑬(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝑟) = −𝑑𝜑(𝑟)𝑑𝑟 𝒆𝑟 undmit 𝑑𝜑(𝑟)
𝑑𝑟 = −𝑞(𝑟)𝑟2 +

������������:0
1
𝑟 4𝜋𝑟

2𝜌(𝑟) − 4𝜋𝑟𝜌(𝑟)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

folgt

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 =
𝑞(𝑟)
𝑟2 𝒆𝑟 =

𝑞(𝑟)𝒓
𝑟3 . (1.2-6)

Die Richtung 𝒆𝑟 des 𝑬-Feldes war aus Symmetriegründen von vornherein klar.

(a3) Ich verwende den Hinweis in der Angabe.
Variante 1:

𝑊e =
1
2
∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝜌(𝒓) 𝜑(𝒓) = 2𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑟𝑟2𝜌(𝑟)𝜑(𝑟) (1.2-7)

gibt

𝑊e = 8𝜋2
+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2𝜌(𝑟) { 1𝑟

𝑟

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2 𝜌(𝑟′) +

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′𝑟′𝜌(𝑟′)} . (1.2-8)

Variante 2:
𝑊e =

1
8𝜋 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑬2(𝒓) (1.2-9)

gibt

𝑊e =
1
2

+∞

∫
0

𝑑𝑟 [𝑞(𝑟)]
2

𝑟2 . (1.2-10)

Lösungsweg 2: Ausnützen der Symmetrie des Problems und Benützen der integralen Form der
Feldgleichungen Anhang A.6.1, (A.6-3), (A.6-4)

(a2) Aus Symmetriegründen: Ansatz

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 . (1.2-11)

Damit ist Gl. (A.6-4) erfüllt, Gl. (A.6-3) schreiben wir für ein Kugelvolumen vom Radius 𝑟
(𝑟 beliebig) an:

∮
ℱ(𝒦𝑟)

𝒅𝒇′• 𝑬(𝒓′) = 4𝜋∫
𝒦𝑟

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) . (1.2-12)

Die „rechte“ Gleichungsseite gibt nach (1.2-4) 4𝜋𝑞(𝑟), die „linke“ Gleichungsseite gibt
wegen

𝒅𝒇′||ℱ(𝒦𝑟)
= 𝑟2𝑑𝛺′𝒆𝑟 , 𝑬(𝒓′)||ℱ(𝒦𝑟)

= 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 ,

𝑟2𝐸𝑟(𝑟)∫
[4𝜋]

𝑑𝛺′= 4𝜋𝑟2𝐸𝑟(𝑟) ,

womit wieder 𝐸𝑟(𝑟) = 𝑞(𝑟)/𝑟2 und Gl. (1.2-6) folgt.
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Lösungen

(a1) Aus Gl. (1.2-11) folgt mit der Festlegung 𝜑(+∞) = 0

𝜑(𝑟) =

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′𝐸𝑟(𝑟′) =

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′ 𝑞(𝑟
′)

𝑟′2 = 4𝜋

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′ 1𝑟′2

𝑟′

∫
0

𝑑𝑟″𝑟″2𝜌(𝑟″) . (1.2-13)

Zeige selbst: Vertauschung der Integrationsreihenfolge führt unmittelbar wieder zur For-
mel (1.2-5).

(a3) Wie beim Lösungsweg1.

Lösungsweg 3: Ausnützen der Symmetrie des Problems und Benützen der differentiellen Form
der Feldgleichungen Anhang A.6.1, (A.6-6), (A.6-5)

(a1) Aus Symmetriegründen kann 𝜑 nur von 𝑟 abhängen. Nach Anhang A.3, Gl. (A.3-21)
gilt also

Δ𝜑(𝑟) = 1
𝑟2

𝑑
𝑑𝑟 (𝑟

2 𝑑𝜑(𝑟)
𝑑𝑟 ) ⇒ Poissongleichung: 1

𝑟2
𝑑
𝑑𝑟 (𝑟

2 𝑑𝜑(𝑟)
𝑑𝑟 ) = −4𝜋𝜌(𝑟) ;

(1.2-14)

𝑟2 𝑑𝜑(𝑟)𝑑𝑟 = −4𝜋

𝑟

∫
𝑎

𝑑𝑟″𝑟″2𝜌(𝑟″) .

Da in der Angabe vorausgesetzt wurde, dass 𝜌(𝑟) im Ursprung keine δ-förmige Singularität
besitzt, muss

lim
𝑟→0+

𝑟2 𝑑𝜑(𝑟)𝑑𝑟 = 0

gelten, woraus 𝑎 = 0 folgt. Somit

𝑑𝜑(𝑟)
𝑑𝑟 = −4𝜋 1

𝑟2

𝑟

∫
0

𝑑𝑟″𝑟″2𝜌(𝑟″) , 𝜑(𝑟) = −4𝜋

𝑟

∫
𝑏

𝑑𝑟′ 1𝑟′2

𝑟′

∫
0

𝑑𝑟″𝑟″2𝜌(𝑟″) .

Mit der Festlegung 𝜑(+∞) = 0 folgt wieder (1.2-13).
(a2) , (a3) : Wie beim Lösungsweg1.

(b) (b1) Spezialfall 1: Homogen geladenes Kugelvolumenmit der Raumladungsdichte 𝜌0
und dem Radius 𝑅0; Gesamtladung 𝑞 = [(4𝜋/𝑅30)/3]𝜌0

𝜌(𝑟) = {
𝜌0 für 𝑟 < 𝑅0
0 für 𝑟 > 𝑅0

; 𝑞(𝑟) = {
4𝜋𝑟3

3
𝜌0 =

𝑞𝑟3

𝑅3
0

für 𝑟 ≤ 𝑅0
4𝜋𝑅3

0
3

𝜌0 = 𝑞 für 𝑟 ≥ 𝑅0
. (1.2-15)

Gl. (1.2-6):

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 mit 𝐸𝑟(𝑟) = {
𝑞𝑟
𝑅3
0

für 𝑟 ≤ 𝑅0
𝑞
𝑟2

für 𝑟 ≥ 𝑅0
. (1.2-16)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Gl. (1.2-5): Nach kurzer elementarer Rechnung erhält man

𝜑(𝑟) = {
𝑞
𝑅0
(3
2
− 𝑟2

2𝑅2
0
) für 𝑟 ≤ 𝑅0

𝑞
𝑟

für 𝑟 ≥ 𝑅0
. (1.2-17)

Siehe die Abbildung.

Abb. 1.2-1: Die Graphen der Funktionen 𝜑(𝑟) und 𝐸𝑟(𝑟)

Gl. (1.2-10):

𝑊e =
1
2

𝑅0

∫
0

𝑑𝑟 𝑞
2𝑟6
𝑅60

1
𝑟2

⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟
𝑞2

10𝑅0

+ 1
2

+∞

∫
𝑅0

𝑑𝑟𝑞2 1𝑟2
⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟

𝑞2

2𝑅0

= 3𝑞2
5𝑅0

. (1.2-18)

Gl. (1.2-8):

𝑊e = 8𝜋2𝜌20
⏟

(9𝑞2)/(2𝑅60)

𝑅0

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2 { 1𝑟

𝑟

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2

⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
𝑟2/3

+

𝑅0

∫
𝑟

𝑑𝑟′𝑟′

⏟⎵⏟⎵⏟
(𝑅20 − 𝑟2)/2

} =
9𝑞2

2𝑅60

𝑅0

∫
0

𝑑𝑟 (
𝑅20𝑟2
2 − 𝑟4

6 ) =
3𝑞2
5𝑅0

.

In Gl. (1.2-10) (basierend auf (1.2-9)) wird die Energie als Feldenergie interpretiert, und wie
die Rechnung ergab, sind 16,7% der Feldenergie im Raumbereich 𝑟 < 𝑅0 und 83,3% der
Feldenergie im Raumbereich 𝑟 > 𝑅0 „gespeichert“. In Gl. (1.2-8) (basierend auf (1.2-7))
wird die Energie als potentielle Energie der Ladungsverteilung interpretiert (Energie, die man
aufwendenmuss, umdieLadungsverteilungdurch „Heranschaffen“ vonLadungenausdem
Unendlichen aufzubauen), und entsprechend gibt es nur einen Beitrag vom Raumbereich
𝑟 < 𝑅0 .
(b2) Spezialfall 2: Homogen geladene Kugelfläche mit der Flächenladungsdichte 𝜎0 und
dem Radius 𝑅0 ; Gesamtladung 𝑞 = 4𝜋𝑅20𝜎0
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Lösungen

Lösungsweg 1: Oberflächenladungsverteilung mithilfe einer Distribution formal als Volumsla-
dungsverteilung angeschrieben (siehe Beispiel 1.7 von Anhang A.11) und Formeln von Punkt (a)
verwendet

𝜌(𝑟) = 𝜎0δ(𝑟 − 𝑅0) . (1.2-19)

Die Beziehungen (1.2-4) bis (1.2-6) liefern dann nach einer kurzen einfachen Rechnung

𝑞(𝑟) = {
0 für 𝑟 < 𝑅0

𝑞 für 𝑟 > 𝑅0
; 𝜑(𝑟) = {

𝑞
𝑅0

für 𝑟 ≤ 𝑅0
𝑞
𝑟

für 𝑟 ≥ 𝑅0
; (1.2-20)

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 mit 𝐸𝑟(𝑟) = {
0 für 𝑟 < 𝑅0
𝑞
𝑟2

für 𝑟 > 𝑅0
. (1.2-21)

Auf der Kugelflächeℱ(𝒦𝑅0)muss die Normalkomponente von 𝑬 den Sprung 4𝜋𝜎0 besitzen:

Div𝑬 = 𝐸𝑟(𝑅0+) − 𝐸𝑟(𝑅0−) =
𝑞
𝑅20

= 4𝜋𝜎0 . ∎

Im Außenbereich der Kugel sind Potential- und Feldverlauf gleich wie für ein homogen ge-
ladenes Kugelvolumenmit gleichem Radius und gleicher Gesamtladung. Im Innenbereich
ist das (stetige) Potential konstant, die (nicht stetige) Feldstärke null.

Lösungsweg 2: Verwendung von Formel (A.6-10) und (A.6-5) von Anhang A.6.1 und der Ent-
wicklung der greenschen Funktion des Laplaceoperators für natürliche Randbedingungen nach
Kugelflächenfunktionen (siehe Gl. (A.2-13))

𝜑(𝑟) = 𝜎0 ∫
ℱ(𝒦𝑅0)

𝑑𝑓′
|𝒓 − 𝒓′| ; dabei gilt auf ℱ(𝒦𝑅0)∶ 𝑑𝑓′= 𝑅20 𝑑𝛺′, |𝒓′| = 𝑅0 ;

𝜑(𝑟) = 𝑞 1
4𝜋 ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′

|𝒓 − 𝒓′|
||||𝒓′|=𝑅0

= 𝑞∑
𝑙𝑚

1
2𝑙 + 1

𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

𝑌𝑙𝑚(𝛺)

√4𝜋𝛿𝑙0 𝛿𝑚0

⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞
∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺′) = 𝑞

𝑟>
.

Wegen 𝑟> = 𝑟 für 𝑟 > 𝑅0, 𝑟> = 𝑅0 für 𝑟 < 𝑅0 ist das Ergebnis wieder durch (1.2-20) und
(1.2-21) gegeben.

Gl. (1.2-9) (Variante 2) liefert mit (1.2-21) (Kopfrechnung):

𝑊e =
𝑞2
2𝑅0

. (1.2-22)

Berechnet man 𝑊e stattdessen mithilfe von Formel (1.2-7) (Variante1), so erhält man
mit der Ladungsdichte (1.2-19) 𝑊e = 2𝜋𝜎0𝑅20𝜑(𝑅0), was mit (1.2-20) und 𝜎0 = 𝑞/(4𝜋𝑅20)
wieder denWert von Gl. (1.2-22) ergibt.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(c) Unter den Idealisierungen der Angabe ist die Ladungsdichte des Wasserstoffatoms
gegeben durch:

𝜌(𝒓) = 𝑒δ(𝒓) − 𝑒 |𝑢100(𝒓)|2 = 𝑒δ(𝒓) − 𝑒
𝜋𝑎3H

𝑒−2𝑟/𝑎H = 𝜌(𝑟) . (1.2-23)

Wegen der δ-förmigen Singularität im Ursprung wenden wir das Superpositionsprinzip an:
Index1…Kernpotential, Index2…Potential der „Ladungswolke“ der Elektrons. Dann gilt
mit (bzgl. 𝜑2(𝑟) siehe die Formeln (1.2-4), (1.2-5))

𝜌1(𝑟) ≔ 𝑒δ(𝒓) , 𝜌2(𝑟) ≔ − 𝑒
𝜋𝑎3H

𝑒−2𝑟/𝑎H ; (1.2-24)

𝜑(𝑟) = 𝜑1(𝑟) + 𝜑2(𝑟) mit 𝜑1(𝑟) =
𝑒
𝑟 , (1.2-25)

𝜑2(𝑟) =
1
𝑟 4𝜋

𝑟

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2𝜌2(𝑟′) + 4𝜋

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′𝑟′𝜌2(𝑟′) . (1.2-26)

Setzt man hier 𝜌2(𝑟′) ein und benutzt man die unbestimmten Integrale aus der Angabe, so
folgt nach elementarer Zwischenrechnung

𝜑2(𝑟) = ( 𝑒𝑎H
+ 𝑒
𝑟 ) 𝑒

−2𝑟/𝑎H − 𝑒
𝑟 (1.2-27)

und somit

𝜑(𝑟) = ( 𝑒𝑎H
+ 𝑒
𝑟 ) 𝑒

−2𝑟/𝑎H . (1.2-28)

Das Potential 𝜑 ist eine Summe aus Exponentialpotential und Yukawapotential; siehe die
Abbildung 1.2-2.

(d) 8O
16∶ 𝐸max = 3,5⋅1016 erg1/2cm−3/2 =̂ 1,05⋅1021V/m;

82Pb
208∶ 𝐸max = 7,6⋅1016 erg1/2cm−3/2 =̂ 2,28⋅1021V/m.

(e)

𝑊(𝑟) = {
𝑍𝑒2

𝑅0
[𝑅0
𝑟
− 3

2
+ 𝑟2

2𝑅2
0
] für 𝑟 ≤ 𝑅0

0 für 𝑟 ≥ 𝑅0
. (1.2-29)

(f) Die Bahnkurve ist eine Ellipse in der Ebene von 𝒓0 und 𝒗0mit Mittelpunkt im Ursprung
(Sonderfälle: Kreis, Strecke), die Kreisfrequenz des Umlaufes ist

𝜔 = ( 𝑒2

𝑚e𝑅30
)
1/2

∼ 1016Hz .
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Abb. 1.2-2: Das Coulombpotential 𝜑1 des Atomkerns und
das Gesamtpotential 𝜑 des Wasserstoffatoms

1.3
|𝒂| + 𝑟0 < 𝑅0 , 𝑞 = 4𝜋

3 (𝑅30− 𝑟30) 𝜌0 ⇒ 𝜌0 =
3𝑞

4𝜋(𝑅30− 𝑟30)
. (1.3-1)

Was kannman ohne Rechnung sagen?

1.
∮

ℱ(𝒦2)

𝒅𝒇 •𝑬(𝒓) = 0 ⇒ Es treten ausℱ(𝒦2) gleich viele
Feldlinien aus wie ein.

2. Rotationssymmetrie des Feldes imHohlraumbzgl. der Achse in Richtung von𝒂 durch
den Ursprung von𝒦2 , und diese Achse ist Feldlinie mit Feldrichtung±𝒂/|𝒂| für 𝑞 ≷ 0.

3. Im Fall konzentrischer Kugeln ist der Hohlraum feldfrei (siehe Aufgabe 1.2), also muss
𝑬(𝒓) → 𝟎 für 𝒂 → 𝟎 gelten.

Die Punkte1 und 2 legen die Vermutung nahe, dass für 𝒂 ≠ 𝟎 im Hohlraum ein homogenes
Feld vorliegt:

𝑬(𝒓) = 𝐸0
𝒂
|𝒂| für 𝒓 ∈ 𝒦2 . (1.3-2)

Lösungsweg: Superpositionsprinzip plus Lösung von Aufgabe 1.2

Aufgabe 1.2, Gl. (1.2-17) mit 𝑞 = [(4𝜋/𝑅30)/3]𝜌0 (der Leser beachte den Unterschied zu
(1.3-1)) gibt für das

23



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Teilproblem1: Homogen geladenes Kugelvolumenmit Mittelpunkt im Ursprung, Radius 𝑅0
und Ladungsdichte 𝜌0

𝜑1(𝒓) =
4𝜋𝑅20
3 𝜌0 (

3
2 −

𝑟2

2𝑅20
) = 2𝜋𝜌0

3 [3𝑅20−𝑟2] =
2𝜋𝜌0
3 [3𝑅20−𝒓2] für 𝑟 = |𝒓| ≤ 𝑅0 . (1.3-3)

Teilproblem2: Homogen geladenes Kugelvolumen mit Mittelpunkt am Ort 𝒂, Radius 𝑟0
und Ladungsdichte −𝜌0. (Durch die Superposition muss ja ein ladungsfreier Hohlraum
„erzeugt“ werden.) Das zugehörige Potential 𝜑2(𝒓) kann aus dem Potential 𝜑1(𝒓) Gl. (1.3-3)
berechnet werden, indem: (1) 𝒓 durch 𝒓 − 𝒂 ersetzt wird (Translation); (2) 𝜌0 durch −𝜌0
und 𝑅0 durch 𝑟0 ersetzt wird (Substitution). Somit:

𝜑2(𝒓) = −2𝜋𝜌03 [3𝑟20 − (𝒓 − 𝒂)2] für |𝒓 − 𝒂| ≤ 𝑟0 . (1.3-4)

Durch Superposition erhält man das Potential im Hohlraum: 𝜑(𝒓) = 𝜑1(𝒓) + 𝜑2(𝒓). Nach
Addition und Ersetzen von 𝜌0 durch 𝑞mithilfe von Gl. (1.3-1) ergibt sich

𝜑(𝒓) =
𝑞[3(𝑅20− 𝑟20) + 𝑎2− 2𝒂 • 𝒓]

2(𝑅30− 𝑟30)
für |𝒓 − 𝒂| ≤ 𝑟0 . (1.3-5)

Man sieht nun schon, dass die Vermutung (1.3-2) richtig war: Für Aufpunkte in einer
zum Vektor 𝒂 senkrechten Ebene gilt ℰ…𝒂•𝒓 = konst., die Äquipotentialflächen sind also
Ebenen senkrecht zu 𝒂, und es gilt (1.3-2). Aus 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑 folgt

𝑬(𝒓) = 𝑞𝒂
𝑅30− 𝑟30

für |𝒓 − 𝒂| ≤ 𝑟0 . (1.3-6)

Wie dies der Fall sein muss gilt 𝑬(𝒓) → 𝟎 für 𝒂 → 𝟎.

1.4 (a)
Lösungsweg 1:

1. Schritt: Berechnung von Potential und Feldstärke für einen unendlich langen dünnen Stab
längs der 𝑧-Achse mit der Ladung 𝜏 pro Längeneinheit (siehe die Abbildung 1.4-1)
Ausnützen der Symmetrie des Problems und Benützen der integralen Form der Feldgleichungen
Anhang A.6.1, (A.6-3), (A.6-4)

Beachte: Die Quellverteilung ist nicht räumlich lokalisiert. Der gewählte Lösungsweg ist bei diesem
Problem der einfachste. Berechnung des Potentials mithilfe der Poissongleichung ist deshalb nicht
ganz einfach, weil die 𝑧-Achse bei der Beschreibung durch Zylinderkoordinaten eine „pathologische
Linie“ darstellt. Manmuss dann für die Rechnung den Stab etwas aus der 𝑧-Achse herausrücken
(z.B. 𝒓 → 𝒓 − 𝜖 𝒆𝑥) und im Ergebnis den Grenzübergang 𝜖 → 0+ durchführen. Ambitionierte Leser
können diesen alternativen Lösungsweg selbständig versuchen. Anregungen dazu finden sie beim
Lösungsweg2 für die vorgegebene Ladungsverteilung mit den zwei parallelen geladenen dünnen
Stäben.
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Abb. 1.4-1: Unendlich langer dünner geladener Stab längs
der 𝑧-Achse; Zylindervolumen 𝒱 und Zylinder-
oberflächeℱ(𝒱) für die Feldgleichung (1.4-2)

Aus Symmetriegründen: Ansatz
𝑬(𝒓) = 𝐸𝑅(𝑅)𝒆𝑅 . (1.4-1)

Damit ist Gl. (A.6-4) erfüllt, Gl. (A.6-3) schreibenwir für ein Zylindervolumen vomRadius𝑅
(𝑅 beliebig) und der Höhe 1 (Lage an der 𝑧-Achse beliebig) an (siehe die Abbildung 1.4-1):

∮
ℱ(𝒱)

𝒅𝒇′• 𝑬(𝒓′) = 4𝜋∫
𝒱

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) . (1.4-2)

Die „rechte Seite“ von Gl. (1.4-2) hat den Wert 4𝜋𝜏. Im Oberflächenintegral gibt es keinen
Beitrag von Deck- und Grundfläche des Zylinders, da der Feldstärkenvektor dort wegen
(1.4-1) zu 𝒅𝒇′ senkrecht ist. Es bleibt also (ℳ…Zylindermantelfläche)

∫
ℳ

𝒅𝒇′• 𝑬(𝒓′) mit 𝑬(𝒓′) = 𝐸𝑅(𝑅)𝒆𝑅 , 𝒅𝒇′= 𝑅𝑑𝜙′𝑑𝑧′𝒆𝑅 für 𝒓′∈ℳ ,

und Gl. (1.4-2) lautet

𝑅𝐸𝑅(𝑅)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′
𝑧+1

∫
𝑧

𝑑𝑧′ = 4𝜋𝜏 ⇒ 𝐸𝑅(𝑅) =
2𝜏
𝑅 .

Mit Gl. (1.4-1) und Gl. (A.3-11) von Anhang A.3 erhalten wir also für das elektrostatische
Feld einer Linienladungsverteilung 𝜏 längs der 𝑧-Achse

𝑬(𝒓) = 2𝜏
𝑅 𝒆𝑅 = 2𝜏(cos𝜙𝑅 , sin𝜙𝑅 , 0) = 2𝜏( 𝑥

𝑥2+ 𝑦2 ,
𝑦

𝑥2+ 𝑦2 , 0) . (1.4-3)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Die Feldstärke verschwindet mit dem Abstand von der 𝑧-Achse nur wie 1/𝑅, das bedeutet,
dass das Potential logarithmisch divergiert, weshalb es (wie bei allen räumlich nicht lokali-
sierten Quellverteilungen) auch nicht im Unendlichen null gesetzt werden kann. (Zu den
Stetigkeitseigenschaften des Potentials siehe das Ende von Anhang A.6.)

Berechnung des Potentials 𝜑(𝑅) aus der Feldstärke:

𝜑(𝑅) = −

𝑅

∫
𝑎

𝑑𝑅′𝐸𝑅(𝑅′) = −2𝜏

𝑅

∫
𝑎

𝑑𝑅′
𝑅′ = −2𝜏 log𝑅 + 2𝜏 log 𝑎.

𝑎 ist beliebig wählbar (0 < 𝑎 < +∞; Wahl 𝜑(+∞) = 0 nicht möglich). Wir erhalten also für
das elektrostatische Potential einer Linienladungsverteilung 𝜏 längs der 𝑧-Achse

𝜑(𝑅) = −2𝜏 log𝑅 + konst. = −𝜏 log (𝑥2+ 𝑦2) + konst. (1.4-4)

2. Schritt: Berechnung von Potential und Feldstärke für das gegebene Problem (siehe die
Abbildung 1.4 in der Angabe) durch

(1) Stab1…Translation 𝒓 → 𝒓 − 𝑏𝒆𝑥
(2) Stab2…Translation 𝒓 → 𝒓 + 𝑏𝒆𝑥 und Substitution 𝜏 → −𝜏
(3) Superposition

Durchführung von (1) bis (3) ergibt ausgehend von (1.4-4) und (1.4-3) für die gegebene
Ladungsverteilung von Abb. 1.4 (physikalisch bedeutungslose additive Konstante beim
Potential weggelassen)

𝜑(𝒓) = 𝜏 log (𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

;

𝑬(𝒓) = 2𝜏( 𝑥 − 𝑏
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑦
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 0)

− 2𝜏( 𝑥 + 𝑏
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑦
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 0) .

(1.4-5)

(1.4-6)

Lösungsweg 2: Poissongleichung (A.6-6) für die gegebene Ladungsverteilung (zwei Stäbe),
Ladungsverteilung mithilfe von Distributionen angeschrieben

Ladungsverteilung (siehe dazu das Beispiel 1.3 von Anhang A.11)

𝜌(𝒓) = 𝜏δ(𝑦) [δ(𝑥 − 𝑏) − δ(𝑥 + 𝑏)] = 𝜏 δ(𝑅 − 𝑏)
𝑅 [δ(𝜙) − δ(𝜙 − 𝜋)] . (1.4-7)

Fourierreihe von δ(𝜙 − 𝜙′)1

δ(𝜙 − 𝜙′) = 1
2𝜋

+∞

∑
𝑚=−∞

𝑒𝑖𝑚(𝜙−𝜙′) . (1.4-8)

1In der Quantenmechanik als Vollständigkeitsbeziehung der Eigenfunktionen des Operators 𝐿𝑧 der 𝑧-
Komponente des Bahndrehimpulses in ℋ = 𝐿2([0, 2𝜋)) bekannt.
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Eine elementare Zwischenrechnung gibt dann

δ(𝜙) − δ(𝜙 − 𝜋) = 2
𝜋 ∑
𝑚=1,3,5,…

cos𝑚𝜙 = 2
𝜋

∞

∑
𝑛=0

cos[(2𝑛 + 1)𝜙] , (1.4-9)

und die Poissongleichung lautet

Δ𝜑(𝒓) = −8𝜏 δ(𝑅 − 𝑏)
𝑅

∞

∑
𝑛=0

cos[(2𝑛 + 1)𝜙] . (1.4-10)

Lösungsansatz:

𝜑(𝒓) = 𝜑(𝑅, 𝜙) = 𝜏
∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑅) cos[(2𝑛 + 1)𝜙] . (1.4-11)

Einsetzen in die Poissongleichung (1.4-10) und Berücksichtigung der linearen Unabhän-
gigkeit der Funktionen cos[(2𝑛 + 1)𝜙], 𝑛 ∈ ℕ0 , liefert als Differentialgleichungen für die
gesuchten Funktionen 𝑓𝑛(𝑅)

𝑑
𝑑𝑅 (𝑅

𝑑𝑓𝑛(𝑅)
𝑑𝑅 ) − (2𝑛 + 1)2

𝑅 𝑓𝑛(𝑅) = −8δ(𝑅 − 𝑏), 𝑛 ∈ ℕ0. (1.4-12)

Wir benötigen für gegebenes 𝑛 (𝑛 fest) eine für 𝑅 = 0 und 𝑅 → +∞ reguläre, für 𝑅 = 𝑏 stetige
Lösung mit dem durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Sprung von 𝑅𝑓′𝑛(𝑅) für 𝑅 = 𝑏.
Wodurch ist „der durch die Differentialgleichung vorgeschriebene Sprung“ von 𝑅𝑓′𝑛(𝑅) ge-
geben? Integration vonGl. (1.4-12) über𝑅 über das Intervall (𝑏−𝜖, 𝑏+𝜖) undDurchführung
des Grenzüberganges 𝜖 → 0+ liefert die Sprungbedingung

𝑅𝑓′𝑛(𝑅)||𝑏+− 𝑅𝑓′𝑛(𝑅)||𝑏−= −8. (1.4-13)
Plan:
1. Lösen der Differentialgleichung für 𝑅 ≠ 𝑏 (homogene Differentialgleichung);
2. 𝑅 < 𝑏: für 𝑅 = 0 reguläre Lösung;
3. 𝑅 > 𝑏: für 𝑅 → +∞ reguläre Lösung;
4. stetiges Zusammenfügen für 𝑅 = 𝑏;
5. endgültige Festlegung der Lösung mithilfe der Sprungbedingung (1.4-13).

Durchführung:
Punkt 1: Die homogene Differentialgleichung lässt sich in der Form

𝑅2𝑓″𝑛 (𝑅) + 𝑅𝑓′𝑛(𝑅) − (2𝑛 + 1)2𝑓𝑛(𝑅) = 0

schreiben. Dies ist eine eulersche Differentialgleichung, eine Lösungsbasis wird mit dem
Ansatz 𝑓𝑛(𝑅) = 𝑅𝜆 erhalten, welcher 𝜆 = ±(2𝑛 + 1) ergibt.
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Punkt 2: 𝑓𝑛(𝑅) = 𝑎𝑛𝑅2𝑛+1; Punkt 3: 𝑓𝑛(𝑅) = 𝑏𝑛/𝑅2𝑛+1; Punkt 4:

𝑓𝑛(𝑅) = {
𝑐𝑛 (

𝑅
𝑏
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≤ 𝑏

𝑐𝑛 (
𝑏
𝑅
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≥ 𝑏
⇒ 𝑅𝑓′𝑛(𝑅) = {

𝑐𝑛 (2𝑛 + 1)(𝑅
𝑏
)
2𝑛+1

für 𝑅 < 𝑏

−𝑐𝑛 (2𝑛 + 1)( 𝑏
𝑅
)
2𝑛+1

für 𝑅 > 𝑏
;

(1.4-14)
Punkt 5: Sprungbedingung (1.4-13): −𝑐𝑛(2𝑛 + 1) − 𝑐𝑛(2𝑛 + 1) = −8, also

𝑐𝑛 =
4

2𝑛 + 1 . (1.4-15)

Einsetzen von (1.4-14), (1.4-15) in den Lösungsansatz (1.4-11) liefert dann für die Lösung
der Poissongleichung (1.4-10)

𝜑(𝑅, 𝜙) = 𝜏
∞

∑
𝑛=0

4
2𝑛 + 1 cos[(2𝑛 + 1)𝜙] ⋅ {

(𝑅
𝑏
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≤ 𝑏

( 𝑏
𝑅
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≥ 𝑏
. (1.4-16)

Wüssten wir nicht vom Lösungsweg1, dass sich die unendliche Summe in geschlossener
Form darstellen lassenmuss, würden wir hier vermutlich „Schluss machen“. Wer könnte
dann sehen, dass die Äquipotentialflächen Kreiszylinderflächen sind? Unser „Vorwissen“
motiviert uns aber, mathematische Nachschlagewerke zu durchsuchen. In [11] finden wir
als Formel 1.448.2

∞

∑
𝑘=1

𝑝𝑘 cos 𝑘𝜙
𝑘 = −12 log (1 + 𝑝2− 2𝑝cos𝜙) , 𝑝2 ≤ 1. (1.4-17)

Substituiert man hier 𝑝 → −𝑝 und subtrahiert die erhaltene Formel von (1.4-17), so erhält
man

2 ∑
𝑘=1,3,5,…

𝑝𝑘 cos 𝑘𝜙
𝑘 = 1

2 log
1 + 𝑝2+ 2𝑝cos𝜙
1 + 𝑝2− 2𝑝cos𝜙 , 𝑝2 ≤ 1,

∞

∑
𝑛=0

4
2𝑛 + 1 𝑝

2𝑛+1 cos[(2𝑛 + 1)𝜙] = log 1 + 𝑝2+ 2𝑝cos𝜙
1 + 𝑝2− 2𝑝cos𝜙 , 𝑝2 ≤ 1. (1.4-18)

Damit erhalten wir aus (1.4-16) den geschlossenen Ausdruck

𝜑(𝑅, 𝜙) = 𝜏 log 𝑅
2+ 𝑏2+ 2𝑏𝑅cos𝜙

𝑅2+ 𝑏2− 2𝑏𝑅cos𝜙 , 0 ≤ 𝑅 < +∞, (1.4-19)

der mit (1.4-5) übereinstimmt. Mit 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑 erhält man wieder die Feldstärke von
Gl. (1.4-6).

Wegen log (1 ± 𝜉) ≈ ±𝜉 für 𝜉 ≪ 1 folgt aus (1.4-19) für 𝑅 ≫ 2𝑏

𝜑(𝑅, 𝜙) ≈ 4𝑏𝜏
𝑅 cos𝜙. (1.4-20)
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Daraus ergibt sich für 𝑅 ≫ 2𝑏

𝑬(𝑅, 𝜙) ≈ 4𝑏𝜏
𝑅2 (cos2𝜙, sin2𝜙, 0) . (1.4-21)

Bemerkung: Mit dem elektrischen Dipolmoment pro Längeneinheit (in 𝑧-Richtung) 𝝅 ≔ 2𝑏𝜏𝒆𝑥 und
dem Ortsvektor in der 𝑥𝑦-Ebene 𝑹 = 𝑥𝒆𝑥+ 𝑦𝒆𝑦 schreibt sich (1.4-20) als 𝜑(𝑅, 𝜙) ≈ 2(𝝅 • 𝑹)/𝑅2.
Man spricht von einem zweidimensionalen Dipol. Im Grenzfall 𝑏 ↓ 0, 𝜏 ↑ +∞, 𝑏𝜏 konstant, erhält
man einenmathematischen zweidimensionalen Dipol, und die Formeln (1.4-20), (1.4-21) gelten mit
Gleichheitszeichen im gesamten Raum.

(b) Äquipotentialflächen

Ich gehe von Gl. (1.4-5) aus. Die Äquipotentialflächen erhalte ich dann aus

𝜑(𝒓) = 𝜏 log (𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

= 𝜑0 ,
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

= 𝑒𝜑0/𝜏≕ 𝛼2 ; (1.4-22)

(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2 = 𝛼2 [(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2] .

Nach Ausquadrieren, Zusammenfassen und Ergänzen auf ein vollständiges Quadrat
(𝑥 − 𝑥0)2 erhält man als Äquipotentialflächen Kreiszylinderflächen

(𝑥 − 𝛼2+ 1
𝛼2− 1 𝑏)

2
+ 𝑦2 = 4𝛼2𝑏2

(𝛼2− 1)2
, 𝛼 ∈ ℝ, −∞ < 𝑧 < +∞. (1.4-23)

Die Abbildung zeigt Schnitte der Äquipotentialflächen mit der 𝑥𝑦-Ebene. 𝛼 > 1 (𝛼 < 1)
entspricht gemäß Gl. (1.4-22) 𝜑0 > 0 (𝜑0 < 0).

Abb. 1.4-2: Schnitte der Äquipotentialflächen mit der 𝑥𝑦-Ebene (aus-
gezogene Kurven) und Feldlinien in der 𝑥𝑦-Ebene (strich-
lierte Kurven); Unabhängigkeit von 𝑧
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Schreiben wir die Gleichung für die Äquipotentialflächen in der Form

(𝑥 − 𝑥0)2+ 𝑦2 = 𝑅20 , −∞ < 𝑧 < +∞ (1.4-24)

an und drücken wir 𝑥0 und 𝑅0 durch 𝜑0 aus, so erhalten wir

𝑥0 =
𝛼2+ 1
𝛼2− 1 𝑏 = 𝑏 coth 𝜑02𝜏 , 𝑅0 =

2𝛼𝑏
|𝛼2− 1| = 𝑏||(sinh

𝜑0
2𝜏)

−1|| . (1.4-25)

Dabei gilt 𝑥0 > 0 [𝑥0< 0] für 𝜑0 > 0 [𝜑0< 0].
(c) In der vorliegenden Aufgabe hat man es mit räumlich nicht lokalisierten Ladungsvertei-
lungen zu tun, die Gesamtkräfte auf die Stäbe sind unendlich, und es hat nur einen Sinn
nach den Kräften pro Längeneinheit der geladenen Stäbe zu fragen. Es gilt:

𝒇1 = 𝜏∫
ℓ1

𝑑𝑙 𝑬2(𝒓) , ℓ1 beliebiges Stück der Länge 1 von Stab1;

ℓ1… 𝒓 = 𝑏𝒆𝑥+ 𝑧𝒆𝑧 , 𝑧 ∈ [𝑧0, 𝑧0+ 1], 𝑧0 ∈ ℝ beliebig (fest); 𝑑𝑙 = 𝑑𝑧;
𝑬2(𝒓)||ℓ1= 𝑬2(𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 0) = −2𝜏(1/(2𝑏), 0, 0) = −(𝜏/𝑏) 𝒆𝑥 ;

𝒇1 = −𝜏
2

𝑏 𝒆𝑥

𝑧0+1

∫
𝑧0

𝑑𝑧 = −𝜏
2

𝑏 𝒆𝑥 = −𝒇2 . (1.4-26)

Was haben wir aus dieser Aufgabe gelernt? Dass es sich lohnt zu überlegen, welcher Lösungsweg bei
einer gegebenen Problemstellung der Einfachste und Kürzeste sein wird, bevor man zu rechnen
beginnt. Symmetrien zu nützen ist dabei ein heißer Tipp. Mathematisch sind alle Lösungswege
äquivalent, der Rechenaufwand kann aber sehr unterschiedlich sein. Ich habe den zweiten Lösungs-
weg aber nicht nur für diesen Vergleich vorgeführt, er stellt auch ein gutes Training für Aufgaben
dar, bei denen es keine kurzen und einfachen Lösungsmöglichkeiten gibt.

1.5 Da die Quellverteilung räumlich lokalisiert ist kannman Potential und Feldstärke
mithilfe der Formeln (A.6-11) berechnen. Beginnen wir mit dem Potential:

𝜑(𝒓) = ∫
ℒ

𝑑𝑙′ 𝜏(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| ; ℒ…𝒓′ = (0, 0, 𝑧′), 𝑑𝑙′ = 𝑑𝑧′, 𝜏(𝒓′) = 𝜏 = 𝑄

𝐿 ; 𝐿 ≕ 2𝑙 ;
𝑧′∈ (−𝑙,+𝑙);

𝜑(𝒓) = 𝜑(𝑅, 𝑧) = 𝜏

+𝑙

∫
−𝑙

𝑑𝑧′

√𝑥2+ 𝑦2+ (𝑧 − 𝑧′)2
;

𝜑(𝑅, 𝑧) = 𝜏 log
√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 + (𝑙 − 𝑧)
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2 − (𝑙 + 𝑧)

mit 𝜏 = 𝑄
𝐿 , 𝑙 =

𝐿
2 . (1.5-1)
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Diese Formel gilt für |𝑧| > 𝑙 auch für 𝑅 → 0+. Für |𝑧| > 𝑙 ist 𝜑(𝑅, 𝑧) für 𝑅 → 0+ stetig und
kann aus (1.5-1) nach der Regel von Bernoulli-de l’Hospital berechnet werden:

𝜑(0, 𝑧) = 𝜏 log |𝑧| + 𝑙
|𝑧| − 𝑙 für |𝑧| > 𝑙 . (1.5-2)

Für |𝑧| ≤ 𝑙 divergiert das Potential logarithmisch, wie dies für eine Linienladungsverteilung
typisch ist. (Siehe die Bemerkungen über die Stetigkeitseigenschaften des Potentials am
Ende von Anhang A.6.1.)
Äquipotentialflächen („Fleißaufgabe“)

In der Angabe wurde nicht nach den Äquipotentialflächen gefragt. Deren Berechnung artet
nämlich in ein „Gemetzel“ aus, wofern man nicht raffinierte Umformungstricks anwendet
(siehe z. B. Greiner, Bd. 3, Aufgabe 1.8). Relativ einfach erhält man das Ergebnis, wennman
die aufgrund der Symmetrie des Problems offensichtliche (aber aus der Formel (1.5-1)
nicht unmittelbar ablesbare) Eigenschaft 𝜑(𝑅,−𝑧) = 𝜑(𝑅,+𝑧) benützt:

𝜑(𝑅,±𝑧) = 𝜏 log
√𝑅2+ (𝑙 ∓ 𝑧)2 + (𝑙 ∓ 𝑧)
√𝑅2+ (𝑙 ± 𝑧)2 − (𝑙 ± 𝑧)

= 𝜑0 = konst.,

√𝑅2+ (𝑙 ∓ 𝑧)2 + (𝑙 ∓ 𝑧)
√𝑅2+ (𝑙 ± 𝑧)2 − (𝑙 ± 𝑧)

= 𝑒𝜑0/𝜏 ≕ 𝐶2 = konst.;

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 + (𝑙 − 𝑧) = 𝐶2√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2 −𝐶2(𝑙 + 𝑧) ,

√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2 + (𝑙 + 𝑧) = 𝐶2√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 −𝐶2(𝑙 − 𝑧) .

Addition der letzten zwei Gleichungen gibt

(1 − 𝐶2)[√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 +√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2] + 2(1 + 𝐶2)𝑙 = 0 ⇒

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 +√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2 = 𝐴2 = konst. (1.5-3)

Die Äquipotentialflächen sind also Rotationsellipsoide bzgl. der 𝑧-Achse mit den Brennpunk-
ten (0, 0,+𝑙), (0, 0,−𝑙).
Nun zur Berechnung der Feldstärke 𝑬.
Lösungsweg 1: Coulombformel (A.6-11)

𝑬(𝒓) = ∫
ℒ

𝑑𝑙′ 𝜏(𝒓
′)(𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3 ; ℒ…𝒓′ = (0, 0, 𝑧′), 𝑑𝑙′ = 𝑑𝑧′, 𝜏(𝒓′) = 𝜏 = 𝑄

𝐿 ; 𝐿 ≕ 2𝑙 ;
𝑧′∈ (−𝑙,+𝑙);

𝑬(𝒓) = 𝜏

+𝑙

∫
−𝑙

𝑑𝑧′
𝑥𝒆𝑥+ 𝑦𝒆𝑦+ (𝑧 − 𝑧′) 𝒆𝑧
[𝑥2+ 𝑦2+ (𝑧 − 𝑧′)2]3/2

.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Die Berechnung der drei bestimmten Integrale ist elementar, das Ergebnis lautet:

𝐸𝑥(𝑅, 𝑧) = 𝜏 𝑥𝑅2 [
𝑙 − 𝑧

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2
+ 𝑙 + 𝑧
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

], (1.5-4a)

𝐸𝑦(𝑅, 𝑧) = 𝜏 𝑦𝑅2 [
𝑙 − 𝑧

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2
+ 𝑙 + 𝑧
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

], (1.5-4b)

𝐸𝑧(𝑅, 𝑧) = 𝜏[ 1
√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2

− 1
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

]. (1.5-4c)

Lösungsweg 2: Berechnung aus dem Potential (Formel (A.6-5))

𝐸𝑥(𝑅, 𝑧) = −𝜕𝜑(𝑅, 𝑧)𝜕𝑥 = 𝜏[ 1
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2 − (𝑙 + 𝑧)

𝑥
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

(1.5-5)
− 1
√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 + (𝑙 − 𝑧)

𝑥
√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2

].

Die Identität von (1.5-4a) und (1.5-5) ist nicht offensichtlich. Der Leser zeige die Identität
explizit durch Gleichsetzen der Ausdrücke. Die Rechnung und das Ergebnis für 𝐸𝑦(𝑅, 𝑧)
ist vollkommen analog. Die elementare, aber etwas längere Rechnung für 𝐸𝑧(𝑅, 𝑧) liefert
unmittelbar dasselbe Ergebnis wie der Lösungsweg1, also (1.5-4c).

(a) Grenzfall 𝐿 → 0+, 𝑄 fest; 𝐿 = 2𝑙, 𝑅2+ 𝑧2 = 𝑟2

Beim Potential ist es am günstigsten die Regel von Bernoulli-de l’Hospital anzuwenden.
Mit (1.5-1) folgt dann

𝜑(𝒓) = lim
𝑙→0+

𝑄
2𝑙 log

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 + (𝑙 − 𝑧)
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2 − (𝑙 + 𝑧)

= 𝑄
2 lim

𝑙→0+
[

𝑙−𝑧
√𝑅2+(𝑙−𝑧)2

+ 1

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2 + (𝑙 − 𝑧)
−

𝑙+𝑧
√𝑅2+(𝑙+𝑧)2

− 1

√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2 + (𝑙 + 𝑧)
]

= 𝑄
2 [

−𝑧
𝑟
+ 1

𝑟 − 𝑧 −
𝑧
𝑟
− 1

𝑟 − 𝑧 ] =
𝑄
𝑟 ∎

Bei den Feldstärkenkomponenten verwenden wir die Binomialentwicklung der Quadrat-
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wurzel. Mit (1.5-4a) folgt dann

𝐸𝑥(𝒓) = lim
𝑙→0+

𝑄
2𝑙

𝑥
𝑅2 [

𝑙 − 𝑧
√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2

+ 𝑙 + 𝑧
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

]

= lim
𝑙→0+

𝑄
2𝑙

𝑥
𝑅2 [

𝑙−𝑧
𝑟

√1− 2𝑧𝑙
𝑟2

+
𝑙+𝑧
𝑟

√1+ 2𝑧𝑙
𝑟2

]

= lim
𝑙→0+

𝑄
2𝑙

𝑥
𝑅2 [(

𝑙
𝑟 −

𝑧
𝑟 )(1 +

𝑧𝑙
𝑟2 ) + ( 𝑙𝑟 +

𝑧
𝑟 )(1 −

𝑧𝑙
𝑟2 )]

= lim
𝑙→0+

𝑄
2𝑙

𝑥
𝑅2

2𝑙
𝑟 (1 −

𝑧2
𝑟2 ) =

𝑄𝑥
𝑟3 ∎

Die Rechnung für 𝐸𝑦 ist vollkommen analog, die Rechnung für 𝐸𝑧 ist wesentlich einfacher,
der Leser führe sie selbständig durch.

(b) Grenzfall 𝐿 → +∞, 𝜏 fest; 𝑙 = 𝐿
2

𝐸𝑥(𝑅, 𝑧) = 𝜏 𝑥𝑅2 [
𝑙 − 𝑧

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2
+ 𝑙 + 𝑧
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

] ⟶ 2𝜏 𝑥𝑅2 ,

𝐸𝑦(𝑅, 𝑧) = 𝜏 𝑦𝑅2 [
𝑙 − 𝑧

√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2
+ 𝑙 + 𝑧
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

] ⟶ 2𝜏 𝑦𝑅2 ,

𝐸𝑧(𝑅, 𝑧) = 𝜏[ 1
√𝑅2+ (𝑙 − 𝑧)2

− 1
√𝑅2+ (𝑙 + 𝑧)2

] ⟶ 0.

In diesemGrenzfall ergibt sich also aus den Beziehungen (1.5-4a) bis (1.5-4c) die in Aufga-
be 1.4 berechnete Feldstärke eines unendlich langen unendlich dünnen Stabes längs der
𝑧-Achse mit der Ladung 𝜏 pro Längeneinheit, obwohl wir bei der Berechnung von (1.5-4a)
bis (1.5-4c) von der Formel (A.6-11) ausgegangen sind, welche eine räumlich lokalisierte
Ladungsverteilung voraussetzt.

Bemerkung: Das aus der Formel (A.6-11) berechnete Potential (1.5-1) ist natürlich (für endliches 𝐿)
im Unendlichen null, da man bei natürlichen Randbedingungen ganz allgemein diese Konvention
zugrunde legt. Beim Grenzübergang 𝐿 → +∞ divergiert das Potential (1.5-1). „Renormiert“ man es
jedoch gemäß

𝜑ren(𝑅, 𝑧) ∶= 𝜑(𝑅, 𝑧) − 𝜑(𝑎, 0) (1.5-6)

mit beliebigem festen 𝑎, 0 < 𝑎 < +∞, was bei festem 𝐿 lediglich das Hinzufügen einer Konstante
bedeutet, so erhältman imGrenzfall 𝐿 → +∞, 𝜏 = 𝑄/𝐿 fest, das in Aufgabe 1.4 berechnete Potential
(1.4-4) des unendlich langen dünnen Stabes längs der 𝑧-Achsemit der Ladung 𝜏 pro Längeneinheit.
Ambitionierte Leser sollten dies selbst überprüfen.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

1.6
Das elektrostatische Feld in einem Punkt P(0, 0, 𝑧)
muss aus Symmetriegründen 𝑧-Richtung besit-
zen:

𝑬(0, 0, 𝑧) = 𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) 𝒆𝑧 . (1.6-1)

Da die Ladungsverteilung räumlich lokalisiert ist
und keine Randbedingungen im Endlichen vor-
liegen (natürliche Randbedingungen), kann die
elektrostatische Feldstärke mithilfe der Formel
(A.6-9) von Anhang A.6 berechnet werden:

𝑬(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓
′)(𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3 (Coulombfeld) .

Anwendung dieser Formel gibt

𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) =∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) (𝑧 − 𝑧′)
[𝑥′2+ 𝑦′2+ (𝑧 − 𝑧′)2]3/2

= 2𝜋𝜌0

ℎ

∫
0

𝑑𝑧′ (𝑧 − 𝑧′)

𝑏

∫
𝑎

𝑑𝑅′ 𝑅′
[𝑅′2+ (𝑧 − 𝑧′)2]3/2

.

𝑅-Integration und 𝑧-Integration sind elementar, da jeweils die innere Ableitung im Zähler
des Integranden steht. Ich überlasse die weitere Rechnung deshalb dem Leser.
Ergebnis:

𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) = 2𝜋𝜌0 [√(𝑧 − ℎ)2+ 𝑏2 −√(𝑧 − ℎ)2+ 𝑎2 −√𝑧2+ 𝑏2 +√𝑧2+ 𝑎2] . (1.6-2)

Auch die Berechnung des führenden Terms für 𝑧 ≫ ℎ, 𝑧 ≫ 𝑏 ist elementar (binomische
Reihen). Die Rechnung ergibt natürlich den Monopolbeitrag des Feldes:

𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) →
𝑄
𝑧2 , 𝑄 ∶= 𝜋 (𝑏2− 𝑎2)ℎ𝜌0 (1.6-3)

Gesamtladung des Zylindervolumens.

1.7 Die elektrostatische Wechselwirkungenergie zwischen den elektrischen Punktdi-
polen ist durch

𝑊 (e)
12 = −𝒑1 • 𝑬2(𝒓1) = −𝒑2 • 𝑬1(𝒓2) (1.7-1)

gegeben. Setzt man hier das Feld eines Punktdipols mit Moment 𝒑 am Ort 𝒓0

𝑬(𝒓) =
3(𝒑 • (𝒓 − 𝒓0))(𝒓 − 𝒓0) − (𝒓 − 𝒓0)2𝒑

|𝒓 − 𝒓0|5
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ein, so erhält manmit 𝑹 ≔ 𝒓2− 𝒓1

𝑊 (e)
12 (𝑹) = (𝒑1 • 𝒑2)𝑅2 − 3(𝒑1 • 𝑹)(𝒑2 • 𝑹)

𝑅5 . (1.7-2)

Wer die Formeln (1.7-1) nicht kennt, kann mit den Beziehungen (A.6-30) beginnen, für 𝜌1(𝒓),
𝜌2(𝒓) die Distributionen (siehe Anhang A.11, Beispiel 1.2)

𝜌1,2(𝒓) = −div[𝒑1,2 δ(𝒓 − 𝒓1,2)]

einsetzen und partiell integrieren. (Der Randterm ist null, da natürliche Randbedingungen vorlie-
gen.)

Mit 𝑹 = (𝑋, 𝑌, 𝑍) = (𝑥2− 𝑥1, 𝑦2− 𝑦1, 𝑧2− 𝑧1) folgt aus (1.7-2)

𝜕𝑊 (e)
12
𝜕𝑋 = 1

𝑅5 [(𝒑1
• 𝒑2)2𝑅

𝑋
𝑅 − 3𝑝1𝑥(𝒑2 • 𝑹) − 3𝑝2𝑥(𝒑1 • 𝑹)] − 5

𝑅6
𝑋
𝑅 [(𝒑1

• 𝒑2)𝑅2 − 3(𝒑1 • 𝑹)(𝒑2 • 𝑹)]

= 1
𝑅7 [15(𝒑1

• 𝑹)(𝒑2 • 𝑹)𝑋 − 3(𝒑1 • 𝒑2)𝑅2𝑋 − 3𝑝1𝑥(𝒑2 • 𝑹)𝑅2 − 3𝑝2𝑥(𝒑1 • 𝑹)𝑅2]

und somit

𝑭1 = −𝑭2 =
15(𝒑1 • 𝑹)(𝒑2 • 𝑹)𝑹 − 3𝑅2[(𝒑1 • 𝒑2)𝑹 + (𝒑2 • 𝑹)𝒑1 + (𝒑1 • 𝑹)𝒑2]

𝑅7 . (1.7-3)

Spezialfälle:

(a) Eine kurze elementare Rechnung ergibt die anziehenden Kräfte

𝑭1 = −𝑭2 =
6𝑝1𝑝2𝑹
𝑅5 . (1.7-4)

(b) Eine kurze elementare Rechnung ergibt die abstoßenden Kräfte

𝑭1 = −𝑭2 = −3𝑝1𝑝2𝑹𝑅5 . (1.7-5)

1.8* (a) Lösungsweg: Flächenladungsverteilung als Fourierreihe anschreiben und die
Poissongleichung lösen

Entwicklung der vorgegebenen Flächenladungsverteilung in eine Fourierreihe:

𝜎(𝜙) = 𝑎0
2 +

∞

∑
𝑚=1

(𝑎𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝑏𝑚 sin𝑚𝜙), (1.8-1a)

𝑎𝑚 = 1
𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝜎(𝜙) cos𝑚𝜙, 𝑚 = 0, 1, 2,… ; 𝑏𝑚 = 1
𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝜎(𝜙) sin𝑚𝜙, 𝑚 = 1, 2, 3,…
(1.8-1b)
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Einsetzen in die Poissongleichung (Zylindersymmetrie, daher 𝜑(𝑅, 𝜙)):

Δ𝜑(𝑅, 𝜙) = −4𝜋𝜎(𝜙) δ(𝑅 −𝑎) = −4𝜋[𝑎02 +
∞

∑
𝑚=1

(𝑎𝑚 cos𝑚𝜙+𝑏𝑚 sin𝑚𝜙)] δ(𝑅 −𝑎). (1.8-2)

Lösungsansatz:

𝜑(𝑅, 𝜙) = 4𝜋[𝐴0(𝑅)
2 +

∞

∑
𝑚=1

(𝐴𝑚(𝑅) cos𝑚𝜙 + 𝐵𝑚(𝑅) sin𝑚𝜙)]. (1.8-3)

Einsetzen in die Poissongleichung (1.8-2) und Berücksichtigung der linearen Unabhängig-
keit der Funktionen cos𝑚𝜙, sin𝑚𝜙 liefert als Differentialgleichungen für die gesuchten
Funktionen 𝐴𝑚(𝑅), 𝐵𝑚(𝑅):

(1) 𝑑
𝑑𝑅 (𝑅

𝑑𝐴0(𝑅)
𝑑𝑅 ) = −𝑎0𝑎δ(𝑅 − 𝑎); (1.8-4a)

(2) 𝑑
𝑑𝑅 (𝑅

𝑑𝐴𝑚(𝑅)
𝑑𝑅 ) − 𝑚2

𝑅 𝐴𝑚(𝑅) = −𝑎𝑚𝑎δ(𝑅 − 𝑎), 𝑚 = 1, 2, 3,… ; (1.8-4b)

(3) 𝑑
𝑑𝑅 (𝑅

𝑑𝐵𝑚(𝑅)
𝑑𝑅 ) − 𝑚2

𝑅 𝐵𝑚(𝑅) = −𝑏𝑚𝑎δ(𝑅 − 𝑎) , 𝑚 = 1, 2, 3,… ; (1.8-4c)

Vorgangsweise (jeweils gleich in allen drei Fällen):

1. Lösen der homogenen Differentialgleichung;
2. 𝑅 < 𝑎: für 𝑅 = 0 reguläre Lösung;
3. 𝑅 > 𝑎: für 𝑅 → +∞ reguläre Lösung;
4. stetiges Zusammenfügen für 𝑅 = 𝑎;
5. endgültige Festlegung der Lösung mithilfe der jeweiligen aus der inhomogenen Diffe-

rentialgleichung ablesbaren Sprungbedingung.

Durchführung Fall (1):
Punkt 1: Die homogene Differentialgleichung lautet (𝑅𝐴′

0(𝑅))
′= 0, Lösungsbasis ist log𝑅,

konst.;
Punkte 2, 3, 4:

𝐴0(𝑅) = {
0 für 𝑅 ≤ 𝑎

𝛼0 log
𝑅
𝑎

für 𝑅 ≥ 𝑎
⇒ 𝑅𝐴′

0(𝑅) = {
0 für 𝑅 < 𝑎
𝛼0 für 𝑅 > 𝑎

. (1.8-5)

Punkt 5: Die Sprungbedingung (aus der Differentialgleichung (1.8-4a) unmittelbar ables-
bar) lautet

𝑅𝐴′
0(𝑅)||𝑎+− 𝑅𝐴′

0(𝑅)||𝑎−= −𝑎0𝑎,

sie führt auf 𝛼0 = −𝑎0𝑎, und das Endergebnis ist

𝐴0(𝑅) = {
0 für 𝑅 ≤ 𝑎

𝑎𝑎0 log
𝑎
𝑅

für 𝑅 ≥ 𝑎
. (1.8-6)
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Durchführung Fall (2):
Punkt 1: Die homogene Differentialgleichung lässt sich in der Form

𝑅2𝐴″𝑚(𝑅) + 𝑅𝐴′
𝑚(𝑅) −𝑚2𝐴𝑚(𝑅) = 0

schreiben. Dies ist eine eulersche Differentialgleichung, eine Lösungsbasis wird mit dem
Ansatz 𝐴𝑚(𝑅) = 𝑅𝜆 erhalten, welcher 𝜆 = ±𝑚 ergibt.
Punkte 2, 3, 4:

𝐴𝑚(𝑅) = {
𝛼𝑚 (

𝑅
𝑎
)
𝑚

für 𝑅 ≤ 𝑎

𝛼𝑚 (
𝑎
𝑅
)
𝑚

für 𝑅 ≥ 𝑎
⇒ 𝑅𝐴′

𝑚(𝑅) = {
𝛼𝑚𝑚(𝑅

𝑎
)
𝑚

für 𝑅 < 𝑎

−𝛼𝑚𝑚( 𝑎
𝑅
)
𝑚

für 𝑅 > 𝑎
. (1.8-7)

Punkt 5: Die Sprungbedingung (aus der Differentialgleichung (1.8-4b) unmittelbar ables-
bar) lautet

𝑅𝐴′
𝑚(𝑅)||𝑎+− 𝑅𝐴′

𝑚(𝑅)||𝑎−= −𝑎𝑚𝑎,

sie führt auf−2𝛼𝑚𝑚 = −𝑎𝑚𝑎, und das Endergebnis ist

𝐴𝑚(𝑅) = {
𝑎
2
𝑎𝑚
𝑚
(𝑅
𝑎
)
𝑚

für 𝑅 ≤ 𝑎
𝑎
2
𝑎𝑚
𝑚
( 𝑎
𝑅
)
𝑚

für 𝑅 ≥ 𝑎
. (1.8-8)

Fall (3) vollkommen analog zu Fall (2), Endergebnis:

𝐵𝑚(𝑅) = {
𝑎
2
𝑏𝑚
𝑚
(𝑅
𝑎
)
𝑚

für 𝑅 ≤ 𝑎
𝑎
2
𝑏𝑚
𝑚
( 𝑎
𝑅
)
𝑚

für 𝑅 ≥ 𝑎
. (1.8-9)

Einsetzen von (1.8-6), (1.8-8) und (1.8-9) in den Lösungsansatz (1.8-3) liefert dann die
Lösung der Poissongleichung (1.8-2):

𝜑(𝑅, 𝜙) = 2𝜋𝑎
∞

∑
𝑚=1

1
𝑚 (𝑅𝑎)

𝑚
(𝑎𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝑏𝑚 sin𝑚𝜙) für 𝑅 ≤ 𝑎,

𝜑(𝑅, 𝜙) = 2𝜋𝑎𝑎0 log
𝑎
𝑅

+ 2𝜋𝑎
∞

∑
𝑚=1

1
𝑚 (𝑎𝑅)

𝑚
(𝑎𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝑏𝑚 sin𝑚𝜙) für 𝑅 ≥ 𝑎.

(1.8-10a)

(1.8-10b)

Auf der Zylindermantelflächeℳmuss die Normalkomponente von 𝑬 den Sprung 4𝜋𝜎
besitzen. Der Leser verifiziere, dass für 𝒓 ∈ℳ

Div𝑬 = −𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅
|||𝑎++

𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅

|||𝑎−= 4𝜋𝜎(𝜙) (1.8-11)
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gilt.
(b) Spezialfall: Wegen 𝑅0 > 𝑎 (s. Angabe) gilt

𝜎(𝜙) = − 𝜏
2𝜋𝑎

1 − 𝑎2

𝑅2
0

1 + 𝑎2

𝑅2
0
− 2 𝑎

𝑅0
cos 𝜙

= − 𝜏
2𝜋𝑎 [1 + 2

∞

∑
𝑚=1

( 𝑎𝑅0
)
𝑚
cos𝑚𝜙] ⇒ (1.8-12a)

𝑎0 = − 𝜏
𝜋𝑎 , 𝑎𝑚 = − 𝜏

𝜋𝑎 (
𝑎
𝑅0
)
𝑚
, 𝑏𝑚 = 0, 𝑚 = 1, 2, 3,… (1.8-12b)

Einsetzen der Fourierkoeffizienten in (1.8-10a) (1.8-10b) gibt unter Verwendung der For-
mel aus der Angabe

𝜑(𝑅, 𝜙) = −2𝜏
∞

∑
𝑚=1

1
𝑚( 𝑅𝑅0

)
𝑚
cos𝑚𝜙

= 𝜏 log(1 + 𝑅2

𝑅20
− 2 𝑅𝑅0

cos 𝜙)

= 𝜏 log
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

𝑅20
für 𝑅 ≤ 𝑎; (1.8-13a)

𝜑(𝑅, 𝜙) = −2𝜏 log 𝑎𝑅 − 2𝜏
∞

∑
𝑚=1

1
𝑚( 𝑎2

𝑅0𝑅
)
𝑚
cos𝑚𝜙

= 𝜏 log 𝑅
2

𝑎2 + 𝜏 log(1 + 𝑎4

𝑅20𝑅2
− 2 𝑎2

𝑅0𝑅
cos𝜙)

= 𝜏 log
𝑅2+ 𝑎4

𝑅2
0
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

𝑎2 für 𝑅 ≥ 𝑎. (1.8-13b)

Berechnung der Zylinderkomponenten der Feldstärke aus 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑 mithilfe der
Formel (A.3-15) von Anhang A.3 gibt dann

𝑅 < 𝑎 ∶ 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) = −2𝜏 𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = −2𝜏 𝑅0 sin𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

, (1.8-14a)

𝐸𝑧(𝑅, 𝜙) = 0;

𝑅 > 𝑎 ∶ 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) = −2𝜏
𝑅 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅2
0
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = −2𝜏

𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅2
0
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

, (1.8-14b)

𝐸𝑧(𝑅, 𝜙) = 0.
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Wie schon unter Punkt (a) besprochen, muss auf der Zylindermantelfläche 𝑅 = 𝑎 die
Normalkomponente von 𝑬 den Sprung 4𝜋𝜎 besitzen. Der Leser verifiziere, dass die obigen
Ausdrücke für 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙)mit dem geschlossenen Ausdruck für 𝜎(𝜙) aus der Angabe

Div𝑬 = 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙)||𝑎+− 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙)||𝑎−= 4𝜋𝜎(𝜙) (1.8-15)

erfüllen.

1.9
Da die Quellverteilung räumlich lokalisiert
ist, kann das Potential mithilfe der Cou-
lombformel (A.6-10), d. h.

𝜑(𝒓) = ∫
ℱ

𝑑𝑓′ 𝜎(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| ,

berechnet werden.

ℱ∶ 0 ≤ 𝑅′≤ 𝑎, 0 ≤ 𝜙′< 2𝜋, 𝑧′= 0; 𝑑𝑓′= 𝑅′𝑑𝑅′𝑑𝜙′; (1.9-1a)

𝜎(𝑅′, 𝜙′) = 𝑞
𝜋𝑎2 ≕ 𝜎. (1.9-1b)

Damit erhalten wir für das elektrostatische Potential längs der 𝑧-Achse

𝜑(0, 0, 𝑧) = 𝑞
𝜋𝑎2

𝑎

∫
0

𝑑𝑅′𝑅′
2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ 1
|𝒓 − 𝒓′|

|||𝑥=𝑦=0
𝑧′=0

= 2𝑞
𝑎2

𝑎

∫
0

𝑑𝑅′ 𝑅′

√𝑅′2+ 𝑧2
. (1.9-2)

Ergebnisse:

𝜑(0, 0, 𝑧) = 2𝑞
𝑎2 [

√𝑎2+ 𝑧2 − |𝑧|] ;

𝐸𝑥(0, 0, 𝑧) = 𝐸𝑦(0, 0, 𝑧) = 0, 𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) =
2𝑞
𝑎2 [sign𝑧 −

𝑧
√𝑎2+ 𝑧2

] .

(1.9-3a)

(1.9-3b)

Für die Flächendivergenz im Punkt P(0, 0, 0) folgt

Div𝑬 = 𝐸𝑧(0, 0, 𝑧 ↓ 0) − 𝐸𝑧(0, 0, 𝑧 ↑ 0) =
2𝑞
𝑎2 [1 + 1] = 4𝜋 𝑞

𝜋𝑎2 = 4𝜋𝜎 ✓ (1.9-4)

Bemerkungen: Warum wurde in der Angabe die Berechnung des Potentials nur für Punkte auf der
𝑧-Achse verlangt? Grund: Für allgemeine Raumpunkte lässt sich das Potential nicht in geschlossener
Form (das heißt durch tabellierte Funktionen) ausdrücken. Was möglich ist, wird in Aufgabe 1.14
behandelt: Man kann das Potential 𝜑(𝑟, 𝜗) für 𝑟 > 𝑎 als unendliche sphärische Multipolreihe
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anschreiben (siehe Gl. (1.14-3)) und diese für 𝜗 = 0,𝜋 (Punkte auf der 𝑧-Achse) aufsummieren. Da
das Ergebnis (1.14-5) eine analytische Funktion ist, gilt es nicht nur für |𝑧| > 𝑎, sondern für alle 𝑧,
in Übereinstimmungmit (1.9-3a).

1.10*
Da die Quellverteilung räumlich lokalisiert
ist, kann das Potential mithilfe der Cou-
lombformel (A.6-11), d. h.

𝜑(𝒓) = ∫
ℒ

𝑑𝑙′ 𝜏(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| ,

berechnet werden.

ℒ∶ 𝑅′= 𝑎, 0 ≤ 𝜙′< 2𝜋, 𝑧′= 0; 𝑑𝑙′= 𝑎𝑑𝜙′; (1.10-1a)

𝜏(𝜙′) = 𝑞
𝜋𝑎 ⋅ {

+1 für−𝜋/2 < 𝜙′< +𝜋/2
−1 für+𝜋/2 < 𝜙′< +3𝜋/2

. (1.10-1b)

Damit erhalten wir für das elektrostatische Potential

𝜑(𝒓) = 𝑞
𝜋

+𝜋/2

∫
−𝜋/2

𝑑𝜙′ 1
|𝒓 − 𝒓′|

|||𝑅′=𝑎
𝑧′=0

− 𝑞
𝜋

3𝜋/2

∫
𝜋/2

𝑑𝜙′ 1
|𝒓 − 𝒓′|

|||𝑅′=𝑎
𝑧′=0

. (1.10-2)

Berechnung des Integranden:
1

|𝒓 − 𝒓′|
|||𝑅′=𝑎
𝑧′=0

= {(𝑥 − 𝑎 cos𝜙′)2+ (𝑦 − 𝑎 sin𝜙′)2+ 𝑧2}−1/2

= {𝑎2+ 𝑧2+ 𝑅2− 2𝑎𝑥 cos𝜙′− 2𝑎𝑦 sin𝜙′}−1/2.

Bei Beschränkung auf Punkte auf der 𝑧-Achse und in deren unmittelbarer Umgebung gilt
(𝑎2+ 𝑧2) ≫ 𝑎𝑥, 𝑎𝑦 und wir können eine Binomialentwicklung durchführen:

1
|𝒓 − 𝒓′|

|||𝑅′=𝑎
𝑧′=0

= (𝑎2+ 𝑧2)−1/2 [1 − 1
2
𝑅2− 2𝑎𝑥 cos𝜙′− 2𝑎𝑦 sin𝜙′

𝑎2+ 𝑧2 + …]. (1.10-3)

Nun führen wir in Gl. (1.10-2) im zweiten Integral eine Substitution durch, um zu gleichen
Integrationsgrenzen−𝜋/2,+𝜋/2 zu kommen:

𝜙″= 𝜙′− 𝜋, 𝑑𝜙″= 𝑑𝜙′; cos 𝜙′= −cos𝜙″, sin 𝜙′= sin𝜙″.

Nach Durchführung dieser Substitution nennen wir die Integrationsvariable im zweiten
Integral statt 𝜙″wieder 𝜙′. Damit ergibt sich für das elektrostatische Potential

𝜑(𝒓) = 𝑞
𝜋(𝑎2+ 𝑧2)1/2

+𝜋/2

∫
−𝜋/2

𝑑𝜙′ [ 2𝑎𝑥
𝑎2+ 𝑧2 cos 𝜙

′ + …].
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Zur gesuchten Näherung kommen wir durch Abbrechen der Entwicklung:

𝜑(𝒓) ≈ 4𝑞𝑎𝑥
𝜋(𝑎2+ 𝑧2)3/2

;

𝐸𝑥(𝒓) ≈ − 4𝑞𝑎
𝜋(𝑎2+ 𝑧2)3/2

, 𝐸𝑦(𝒓) ≈ 0, 𝐸𝑧(𝒓) ≈
12𝑞𝑎𝑥𝑧

𝜋(𝑎2+ 𝑧2)5/2
.

(1.10-4a)

(1.10-4b)

Was erwartet man für 𝑧2 ≫ 𝑎2, d. h. in großer Entfernung vom Ring, wenn man die Ab-
bildung betrachtet? Man erwartet ein elektrisches Dipolfeld mit Moment 𝒑 = 𝑞𝛼𝑎𝒆𝑥mit
1 < 𝛼 < 2. Der Leser verifiziere, dass die Formeln (1.10-4b) für 𝑧2≫ 𝑎2 ein derartiges Feld
mit 𝛼 = 4/𝜋 = 1,2732 ergeben.

1.11* Aufgrund der Rotationssymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse folgt bei Verwendung
von Kugelkoordinaten 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗).

Da die Quellverteilung räumlich lokalisiert
ist, kann das Potential mithilfe der Cou-
lombformel (A.6-11), d. h.

𝜑(𝒓) = ∫
ℒ

𝑑𝑙′ 𝜏(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| ,

berechnet werden.

ℒ∶ 𝑟′= 𝑎, 0 ≤ 𝜙′< 2𝜋, 𝜗′= 𝜋/2; 𝑑𝑙′= 𝑎𝑑𝜙′; (1.11-1a)

𝜏(𝜙′) = 𝑞
2𝜋𝑎 ≔ 𝜏. (1.11-1b)

Damit erhalten wir für das elektrostatische Potential

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
2𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ 1
|𝒓 − 𝒓′|

|
|
| 𝑟′=𝑎,𝜗′=𝜋/2

𝜙=0

. (1.11-2)

Da wir wissen, dass das Integral nicht von 𝜙 abhängt, konnten wir bereits im Integranden
𝜙 = 0 setzen. Damit berechnen wir 𝜑(𝑟, 𝜗) im Raumpunkt P(𝑟, 𝜗, 0), welcher in der 𝑧𝑥-
Ebene liegt.
Berechnung des Integranden:

1
|𝒓 − 𝒓′|

|
|
| 𝑟′=𝑎,𝜗′=𝜋/2

𝜙=0

= {(𝑟 sin 𝜗 − 𝑎 cos𝜙′)2+ 𝑎2 sin2𝜙′+ 𝑟2 cos2𝜗}−1/2

= {𝑟2+ 𝑎2 − 2𝑎𝑟 sin 𝜗 cos 𝜙′}−1/2.
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Da im Raumpunkt P(𝑟, 𝜗, 0) der Beitrag zum Potential von der „linken“ Kreisringhälfte
(𝜋 < 𝜙 < 2𝜋) und der „rechten“ Kreisringhälfte (0 < 𝜙 < 𝜋) aus Symmetriegründen gleich
ist, gilt:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
𝜋

𝜋

∫
0

𝑑𝜙′

{𝑟2+ 𝑎2 − 2𝑎𝑟 sin 𝜗 cos 𝜙′}1/2
. (1.11-3)

Mit der Substitution 𝜙′= 𝜋− 2𝛽 folgt weiter

𝜑(𝑟, 𝜗) = 2𝑞
𝜋

𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽
{𝑟2+ 𝑎2 + 2𝑎𝑟 sin 𝜗 cos2𝛽}1/2

. (1.11-4)

Setzen wir hier cos2𝛽 = 1 − 2 sin2𝛽 ein, so gelangen wir nach einer einfachen Umformung
des Nenners im Integranden zum Ziel:

{𝑟2+ 𝑎2 + 2𝑎𝑟 sin 𝜗 cos2𝛽}1/2 = {𝑟2+ 𝑎2 + 2𝑎𝑟 sin 𝜗}1/2 [1 −

≕ 𝑘2(𝑟, 𝜗)
⏞⎴⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⎴⏞4𝑎𝑟 sin𝜗
𝑟2+ 𝑎2 + 2𝑎𝑟 sin 𝜗 sin2𝛽]

1/2
.

Ergebnis:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 2
𝜋

𝑞
√𝑟2+ 𝑎2 + 2𝑎𝑟 sin 𝜗

𝐾(𝑘(𝑟, 𝜗)) mit 𝑘2(𝑟, 𝜗) = 4𝑎𝑟 sin 𝜗
𝑟2+ 𝑎2 + 2𝑎𝑟 sin 𝜗 .

(1.11-5)
𝜗 = 0,𝜋 (𝑧-Achse): 𝐾(0) = 𝜋/2

𝜑(0, 0, 𝑧) = 𝑞
√𝑧2 + 𝑎2

✓ (1.11-6)

Für |𝑧| ≫ 𝑎 folgt daraus der Monopolbeitrag 𝜑(1)(0, 0, 𝑧) = 𝑞
|𝑧|
.

Weiterführende Bemerkungen

Aus dem Potential Gl. (1.11-5) erhält man durch Gradientenbildung die exakte Lösung für die elektri-
sche Feldstärke 𝑬. In diese geht neben dem vollständigen elliptischen Integral erster Art 𝐾(𝑘) das
vollständige elliptische Integral zweiter Art 𝐸(𝑘) ein, da 𝑑𝐾(𝑘)/𝑑𝑘 funktional von 𝐾(𝑘) und 𝐸(𝑘)
abhängt (siehe die Formeln (A.2-48), (A.2-49) von Anhang A.2).

Das Potential kann alternativ unter Verwendung von Zylinderkoordinaten berechnet werden. Die
weitgehend analoge Rechnung überlasse ich dem Leser als Testaufgabe T1.10.
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1.12*
Da es sich um zwei räumlich lokalisierte nicht
überlappende Ladungsverteilungen handelt, gel-
ten die Formeln von Anhang A.6.5. Die elektro-
statische Wechselwirkungsenergie der in der Ab-
bildung dargestellten kreisförmigen homogenen
Linienladungsverteilungen𝒦1,𝒦2 ist also gege-
ben durch

𝑊 (e)
12 = ∮

𝒦1

𝑑𝑙1∮
𝒦2

𝑑𝑙2
𝜏(𝒓1)𝜏(𝒓2)
|𝒓1− 𝒓2|

. (1.12-1)

Ich schreibe die benötigten Ingredienzien in Zy-
linderkoordinaten an:

𝒦1∶ 𝑅1 = 𝑎, 0 ≤ 𝜙1< 2𝜋, 𝑧1 = 0; 𝑑𝑙1 = 𝑎𝑑𝜙1 ; 𝜏(𝒓1) =
𝑞1
2𝜋𝑎 ; (1.12-2a)

𝒦2∶ 𝑅2 = 𝑏, 0 ≤ 𝜙2 < 2𝜋, 𝑧2 = 𝑑; 𝑑𝑙2 = 𝑏𝑑𝜙2 ; 𝜏(𝒓2) =
𝑞2
2𝜋𝑏 ; (1.12-2b)

𝒓1 ∈ 𝒦1, 𝒓2 ∈ 𝒦2∶

|𝒓1− 𝒓2| = {(𝑎 cos 𝜙1 − 𝑏cos𝜙2)2+ (𝑎 sin𝜙1 − 𝑏 sin𝜙2)2+ 𝑑2}1/2
(1.12-2c)

= {𝑑2+ 𝑎2+ 𝑏2− 2𝑎𝑏cos(𝜙1− 𝜙2)}
1/2.

Einsetzen in Gl. (1.12-1) gibt

𝑊 (e)
12 = 𝑞1𝑞2

4𝜋2

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙1

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙2 {𝑑2+ 𝑎2+ 𝑏2 − 2𝑎𝑏cos(𝜙1− 𝜙2)}
−1/2.

DerWert des 𝜙2-Integrals kann aus Symmetriegründen nicht von 𝜙1 abhängen.Wir können
deshalb 𝜙1 = 0 setzen. Da dann im verbleibenden 𝜙2-Integral die Intervalle (𝜋, 2𝜋) und
(0, 𝜋) aus Symmetriegründen gleich viel beitragen, erhalten wir mit 𝜙2→ 𝜙

𝑊 (e)
12 = 𝑞1𝑞2

𝜋

𝜋

∫
0

𝑑𝜙 {𝑑2+ 𝑎2+ 𝑏2− 2𝑎𝑏cos𝜙}−1/2. (1.12-3)

Mit der Substitution 𝜙 = 𝜋 − 2𝛽 folgt weiter

𝑊 (e)
12 = 2 𝑞1𝑞2𝜋

𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽 {𝑑2+ 𝑎2+ 𝑏2+ 2𝑎𝑏cos2𝛽}−1/2. (1.12-4)
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Nun setzen wir (wie in der Angabe empfohlen) cos2𝛽 = 1 − 2 sin2𝛽 ein:

𝑊 (e)
12 = 2 𝑞1𝑞2𝜋

𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽 {𝑑2+ (𝑎 + 𝑏)2− 4𝑎𝑏sin2𝛽}−1/2. (1.12-5)

Vergleichen wir dieses Integral mit der Definition des vollständigen elliptischen Integrals
erster Art Gl. (A.2-48), so sehen wir:

𝑊 (e)
12 = 𝑞1𝑞2

𝜋√𝑎𝑏
𝑘𝐾(𝑘) mit 𝑘 ≔ 2√𝑎𝑏

√(𝑎 + 𝑏)2+ 𝑑2
. (1.12-6)

Die Kräfte wirken aus Symmetriegründen in 𝑧-Richtung, und mit 𝑑 = 𝑧2− 𝑧1 folgt

𝐹2𝑧 = −
𝜕𝑊 (e)

12
𝜕𝑑 = −

𝜕𝑊 (e)
12
𝜕𝑘

𝜕𝑘
𝜕𝑑 = −𝐹1𝑧 . (1.12-7)

Wegen (A.2-49) gilt
(𝑘𝐾(𝑘))′ = 𝐾(𝑘) + 𝑘𝐾′(𝑘) = 𝐸(𝑘)

1 − 𝑘2 ,

und das Ergebnis der einfachen Rechnung lautet

𝐹2𝑧 =
2𝑑𝑞1𝑞2

𝜋[(𝑎 + 𝑏)2+ 𝑑2]3/2
𝐸(𝑘)
1 − 𝑘2 . (1.12-8)

Im Fall 𝑑 ≫ 𝑎, 𝑏 gilt 𝑘 ≪ 1 und mit (A.2-50) folgt 𝐸(𝑘) ≈ 𝜋/2, somit erhält man das
erwartete Ergebnis

𝐹2𝑧 ≈
𝑞1𝑞2
𝑑2 . (1.12-9)

1.13 Vorbemerkung: Für die Diskussion der Auswahlregeln kommt es nicht auf die
konkrete Definition der sphärischen elektrischen Multipolmomente an. Ich benütze in
dieser Aufgabensammlung die Definition (A.6-25) (Definition von Landau-Lifschitz):

𝑄(𝑙)
𝑚 = √

4𝜋
2𝑙 + 1 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟𝑙𝑌𝑙𝑚(𝛺) 𝜌(𝒓)

= √
4𝜋

2𝑙 + 1

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟𝑙+2
2𝜋

∫
0

𝑑𝜙

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜙) 𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙)

= (−1)𝑚
√

(𝑙 −𝑚)!
(𝑙 + 𝑚)!

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟𝑙+2
2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 𝑒𝑖𝑚𝜙

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜗) 𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) .

(1.13-1)
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(a) Inversion am Ursprung

𝜗′= 𝜋− 𝜗, 𝜙′= 𝜙+ 𝜋 ⇒

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑑𝜗′ = −𝑑𝜗, sin 𝜗′= sin𝜗, 𝑑𝜙′= 𝑑𝜙;
𝜋

∫
0

𝑑𝜗′sin 𝜗′… =

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗… ,

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′… =

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙… ;

𝑌𝑙𝑚(𝜗′, 𝜙′) = (−1)𝑙𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜙) .

Annahme:
𝜌(𝑟, 𝜗′, 𝜙′) = ±𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) ⇒ 𝑄(𝑙)

𝑚 = ±(−1)𝑙𝑄(𝑙)
𝑚 . (1.13-2)

Somit:
𝜌(−𝒓) = +𝜌(𝒓) ⇒ Auswahlregel 𝑙 gerade;

𝜌(−𝒓) = −𝜌(𝒓) ⇒ Auswahlregel 𝑙 ungerade.

(1.13-3a)

(1.13-3b)

(b) Annahme: sphärisch symmetrische Ladungsverteilung 𝜌(𝒓) = 𝜌(𝑟,SS𝜗, AA𝜙) = 𝜌(𝑟)

𝑄(𝑙)
𝑚 = √

4𝜋
2𝑙 + 1

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟𝑙+2 𝜌(𝑟)∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝑌𝑙𝑚(𝛺)

⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟
√4𝜋𝛿𝑙0 𝛿𝑚0

= 4𝜋𝛿𝑙0 𝛿𝑚0

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2𝜌(𝑟) . (1.13-4)

Somit:
𝜌(𝑟,SS𝜗, AA𝜙) = 𝜌(𝑟) ⇒ Auswahlregel 𝑙 = 0. (1.13-5)

Nur das Monopolmoment (die Gesamtladung) kann von null verschieden sein.

(c) Annahme: 𝜌(𝒓) = 𝜌(𝑟, 𝜗, AA𝜙) = 𝜌(𝑟, 𝜗)

𝑄(𝑙)
𝑚 = (−1)𝑚

√
(𝑙 −𝑚)!
(𝑙 + 𝑚)!

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟𝑙+2
𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜗) 𝜌(𝑟, 𝜗)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 𝑒𝑖𝑚𝜙

⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
2𝜋𝛿𝑚0 (1.13-6)

= 2𝜋𝛿𝑚0

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟𝑙+2
𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 𝑃𝑙(cos 𝜗) 𝜌(𝑟, 𝜗) .

Somit:
𝜌(𝒓) = 𝜌(𝑟, 𝜗, AA𝜙) = 𝜌(𝑟, 𝜗) ⇒ Auswahlregel 𝑚 = 0. (1.13-7)

(d) Drehung um die 𝑧-Achse um denWinkel 2𝜋
𝑛
(𝑛 fest; 𝑛-Werte siehe unten)

𝜙′= 𝜙+ 2𝜋
𝑛 , 𝑑𝜙′= 𝑑𝜙,

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′… =

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙… ;
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Annahme:
𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙 + 2𝜋

𝑛
) = +𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) , 𝑛 = 2 oder 3 oder 4… ; (1.13-8)

𝑄(𝑙)
𝑚 = 𝑒2𝜋𝑖(𝑚/𝑛)𝑄(𝑙)

𝑚 . (1.13-9)
Somit:

𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙 + 2𝜋
𝑛
) = +𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) , 𝑛 = 2 oder 3 oder 4… ⇒

Auswahlregel 𝑚 ∈ {0,±𝑛,±2𝑛,… }.
(1.13-10)

Annahme:

𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙 + 2𝜋
𝑛
) = −𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) , 𝑛 = 2 oder 4 oder 6… (1.13-11)

Somit:

𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙 + 2𝜋
𝑛
) = −𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) , 𝑛 = 2 oder 4 oder 6… ⇒

Auswahlregel 𝑚 ∈ {±𝑛
2
, ±3𝑛

2
, ±5𝑛

2
,… }.

(1.13-12)

(e) Spiegelung an der 𝑥𝑦-Ebene

𝜗′= 𝜋− 𝜗 ⇒

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑑𝜗′= −𝑑𝜗, sin 𝜗′= sin𝜗;
𝜋

∫
0

𝑑𝜗′sin 𝜗′… =

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗… ;

𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜗′) = 𝑃𝑚𝑙 (− cos 𝜗) = (−1)𝑙+𝑚𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜗) .

Annahme:
𝜌(𝑟, 𝜗′, 𝜙) = ±𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) ⇒ 𝑄(𝑙)

𝑚 = ±(−1)𝑙+𝑚𝑄(𝑙)
𝑚 . (1.13-13)

Somit:

𝜌(𝑟, 𝜋 − 𝜗, 𝜙) = +𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) ⇒ Auswahlregel 𝑙 + 𝑚 gerade;

𝜌(𝑟, 𝜋 − 𝜗, 𝜙) = −𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) ⇒ Auswahlregel 𝑙 + 𝑚 ungerade.

(1.13-14a)

(1.13-14b)

1.14 (a)
𝜌(𝒓) = 𝑞

𝜋𝑎2𝑟 Θ(𝑎 − 𝑟) δ(𝜗 − 𝜋
2
) (1.14-1)

beschreibt eine dünne homogen geladene Kreisscheibe in der 𝑥𝑦-Ebenemit dem Radius 𝑎,
demMittelpunkt im Ursprung und der Gesamtladung 𝑞.
(b)
1. Auswahlregel (1.13-3a): 𝑙 gerade;
2. Auswahlregel (1.13-7): 𝑚 = 0;
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3. Auswahlregel (1.13-14a): 𝑙 + 𝑚 gerade (nichts Neues, da Inversionssymmetrie und
Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse Spiegelungssymmetrie bzgl. der 𝑥𝑦-Ebene
impliziert).

Es können also nur die Multipolmomente 𝑄(2𝑛)
0 , 𝑛 ∈ ℕ0, von null verschieden sein.

(c) Mit der Formel (1.13-6) folgt

𝑄(2𝑛)
0 = 2𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2𝑛+2
𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 𝑃2𝑛(cos 𝜗) 𝜌(𝑟, 𝜗)

= 2𝑞
𝑎2

𝑎

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2𝑛+1

⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
𝑎2𝑛+2

2𝑛+2

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗𝑃2𝑛(cos 𝜗) δ(𝜗 −
𝜋
2
)

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

𝑃2𝑛(0)

;

𝑄(2𝑛)
0 = 2𝑞𝑎2𝑛 𝑃2𝑛(0)2𝑛 + 2 = 2𝑞𝑎2𝑛 (

1
2

𝑛 + 1). (1.14-2)

(Beim letzten Schritt wurde die Formel aus der Angabe verwendet.) Damit ergibt sich für
𝑟 > 𝑎 die sphärische Multipolentwicklung (siehe die Formel (A.6-26) von Anhang A.6.3)

𝜑(𝒓) = 𝜑(𝑟, 𝜗) =
∞

∑
𝑛=0

√
4𝜋

4𝑛 + 1 𝑄
(2𝑛)
0

𝑌2𝑛,0(𝛺)
𝑟2𝑛+1 =

∞

∑
𝑛=0

𝑄(2𝑛)
0

𝑃2𝑛(cos 𝜗)
𝑟2𝑛+1 ,

𝜑(𝑟, 𝜗) = 2𝑞
𝑟

∞

∑
𝑛=0

(
1
2

𝑛 + 1)(
𝑎2
𝑟2 )

𝑛
𝑃2𝑛(cos 𝜗) . (1.14-3)

Für allgemeine Raumpunkte lässt sich die unendliche Summe nicht geschlossen aufsum-
mieren (auf tabellierte Funktionen zurückführen). Für Punkte auf der 𝑧-Achse gelingt dies
aber, wie im Folgenden gezeigt wird.

(d) 𝜗 = 0,𝜋 (𝑧-Achse): cos 𝜗 = ±1, 𝑃2𝑛(cos 𝜗) = 𝑃2𝑛(±1) = 1
Für |𝑧| > 𝑎 gilt

𝜑(0, 0, 𝑧) = 2𝑞
|𝑧|

∞

∑
𝑛=0

(
1
2

𝑛 + 1)(
𝑎2
𝑧2 )

𝑛
= 2𝑞

|𝑧|
𝑧2
𝑎2⏟

2𝑞|𝑧|
𝑎2

∞

∑
𝑛=0

(
1
2

𝑛 + 1)(
𝑎2
𝑧2 )

𝑛+1

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟

√1+ 𝑎2

𝑧2
− 1

= 2𝑞|𝑧|
𝑎2 (√1 + 𝑎2

𝑧2 − 1),

(1.14-4)

𝜑(0, 0, 𝑧) = 2𝑞
𝑎2 (

√𝑧2+ 𝑎2 − |𝑧|) . (1.14-5)

Diese Beziehung gilt für alle 𝑧, d. h. auch für |𝑧| ≤ 𝑎, da es sich umeine analytische Funktion
handelt. In Aufgabe 1.9wurde diese Beziehung ausgehend vonder Coulombformel (A.6-10)
berechnet.
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Multipolentwicklung für |𝑧| > 𝑎 längs der 𝑧-Achse bis einschließlich Quadrupolbeitrag:

𝜑(0, 0, 𝑧) = 2𝑞|𝑧|
𝑎2 (√1 + 𝑎2

𝑧2 − 1)
⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟

≕ 𝑓(𝑧)

= 2𝑞|𝑧|
𝑎2

𝑎2
2𝑧2 (1 −

𝑎2
4𝑧2 )⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟

≕ 𝑔(𝑧)

+ … (1.14-6)

Tab. 1.14-1: Fehler für das Potential,
wenn man die Multipolentwicklung
nach dem Quadrupolterm abbricht

𝑧 𝑓(𝑧) 𝑔(𝑧) Fehler

2𝑎 √5/2 − 1 15/128 0,72%

5𝑎 √26/5 − 1 99/5000 0,02%

1.15 (a)
𝜌(𝒓) = 𝑞

2𝜋𝑎
δ(𝑟 − 𝑎)

𝑟 δ(cos 𝜗) (1.15-1)

beschreibt eine homogen geladene Kreislinie („dünnen Kreisring“) in der 𝑥𝑦-Ebenemit
Kreismittelpunkt im Ursprung, Radius 𝑎, Linienladungsdichte 𝜏 = 𝑞/2𝜋𝑎 und Gesamtla-
dung 𝑞.
(b)
1. Auswahlregel (1.13-3a): 𝑙 gerade;
2. Auswahlregel (1.13-7): 𝑚 = 0;
3. Auswahlregel (1.13-14a): 𝑙 + 𝑚 gerade (nichts Neues, da Inversionssymmetrie und

Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse Spiegelungssymmetrie bzgl. der 𝑥𝑦-Ebene
impliziert).

Es können also nur die Multipolmomente 𝑄(2𝑛)
0 , 𝑛 ∈ ℕ0, von null verschieden sein.

(c) Mit der Formel (1.13-6) und den Formeln aus der Angabe folgt

𝑄(2𝑛)
0 = 𝑞

𝑎

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2𝑛+1 δ(𝑟 − 𝑎)

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗𝑃2𝑛(cos 𝜗) δ(cos 𝜗)

= 𝑞𝑎2𝑛
+1

∫
−1

𝑑𝜉𝑃2𝑛(𝜉) δ(𝜉) = 𝑞𝑎2𝑛𝑃2𝑛(0) = 𝑞𝑎2𝑛 (
− 1

2

𝑛 ) . (1.15-2)

Damit ergibt sich für 𝑟 > 𝑎 die sphärische Multipolentwicklung (siehe die Formel (A.6-26)
von Anhang A.6.3)

𝜑(𝒓) = 𝜑(𝑟, 𝜗) =
∞

∑
𝑛=0

√
4𝜋

4𝑛 + 1 𝑄
(2𝑛)
0

𝑌2𝑛,0(𝛺)
𝑟2𝑛+1 =

∞

∑
𝑛=0

𝑄(2𝑛)
0

𝑃2𝑛(cos 𝜗)
𝑟2𝑛+1 ,
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𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
𝑟

∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑎2
𝑟2 )

𝑛
𝑃2𝑛(cos 𝜗) . (1.15-3)

Für allgemeine Raumpunkte lässt sich die unendliche Summe nicht geschlossen aufsum-
mieren (auf tabellierte Funktionen zurückführen). Für Punkte auf der 𝑧-Achse gelingt dies
aber, wie im Folgenden gezeigt wird.
(d) 𝜗 = 0,𝜋 (𝑧-Achse): cos 𝜗 = ±1, 𝑃2𝑛(cos 𝜗) = 𝑃2𝑛(±1) = 1
Für |𝑧| > 𝑎 gilt

𝜑(𝑧) = 𝑞
|𝑧|

∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑎2
𝑧2 )

𝑛
= 𝑞

|𝑧|
1

√1 + 𝑎2

𝑧2

= 𝑞
√𝑧2+ 𝑎2

.

Da letztere Funktion analytisch ist gilt für alle 𝑧

𝜑(𝑧) = 𝑞
√𝑧2+ 𝑎2

. (1.15-4)

(e) Das Raumgebiet 𝑟 < 𝑎 ist ladungsfrei, daher erfüllt das Potential für 𝑟 < 𝑎 die Laplace-
gleichung und lässt sich aufgrund der bestehenden Symmetrien in der Form

𝜑(𝒓) = 𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
∞

∑
𝑛=0

𝑎2𝑛 (
𝑟
𝑎)

2𝑛
𝑃2𝑛(cos 𝜗) (1.15-5)

entwickeln.
(f) Binomialentwicklung der Funktion (1.15-4) für |𝑧| < 𝑎 gibt

𝜑(𝑧) = 𝑞
√𝑧2+ 𝑎2

= 𝑞
𝑎

∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑧
𝑎)

2𝑛
. (1.15-6)

Andrerseits folgt aus Gl. (1.15-5) für 𝜗 = 0,𝜋 (𝑧-Achse)

𝜑(𝑧) = 𝑞
∞

∑
𝑛=0

𝑎2𝑛 (
𝑧
𝑎)

2𝑛
. (1.15-7)

Wegen der linearen Unabhängigkeit der Polynome, kann man durch Vergleich der Ausdrü-
cke (1.15-6), (1.15-7) die Koeffizienten 𝑎2𝑛 bestimmen:

𝑎2𝑛 =
1
𝑎 (

− 1
2

𝑛 ) . (1.15-8)

Damit haben wir das elektrostatische Potential für 𝑟 < 𝑎 bestimmt:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
𝑎

∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑟2
𝑎2)

𝑛
𝑃2𝑛(cos 𝜗) . (1.15-9)

Auch diese unendliche Summe lässt sich für allgemeine Raumpunkte nicht geschlossen
aufsummieren.
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1.16 Lösungsweg: Laplacegleichung und Sprungbedingung Div𝑬 = 4𝜋𝜎 für 𝑟 = 𝑎
Aus Symmetriegründen kann das Potential nur von 𝑟 und 𝜗 abhängen. Wegen

𝜎(𝜗) = 𝜎0 cos 𝜗 = 𝜎0𝑃1(cos 𝜗) (1.16-1)
Lösungsansatz (𝜑 stetig)

𝜑(𝑟, 𝜗) = {
𝐴 𝑟

𝑎
𝑃1(cos 𝜗) für 𝑟 ≤ 𝑎

𝐴 𝑎2

𝑟2
𝑃1(cos 𝜗) für 𝑟 ≥ 𝑎

; (1.16-2)

Sprungbedingung für 𝑟 = 𝑎: Div𝑬 = 4𝜋𝜎, d. h.

− 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎+
+ 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)

𝜕𝑟
|||𝑎−

= 4𝜋𝜎(𝜗) ⇒ (2𝐴 1
𝑎 + 𝐴 1

𝑎) = 4𝜋𝜎0 ⇒ 𝐴 = 4𝜋
3 𝑎𝜎0 ;

𝜑(𝑟, 𝜗) = {

4𝜋
3
𝜎0 𝑟 cos 𝜗 =

4𝜋
3
𝜎0𝑧 für 𝑟 ≤ 𝑎

4𝜋𝑎3

3
𝜎0

cos𝜗
𝑟2

für 𝑟 ≥ 𝑎
. (1.16-3)

Wir sehen schon vor Berechnung der Feldstärke, dass im Inneren des Kugelvolumens ein
homogenes Feld in 𝑧-Richtung und im Außenraum ein Dipolfeld vorliegt. Mit

𝒑 ≔ 4𝜋𝑎3
3 𝜎0 𝒆𝑧 gilt für 𝑟 ≥ 𝑎∶ 𝜑(𝒓) = 𝒑 • 𝒓

𝑟3 . (1.16-4)

Das ist das Potential eines fiktiven Punktdipols im Ursprung mit demMoment 𝒑. Für das
elektrostatische Feld gilt entsprechend

𝑬(𝒓) = {
−4𝜋

3
𝜎0 𝒆𝑧 für 𝑟 < 𝑎

3(𝒑•𝒓)𝒓−𝑟2𝒑
𝑟5

für 𝑟 > 𝑎
. (1.16-5)

1.17 Laut Angabe werden die folgenden statischen Ladungsverteilungen betrachtet:

(a) (b)
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1. Beide Ladungsverteilungen besitzen die Gesamtladung null ⇒ der Monopolbeitrag
ist null.

2. Beide Ladungsverteilungen sind inversionssymmetrisch bzgl. des Ursprungs ⇒
Auswahlregel 𝑙 gerade (siehe (1.13-3a)), somit ist der Dipolbeitrag null.

Der Quadrupolbeitrag ist also in beiden Fällen der niedrigste nicht verschwindende Multi-
polbeitrag.

(a) Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse ⇒ Auswahlregel 𝑚 = 0 (siehe (1.13-7))
Mit den Formeln (A.6-25), (A.6-26) von Anhang A.6.3 folgt für den sphärischen Quadru-
polbeitrag

𝜑(2)(𝒓) = √
4𝜋
5 𝑄(2)

0
𝑌20(𝛺)
𝑟3 = 𝑄(2)

0
𝑃2(cos 𝜗)

𝑟3 ; (1.17-1)

𝑄(2)
0 = √

4𝜋
5 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟2𝑌20(𝛺) 𝜌(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟2𝑃2(cos 𝜗) 𝜌(𝒓) . (1.17-2)

Ich schreibe nun die Volumsladungsdichte 𝜌(𝒓)mithilfe von Distributionen an (siehe das
Beispiel 1.4 von Anhang A.11). Dabei ist zu berücksichtigen, dass die Linienladungsdichte
des inneren Ringes−𝑞/2𝜋𝑎 und die des äußeren Ringes+𝑞/2𝜋𝑏 ist. Somit:

𝜌(𝒓) = 𝑞
2𝜋 [

δ(𝑟 − 𝑏)
𝑏2 − δ(𝑟 − 𝑎)

𝑎2 ] δ(𝜗 − 𝜋
2 ). (1.17-3)

Einsetzen in die Formel (1.17-2) gibt

𝑄(2)
0 = 𝑞

2𝜋 2𝜋[
1
𝑏2

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟4δ(𝑟 − 𝑏) − 1
𝑎2

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟4δ(𝑟 − 𝑎)]

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 𝑃2(cos 𝜗) δ(𝜗 −
𝜋
2 ),

𝑄(2)
0 = 𝑞 (𝑏2− 𝑎2)𝑃2(0) = −𝑞 12 (𝑏

2− 𝑎2) ; (1.17-4)

𝜑(2)(𝒓) = −𝑞(𝑏2− 𝑎2) 𝑃2(cos 𝜗)2𝑟3 = −𝑞 𝑏
2− 𝑎2
4

3 cos2𝜗 − 1
𝑟3 . (1.17-5)

(b) Bei der gegebenen Ladungsverteilung ist die Verwendung von Variante1 (A.6-20)
bzw. (A.6-23a) der Definition des kartesischen Quadrupoltensors zweckmäßig, da dann
nur 𝑄𝑧𝑧 von null verschieden ist, und mit Formel (A.6-22b) bzw. (A.6-23b) folgt für den
kartesischen Quadrupolbeitrag zum Potential

𝜑(2)(𝒓) = 3𝑧2− 𝑟2
2𝑟5 𝑄𝑧𝑧 mit 𝑄𝑧𝑧 = −2𝑞𝑑2 = −2𝑞 𝑏

2− 𝑎2
4 ,

𝜑(2)(𝒓) = 3𝑧2− 𝑟2
2𝑟5 (−2𝑞) 𝑏

2− 𝑎2
4 = −𝑞 𝑏

2− 𝑎2
4

3 cos2𝜗 − 1
𝑟3 ,

womit die Behauptung aus der Angabe bewiesen ist.
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1.18 (a) Mit den Definitionen (siehe Anhang A.6.3)

𝑝𝑗 =∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑥𝑗 𝜌(𝒓) , 𝑗 = 1, 2, 3; 𝑄𝑗𝑘 =∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝑥𝑗𝑥𝑘 −
𝑟2

3
𝛿𝑗𝑘)𝜌(𝒓) , 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3 (1.18-1)

erhält man für eine Anordnung von Punktladungen 𝑞𝛼mit den Orten 𝒓𝛼= (𝑥1𝛼, 𝑥2𝛼, 𝑥3𝛼)

𝑝𝑗 =∑
𝛼
𝑥𝑗𝛼 𝑞𝛼 , 𝑗 = 1, 2, 3; 𝑄𝑗𝑘 =∑

𝛼
(𝑥𝑗𝛼𝑥𝑘𝛼 −

𝑟2𝛼
3
𝛿𝑗𝑘)𝑞𝛼 , 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3. (1.18-2)

Bevormandarangeht indieseBeziehungendie 𝑞𝛼 und𝑥𝑖𝛼 einzusetzen ist es aber zweckmä-
ßig Symmetrieeigenschaften und andere konkrete Eigenschaften der Ladungsverteilung
auszunützen.
(a1)

Kartesische Komponenten des Dipolmomentes
Bei der vorgegebenen Ladungsverteilung
kannman auf zwei verschiedene Arten je
zwei Ladungen zu einemDipol zusammen-
fassen und daraus das Dipolmoment der
Ladungsverteilung berechnen.

𝒑 = 𝒑1 + 𝒑2 oder noch einfacher: 𝒑 = 2𝒑′ = (𝑎𝑞, 0, 𝑎𝑞), |𝒑| ≡ 𝑝 = √2𝑎𝑞. (1.18-3)

Sphärische Komponenten des Dipolmomentes: siehe die Beziehungen (A.8-3b), (A.8-3c)

𝑄(1)
±1 = ∓ 1

√2
(𝑝𝑥± 𝑖𝑝𝑦) = ∓√2𝑎𝑞

2
, 𝑄(1)

0 = 𝑝𝑧 = 𝑎𝑞. (1.18-4)

Quadrupolmoment: 𝜌(−𝒓) = −𝜌(𝒓) ⇒ Auswahlregel (1.13-3b): 𝑙 ungerade ⇒ 𝑸 = 𝟎, alle
Komponenten des Quadrupoltensors sind null.

Führender Term in der Entwicklung des Potentials für 𝑟 ≫ 𝑎:

𝜑(𝒓) ≈ 𝜑(1)(𝒓) = 𝒑 • 𝒓
𝑟3 = 𝑎𝑞 𝑥 + 𝑧

𝑟3 = 𝑎𝑞 sin𝜗 cos𝜙 + cos 𝜗
𝑟2 . (1.18-5)
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(a2)

Dipolmoment:
𝒑 = 𝒑′+ (−𝒑′) = 𝟎, (1.18-6)

alle kartesischen und sphärischen Komponenten des Dipolmomentes sind null, es liegt
ein Quadrupol vor.
Kartesische Komponenten des Quadrupolmomentes
Für die Ortskoordinaten aller vier Ladungen gilt 𝑦𝛼 = 0, 𝑥𝛼𝑧𝛼 = 0, 𝑟2𝛼 = 𝑎2/4. Damit folgt
aus der Beziehung (1.18-2) (abgesehen von 𝑄𝑥𝑥 Kopfrechnung)

𝑄𝑥𝑦 = 𝑄𝑥𝑧 = 𝑄𝑦𝑧 = 0, 𝑄𝑥𝑥 = −𝑎
2𝑞
2 , 𝑄𝑦𝑦 = 0, 𝑄𝑧𝑧 = −𝑄𝑥𝑥 , (1.18-7)

undmit den Formeln (A.8-2) und (A.8-3a) bis (A.8-3c) von Anhang A.8 erhält man

𝑄(2)
2 = 𝑄(2)

−2 = −
√6𝑎2𝑞
8 , 𝑄(2)

1 = 𝑄(2)
−1 = 0, 𝑄(2)

0 = 3𝑎2𝑞
4 . (1.18-8)

Führender Term in der Entwicklung des Potentials für 𝑟 ≫ 𝑎 (siehe die Formel (A.6-23b)):

𝜑(𝒓) ≈ 𝜑(2)(𝒓) = 3𝑎2𝑞 𝑧
2− 𝑥2
4𝑟5 = 3𝑎2𝑞 cos2𝜗 − sin2𝜗 cos2𝜙

4𝑟3 . (1.18-9)

(b) (a1) Wegen der Symmetrieeigenschaft 𝜌(−𝒓) = −𝜌(𝒓) gilt die Auswahlregel (1.13-3b):
𝑙 ungerade, also

𝑄(𝑙)
𝑚 = 0 für 𝑙 = 0, 2, 4,… (1.18-10)

Weitere der in Aufgabe 1.13 besprochenen Symmetrien liegen nicht vor.

(a2) Wegen der Inversionssymmetrie 𝜌(−𝒓) = 𝜌(𝒓) gilt die Auswahlregel (1.13-3a):
𝑙 gerade, also

𝑄(𝑙)
𝑚 = 0 für 𝑙 = 1, 3, 5,… (1.18-11)

Da außerdem die 𝑧-Achse eine zweizählige Symmetrieachse ist,

𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙 + 𝜋) = 𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) ,

gilt die Auswahlregel (1.13-10) mit 𝑛 = 2, also 𝑚 ∈ {0,±2,±4,… }, und es können insgesamt
höchstens die Multipolmomente

𝑄(0)
0 ; 𝑄(2)

0 , 𝑄(2)
±2 ; 𝑄(4)

0 , 𝑄(4)
±2 , 𝑄

(4)
±4 ; … (1.18-12)
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von null verschieden sein, wobei wir aber schon wissen, dass 𝑄(0)
0 null ist (Gesamtladung).

(c) (a1) In diesem Fall ist der führende Term der Gesamtkraft und des Gesamtdrehmo-
mentes durch 𝑭 (1)

el = (𝒑 •𝛁)𝑬|𝟎 , 𝑵 (1)
el = 𝒑 ⨯ 𝑬(𝟎)

gegeben. Einsetzen von (1.18-3), d. h. 𝒑 = 𝑎𝑞(𝒆𝑥+ 𝒆𝑧), gibt

𝑭 (1)
el = 𝑎𝑞(𝜕𝑬𝜕𝑥 𝟎

+ 𝜕𝑬
𝜕𝑧 𝟎

) ; 𝑵 (1)
el = 𝑎𝑞[−𝐸𝑦(𝟎)𝒆𝑥+(𝐸𝑥(𝟎)−𝐸𝑧(𝟎))𝒆𝑦+𝐸𝑦(𝟎)𝒆𝑧] . (1.18-13)

(a2) In diesemFall ist der führende Term der Gesamtkraft und des Gesamtdrehmomentes
durch

𝑭 (2)
el = 1

2 ∑𝑖𝑗
𝑄𝑖𝑗

𝜕2𝑬
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 𝟎

, 𝑵 (2)
el = [(ℚ •𝛁) ⨯ 𝑬] 𝟎

gegeben. Mit den kartesischen Komponenten (1.18-7) des Quadrupolmomentes folgt

𝑭 (2)
el = 𝑎2𝑞

4 (𝜕
2𝑬
𝜕𝑧2 𝟎

− 𝜕2𝑬
𝜕𝑥2 𝟎

) ; 𝑵 (2)
el = 𝑎2𝑞

2 [−
𝜕𝐸𝑦
𝜕𝑧 𝟎

𝒆𝑥+ (
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑧 𝟎

+
𝜕𝐸𝑧
𝜕𝑥 𝟎

) 𝒆𝑦−
𝜕𝐸𝑦
𝜕𝑥 𝟎

𝒆𝑧] .

(1.18-14)
Die Berechnung von 𝑭 (2)

el ist eine Kopfrechnung, die Berechnung von 𝑵 (2)
el ist zwar keine

Kopfrechnung, aber elementar. Ich überlasse sie dem Leser.

1.19

Wie man aus der Abbildung unmittelbar ablesen kann, gilt

𝒑 = 𝒑1+ 𝒑2 = 𝑞1𝑙𝒆𝑧+ 𝑞2𝑙𝒆𝑧 = (𝑞1+ 𝑞2)𝑙𝒆𝑧 . (1.19-1)

Für die zugehörigen sphärischen Komponenten folgt mit den Formeln von Anhang A.8

𝑄(1)
±1 = 0, 𝑄(1)

0 = (𝑞1+ 𝑞2) 𝑙 . (1.19-2)

InAufgabe 1.13 (e) wurde gezeigt, dass die Symmetrieeigenschaft 𝜌(𝑥, 𝑦,−𝑧) = −𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)
die Auswahlregel 𝑙 + 𝑚 ungerade zur Folge hat. Dies manifestiert sich beim Dipolmoment in
𝑄(1)
±1 = 0 und bedeutet für das elektrische Quadrupolmoment

𝑄(2)
0 = 𝑄(2)

±2 = 0, (1.19-3)
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woraus mit den Formeln (A.8-4)

𝑄𝑥𝑥 = 𝑄𝑦𝑦 = 𝑄𝑧𝑧 = 𝑄𝑥𝑦 = 𝑄𝑦𝑥 = 0 (1.19-4)

folgt. Mit der Ladungsdichte

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝑎2 [𝑞1𝐵1(𝑥, 𝑦) + 𝑞2𝐵2(𝑥, 𝑦)][δ(𝑧 −

𝑙
2
) − δ(𝑧 + 𝑙

2
)] ; (1.19-5a)

𝐵1(𝑥, 𝑦) = {
1 für ℬ1∶ −𝑎

2
≤ 𝑥 ≤ +𝑎

2
, +𝐿

2
− 𝑎

2
≤ 𝑦 ≤ +𝐿

2
+ 𝑎

2

0 sonst
, (1.19-5b)

𝐵2(𝑥, 𝑦) = {
1 für ℬ2∶ −𝑎

2
≤ 𝑥 ≤ +𝑎

2
, −𝐿

2
− 𝑎

2
≤ 𝑦 ≤ −𝐿

2
+ 𝑎

2

0 sonst
(1.19-5c)

und
∬

ℬ1

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑥 =∬
ℬ2

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑥 = 0; ∬
ℬ1

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑦 = −∬
ℬ2

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑦 = 1
2
𝐿𝑎2 (1.19-6)

folgt weiter
𝑄𝑥𝑧 = 𝑄𝑧𝑥 = 0; (1.19-7)

𝑄𝑦𝑧 = 𝑄𝑧𝑦 =
1
2
𝐿(𝑞1− 𝑞2)∫

ℝ

𝑑𝑧𝑧 [δ(𝑧 − 𝑙
2
) − δ(𝑧 + 𝑙

2
)] = 1

2
(𝑞1− 𝑞2)𝑙𝐿. (1.19-8)

Mit den Formeln (A.8-2) und (A.8-3b) von Anhang A.8 erhalten wir die restlichen sphäri-
schen Komponenten:

𝑄(2)
±1 = ∓𝑖√

3
8
(𝑞1− 𝑞2) 𝑙𝐿 . (1.19-9)

1.20 Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Oberflächenladungsverteilung gelten
die Auswahlregeln (1.13-3a) und (1.13-7). Für 𝑙 ≤ 2 können daher nur die sphärischen
Multipolmomente 𝑄(0)

0 und 𝑄(2)
0 von null verschieden sein. (Die Auswahlregel (1.13-14a)

trifft ebenfalls zu, ergibt aber nichts Neues.)
Für die folgenden Rechnungen schreibe ich die Oberflächenladungsverteilung mit-

hilfe einer Distribution formal als Volumsladungsverteilung an (siehe Beispiel 1.7 von
Anhang A.11):

𝜌(𝒓) = 𝜎(𝜗, 𝜙) δ(𝑟 − 𝑎) = 𝜎0cos2𝜗 δ(𝑟 − 𝑎). (1.20-1)

Monopolmoment (Gesamtladung):

𝑄(0)
0 = 𝑞 = ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝜌(𝒓) = 2𝜋𝜎0

+∞

∫
0

𝑑𝑟𝑟2δ(𝑟 − 𝑎)

+1

∫
−1

𝑑(cos 𝜗) cos2𝜗 = 4𝜋𝑎2
3 𝜎0 . (1.20-2)
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Dipolmoment:
𝑄(1)
−1 = 𝑄(1)

0 = 𝑄(1)
1 = 0 ⟺ 𝒑 = 𝟎. (1.20-3)

Quadrupolmoment: Mit der Definition (A.6-25), der Formel (A.2-11) und den Beziehungen
(A.8-4) folgt

𝑄(2)
−2 = 𝑄(2)

−1 = 𝑄(2)
1 = 𝑄(2)

2 = 0, (1.20-4a)

𝑄(2)
0 =√

4𝜋
5 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟2𝑌20(𝛺) 𝜌(𝒓) =
𝜎0
2

+∞

∫
0

𝑑𝑟𝑟4δ(𝑟 − 𝑎) 2𝜋

+1

∫
−1

𝑑(cos 𝜗)(3cos2𝜗 − 1) cos2𝜗

= 2𝜋𝑎4𝜎0 (
3
5 −

1
3) =

8𝜋𝑎4
15 𝜎0 =

2𝑞𝑎2
5 ; (1.20-4b)

𝑄𝑧𝑧 =
4𝑞𝑎2
15 , 𝑄𝑥𝑥 = 𝑄𝑦𝑦 = −12 𝑄𝑧𝑧 . (1.20-4c)

Bemerkung: Bei bezüglich der 𝑧-Achse rotationssymmetrischen Ladungsverteilungen bezeichnet
man die Größe 𝑄∶= 3𝑄𝑧𝑧 als Quadrupolmoment im engeren Sinn. Im Beispiel gilt 𝑄 = 4𝑞𝑎2/5.

1.21* (a)

(1.13-3a): 𝜌(−𝒓) = +𝜌(𝒓) ⇒ Auswahlregel 𝑙 gerade;

(1.13-7): 𝜌(𝒓) = 𝜌(𝑟, 𝜗, AA𝜙) ⇒ Auswahlregel 𝑚 = 0.

Neben
𝑄(0)
0 = 𝑞 = 4𝜋𝑎2𝑐

3 𝜌0 (1.21-1)

können also höchstens

𝑄(2)
0 = 3

2 𝑄𝑧𝑧 ≕
𝑄
2, 𝑄(4)

0 , 𝑄(6)
0 , … (1.21-2)

von null verschieden sein.

Berechnung von 𝑄

𝑄 = 3𝑄𝑧𝑧 =∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (3𝑧2− 𝑟2) 𝜌(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 [2𝑧2− (𝑥2+ 𝑦2)] 𝜌(𝒓) ; (1.21-3)

Koordinatentransformation

𝜉 = 𝑥
𝑎 , 𝜂 = 𝑦

𝑎 , 𝜁 = 𝑧
𝑐 ; 𝑑3𝑟 = 𝑎2𝑐 𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁;

𝜉 = 𝑅 sin𝛩 cos𝛷, 𝜂 = 𝑅 sin𝛩 sin𝛷, 𝜁 = 𝑅 cos𝛩 ≕ 𝑅𝑢;

𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁 = 𝑅2𝑑𝑅 sin𝛩𝑑𝛩𝑑𝛷 = −𝑅2𝑑𝑅𝑑(cos𝛩)𝑑𝛷 = −𝑅2𝑑𝑅𝑑𝑢𝑑𝛷;

𝜉2+ 𝜂2 = 𝑅2 sin2𝛩 = 𝑅2 (1 − cos2𝛩) = 𝑅2 (1 − 𝑢2) , 𝜁2 = 𝑅2𝑢2 ;

Rotationsellipsoid: 0 ≤ 𝑅 ≤ 1, 0 ≤ 𝛷 < 2𝜋, −1 ≤ 𝑢 ≤ +1;
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𝑄 = 𝑎2𝑐∫
ℝ3

𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁 [2𝑐2𝜁2− 𝑎2 (𝜉2+ 𝜂2)] 𝜌[𝜉, 𝜂, 𝜁]

= 2𝜋𝑎2𝑐𝜌0

1

∫
0

𝑑𝑅𝑅4
+1

∫
−1

𝑑𝑢[2𝑐2𝑢2− 𝑎2 (1 − 𝑢2)]

= 2𝜋𝑎2𝑐 3𝑞
4𝜋𝑎2𝑐

1
5
4
3 (𝑐

2− 𝑎2) = 2𝑞(𝑐2− 𝑎2)
5 . (1.21-4)

𝑐 > 𝑎 „zigarrenförmiges Ellipsoid“: 𝑄 > 0;
𝑐 < 𝑎 „pfannkuchenförmiges Ellipsoid“: 𝑄 < 0.

Wegen 𝑄(2)
0 = (3/2)𝑄𝑧𝑧 = 𝑄/2, 𝑄(2)

𝑚 = 0 für 𝑚 ≠ 0 und ∑𝑄𝑗𝑗 = 0 gilt für die kartesischen
Komponenten des Quadrupolmomentes

𝑄𝑥𝑥 = 𝑄𝑦𝑦 = −𝑄6 , 𝑄𝑧𝑧 = +𝑄3 , 𝑄𝑗𝑘 = 0 für 𝑗 ≠ 𝑘. (1.21-5)

Setzt man dies in die Formel (A.6-23b) für den Quadrupolbeitrag zum Potential ein, so
erhält man für das elektrostatische Potential für 𝑟 > max (𝑎, 𝑐) unter Vernachlässigung
der Multipolbeiträge mit 𝑙 > 4

𝜑(𝒓) ≈ 𝜑(0)(𝒓) + 𝜑(2)(𝒓) = 𝑞
𝑟 +

𝑄(3 cos2𝜗 − 1)
4𝑟3 . (1.21-6)

(b) Einsetzen von 𝒑 = 𝟎 und den kartesischen Komponenten 𝑄𝑗𝑘 des Quadrupolmomen-
tes von Gl. (1.21-5) in die Formel

𝑊 (e)
WW = 𝑞𝜑(𝟎) − 𝒑 •𝑬(𝟎) − 1

2 ∑𝑖𝑗
𝑄𝑖𝑗

𝜕𝐸𝑗
𝜕𝑥𝑖

|||𝟎
+ …

und Berücksichtigung von div𝑬||𝟎 = 0 (Quellen des äußeren Feldes nicht im Bereich der
Ladungsverteilung) ergibt

𝑊 (e)
WW ≈ 𝑊 (0)

e + 𝑊 (2)
e = 𝑞𝜑(𝟎) − 𝑄

4
𝜕𝐸𝑧
𝜕𝑧

|||𝟎
. (1.21-7)

(c)

𝑄 = 2𝑞(𝑐2− 𝑎2)
5 = 2𝑞

5 (𝑐 + 𝑎)(𝑐 − 𝑎); 𝑞 = 𝑍𝑒, 𝑅̅ ≔ 𝑐 + 𝑎
2 ≈ 𝑅0 , 𝛿 ≔ 𝑐 − 𝑎

𝑅̅
;

𝑄 = 4𝑍𝑒
5

𝑐 + 𝑎
2 (𝑐 − 𝑎) = 4𝑍𝑒

5 𝑅̅2𝛿. (1.21-8)
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71Lu
175
104∶

𝑄
𝑒 = 12,2 ⋅ 10−24 cm2 ; 𝑍 = 71;

𝑅0= (0,39 + 1,15 ⋅1751/3) ⋅10−13 cm = 6,82 ⋅10−13 cm ,

𝛿 = 0,46.

Bemerkungen

Der der Wechselwirkungsenergie𝑊 (2)
e von Gl. (1.21-7) entsprechendeWechselwirkungsterm

im Hamiltonoperator eines Atoms, der die Wechselwirkung zwischen dem Kernquadrupolmoment
und dem elektrischen Feld der Atomelektronen am Kernort beschreibt, bewirkt eine Verschiebung
der Hyperfeinstrukturlinien des Atoms gegenüber jener Lage, die man aufgrund der Wechselwirkung
zwischen demmagnetischen Dipolmoment des Kerns und den Atomelektronen allein zu erwarten
hätte. Aus dem experimentell bestimmtenWert der Wechselwirkungsenergie𝑊 (2)

e und dem im All-
gemeinen in einemAtom gut bekannten Feldgradienten 𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧
||𝟎kannman𝑄 experimentell ermitteln.2

Kennt man letzteren nicht gut genug, so kann man im Laboratorium ein entsprechend starkes
quasihomogenes äußeres elektrisches Feld anlegen.

Theoretisch ist das Kernquadrupolmoment als quantenmechanischer Erwartungswert

𝑄 = 𝑄[𝛹] = 𝑒
𝑍
∑
𝑎=1

∫
ℝ3

𝑑3𝑟1…∫
ℝ3

𝑑3𝑟𝐴𝛹†(𝒓1,… , 𝒓𝐴) (3𝑧2𝑎 − 𝑟2𝑎)𝛹(𝒓1,… , 𝒓𝐴)

zu berechnen, wobei 𝛹(𝒓1,… , 𝒓𝐴) der Spinor des betrachteten Kernzustandes (z. B. des Kerngrund-
zustandes) ist. Zum Kernquadrupolmoment tragen natürlich nur die 𝑍 Protonen bei, nicht aber die
𝐴− 𝑍 Neutronen (Teilchenindizes 𝑍 + 1,… ,𝐴).

1.22

Zur Berechnung von Kräften in
der Elektrostatik siehe den An-
hang A.6.5.

2In Kernphysikbüchern wird𝑄/𝑒mit𝑄 bezeichnet und tabelliert.
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(a) Kreisscheibe𝒦(𝑅0): 0 ≤ 𝑅′≤ 𝑅0 , 0 ≤ 𝜙′< 2𝜋, 𝑧′= 0; 𝑑𝑓′= 𝑅′𝑑𝑅′𝑑𝜙′;

𝑞2 = ∫
𝒦(𝑅0)

𝑑𝑓′𝜎(𝑅′, 𝜙′) = 𝐶

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ sin2𝜙′
𝑅0

∫
0

𝑑𝑅′ = 𝐶𝜋𝑅0 ⇒ 𝐶 = 𝑞2
𝜋𝑅0

;

𝜎(𝑅, 𝜙) = 𝑞2
𝜋𝑅0

sin2𝜙
𝑅 , 𝑅 ≤ 𝑅0 . (1.22-1)

(b) Wegen sin2𝜙 = sin2(𝜙 + 𝜋) muss aus Symmetriegründen gelten:

𝑭1= 𝑞1𝑬2(0, 0, 𝑑) = 𝑞1𝐸2𝑧(0, 0, 𝑑)𝒆𝑧 = −𝑞1
𝜕𝜑2(0, 0, 𝑧)

𝜕𝑧
|||𝑑
𝒆𝑧 . (1.22-2)

Mit der Coulombformel (A.6-10) folgt

𝜑2(0, 0, 𝑧) = ∫
𝒦(𝑅0)

𝑑𝑓′ 𝜎(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|

|||𝑥=𝑦=0
𝑧′=0

= 𝑞2
𝜋𝑅0

∫
𝒦(𝑅0)

𝑑𝑓′ sin2𝜙′

𝑅′√𝑅′2+ 𝑧2
= 𝑞2

𝑅0

𝑅0

∫
0

𝑑𝑅′

√𝑅′2+ 𝑧2
,

𝜑2(0, 0, 𝑧) =
𝑞2
𝑅0

[log(𝑅0 +√𝑅20 + 𝑧2) − log 𝑧] für 𝑧 > 0, (1.22-3)

− 𝜕𝜑2(0, 0, 𝑧)
𝜕𝑧 = 𝑞2

𝑅0
[1𝑧 −

1

𝑅0+√𝑅20 + 𝑧2
𝑧

√𝑅20 + 𝑧2
] für 𝑧 > 0. (1.22-4)

Einsetzen von (1.22-4) in (1.22-2) gibt dann

𝑭1=
𝑞1𝑞2
𝑅0𝑑

[1 − 𝑑2

√𝑅20 + 𝑑2 (𝑅0 +√𝑅20 + 𝑑2)
]𝒆𝑧 . (1.22-5)

Für 𝑑 ≫ 𝑅0 erhält man daraus unter Verwendung der entsprechenden Binomialentwick-
lungen nach kurzer elementarer Rechnung das erwartete Ergebnis

𝑭1 ≈
𝑞1𝑞2
𝑑2 𝒆𝑧 . (1.22-6)

1.23

𝐹𝑘 = ∮
ℱ

𝑑𝑓
3

∑
𝑙=1

𝑇𝑘𝑙𝑛𝑙 mit 𝑇𝑘𝑙 ≔
1
4𝜋 (𝐸𝑘𝐸𝑙 −

1
2 𝑬

2𝛿𝑘𝑙) . (1.23-1)
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Dabei ist 𝑬 das Gesamtfeld

𝑬(𝒓) = 𝑞𝒓
𝑟3 + 𝐸(ex) 𝒆𝑧 . (1.23-2)

Auf der Oberfläche ℱ (Kugelfläche mit Mittel-
punkt im Ursprung und Radius 𝑟) gilt 𝑛𝑙 = 𝑥𝑙/𝑟
und 𝑑𝑓 = 𝑟2𝑑𝛺, und es folgt

𝐹𝑘 =
1
4𝜋 ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺[𝑟(𝑬 • 𝒓)𝐸𝑘 −
1
2 𝑟𝑬

2𝑥𝑘] ≕
1
4𝜋 ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺 ℐ𝑘 . (1.23-3)

Einsetzen von (1.23-2) liefert

ℐ𝑘 = (𝑞 + 𝑟𝐸(ex)𝑥3)(
𝑞𝑥𝑘
𝑟3 + 𝐸(ex)𝛿𝑘3) −

1
2 (

𝑞2
𝑟3 +

2𝑞𝐸(ex)𝑥3
𝑟2 + 𝑟(𝐸(ex))2)𝑥𝑘

= 𝑞2𝑥𝑘
2𝑟3 + 𝑞𝐸(ex)𝛿𝑘3 + 𝑟2(𝐸(ex))2𝑥3𝛿𝑘3 −

𝑟(𝐸(ex))2𝑥𝑘
2 . (1.23-4)

Mit 𝒏 = (sin𝜗 cos𝜙, sin 𝜗 sin𝜙, cos 𝜗) ergibt sich aber (Kopfrechnung)

∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝑛𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 2, 3. (1.23-5)

Es liefert daher nur der zweite Summand in (1.23-4) einen von null verschiedenen Beitrag
zum Integral (1.23-3), und man erhält die Lorentzkraft

𝐹𝑘 = 𝑞𝐸(ex)𝛿𝑘3 ∎

1.24
Für die Kraft auf die „nördliche“ Halbkugel gilt
aus Symmetriegründen 𝑭 = 𝐹3𝒆3mit

𝐹3 = ∮
ℱ

𝑑𝑓
3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 (1.24-1a)

mit (siehe Gl. (A.6-34))
3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 =

1
4𝜋 𝐸3 (𝑬

•𝒏) − 1
8𝜋 𝑬

2𝑛3. (1.24-1b)
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Dabei istℱ eine beliebige geschlossene Fläche außerhalb der „südlichen“ Halbkugel, wel-
che die „nördliche“ Halbkugel ganz einschließt, und 𝑬 ist das Gesamtfeld der homogen
geladenen Kugel (Südhälfte plus Nordhälfte; siehe Gl. (1.2-16)):

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 mit 𝐸𝑟(𝑟) = {
𝑞𝑟
𝑎3

für 𝑟 ≤ 𝑎
𝑞
𝑟2

für 𝑟 ≥ 𝑎
. (1.24-2)

Lösungsweg 1: Eine naheliegendeWahl für
die Integrationsflächeℱ ist die Ebene 𝑧 = 0
plus eine Halbkugelfläche bei 𝑧 > 0mit Ra-
dius 𝑟0 → +∞. Letztere liefert keinen Bei-
trag zum Oberflächenintegral, da 𝑑𝑓 im Un-
endlichen zwar wie 𝑟20 anwächst, das Feld-
stärkenquadrat aber wie 1/𝑟40 gegen null
strebt.

Nach dem Grenzübergang 𝑟0 → +∞ bleiben die Beiträge von:

ℱ1∶ 0 ≤ 𝑅 < 𝑎, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 𝑧 = 0; 𝑑𝑓 = 𝑅𝑑𝑅𝑑𝜙;

𝑬 = 𝑞𝑅
𝑎3
𝒆𝑅 , 𝒏 = −𝒆𝑧 , 𝑬 •𝒏 = 0;

3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 =

1
8𝜋
𝑬2 = 1

8𝜋
𝑞2𝑅2

𝑎6
;

ℱ2∶ 𝑎 < 𝑅 < +∞, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 𝑧 = 0; 𝑑𝑓 = 𝑅𝑑𝑅𝑑𝜙;

𝑬 = 𝑞
𝑅2
𝒆𝑅 , 𝒏 = −𝒆𝑧 , 𝑬 •𝒏 = 0;

3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 =

1
8𝜋
𝑬2 = 1

8𝜋
𝑞2

𝑅4
.

Damit folgt:

𝐹3 =
1
8𝜋

𝑞2
𝑎6 2𝜋

𝑎

∫
0

𝑑𝑅𝑅3 + 𝑞2
8𝜋 2𝜋

+∞

∫
𝑎

𝑑𝑅
𝑅3 =

𝑞2
16𝑎2 +

𝑞2
8𝑎2 . (1.24-3)

Ergebnis:
𝐹3 =

3𝑞2
16𝑎2 . (1.24-4)

Lösungsweg 2: Eine andere naheliegende Wahl für
die geschlossene Oberflächeℱ ist die Kreisscheibe
(KS) 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑅 < 𝑎, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, plus die Halbku-
gelfläche (HK) 𝑟 = 𝑎, 0 ≤ 𝜗 < 𝜋

2 , 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

In diesem Fall gibt es Beiträge von:

ℱKS∶ 0 ≤ 𝑅 < 𝑎, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 𝑧 = 0; 𝑑𝑓 = 𝑅𝑑𝑅𝑑𝜙;

𝑬 = 𝑞𝑅
𝑎3
𝒆𝑅 , 𝒏 = −𝒆𝑧 , 𝑬 •𝒏 = 0;

3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 =

1
8𝜋
𝑬2 = 1

8𝜋
𝑞2𝑅2

𝑎6
;

ℱHK∶ 𝑟 = 𝑎, 0 ≤ 𝜗 < 𝜋
2
, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋; 𝑑𝑓 = 𝑎2𝑑𝛺;

𝑬 = 𝑞
𝑎2
𝒆𝑟 , 𝒏 = 𝒆𝑟 , 𝑬 •𝒏 = 𝑞

𝑎2
;

𝐸3 (𝑬 •𝒏) = 𝑬2𝑛3 =
𝑞2

𝑎4
cos 𝜗;

3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 =

1
8𝜋

𝑞2

𝑎4
cos 𝜗.

Das Integral über die Kreisscheibe haben wir schon beim Lösungsweg1 berechnet (siehe
Gl. (1.24-3)), es hat denWert 𝑞2/(16𝑎2). Das Integral über die Halbkugelfläche ergibt

1
8𝜋

𝑞2
𝑎4 2𝜋𝑎

2

𝜋/2

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 cos 𝜗 = 𝑞2
4𝑎2

1

∫
0

𝑑𝜉𝜉 = 𝑞2
8𝑎2 ✓
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Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T1.1

Eine unendlich ausgedehnte ebene Platte der Dicke 𝑑 sei homogen geladen mit der Raum-
ladungsdichte 𝜌0 . Im Inneren der Platte befinde sich ein Kugelvolumenmit dem Durch-
messer 𝑑, demMittelpunkt im Ursprung und der Raumladungsdichte 3𝜌0 . Berechne das
elektrostatische Potential 𝜑 und die zugehörige Feldstärke 𝑬. Berechne daraus speziell die
elektrische Feldstärke für Punkte auf der 𝑧-Achse.
Die Ergebnisse der Aufgaben 1.1 und 1.2 (b1) sollen dabei als bekannt angesehen werden.

T1.2 DerRaumzwischen zwei konzentrischenKugelflächenmit denRadien𝑎, 𝑏 (𝑎 < 𝑏)
und Mittelpunkt im Ursprung sei mit der statischen Dichte

𝜌(𝒓) = 𝛼
𝑟2 , 𝛼 > 0

geladen.
BerechnedieGesamtladung 𝑞, das elektrostatischePotential𝜑, die zugehörigeFeldstärke

𝑬 sowie die elektrostatische Feldenergie𝑊e .

Siehe Aufgabe 1.2.

T1.3 DerRaumzwischen zwei konzentrischenKugelflächenmit denRadien𝑎, 𝑏 (𝑎 < 𝑏)
und Mittelpunkt im Ursprung sei mit der statischen Dichte

𝜌(𝒓) = 𝛼 + 𝛽𝑟 , 𝛼 > 0, 𝛽 > 0

geladen.

(a) Berechne im gesamten Raum das elektrostatische Feld.

(b) Berechne elektrostatisches Potential und Feldenergiedichte für 𝑟 < 𝑎.
Hinweis: Da die Ladungsverteilung räumlich lokalisiert ist, kann das Potential im Unendlichen
null gesetzt werden.
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1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Ergebnis für das Potential für 𝑟 < 𝑎:

𝜑(𝒓) = 4𝜋[𝛼2 (𝑏
2− 𝑎2) + 𝛽

3 (𝑏
3− 𝑎3)] .

T1.4 Eine Kugel mit dem Radius 𝑅0 und demMittelpunkt im Koordinatenursprung
trägt auf ihrer Oberfläche im Bereich 𝑧 < 0 eine homogene Flächenladungsverteilung mit
der Gesamtladung 𝑞. Berechne das elektrostatische Potential längs der Symmetrieachse.

T1.5 Betrachte zwei sphärisch symmetrische Ladungsverteilungen 𝜌1, 𝜌2mit endli-
chem Radius 𝑅1bzw. 𝑅2, welche nicht überlappen, d. h. für den Abstand 𝑑 der Zentren soll
𝑑 > 𝑅1+ 𝑅2 gelten.
Der Leser mache eine Skizze. Ist 𝑹 der Vektor vom Mittelpunkt der Ladungsverteilung 𝜌1 zum
Mittelpunkt der Ladungsverteilung 𝜌2, so gilt dann 𝑑 = |𝑹|.

Berechne die elektrostatische Wechselwirkungsenergie zwischen den beiden Ladungsver-
teilungen sowie die zwischen ihnen wirkenden Kräfte.
Anleitung: Lege für die Rechnung den Koordinatenursprung in den Mittelpunkt einer der beiden
Ladungsverteilungen und benütze die Ergebnisse von Aufgabe 1.2 (b1). Sind 𝒱1,𝒱2 die Raumberei-
che, in denen die beiden Ladungsverteilungen lokalisiert sind, so gelten für die elektrostatische
Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilungen und für die Kräfte auf die Ladungsverteilungen
die Formeln (A.6-30), (A.6-31).
Die Ergebnisse der Rechnung sollten den Leser nicht überraschen.

T1.6 Betrachte zwei achsenparallele Kreiszylinderflächenmit Radien 𝑅0, 𝑟0, die den
Abstand 𝑎 besitzen, wobei 𝑎 + 𝑟0 < 𝑅0 ist (siehe die
Abbildung). Der Volumsbereich zwischen den beiden
Zylinderflächen sei homogen geladen (Raumladungs-
dichte 𝜌0).
Berechne für den von der inneren Zylinderfläche ein-
geschlossenen ladungsfreien Hohlraum (bis auf eine
additive Konstante) das elektrostatische Potential 𝜑
und das zugehörige elektrostatische Feld 𝑬.
Anleitung: Der Lösungsweg kann dabei frei gewählt wer-
den, doch soll von den Grundgleichungen der Elektrostatik
ausgegangen werden. Siehe die analoge Aufgabe 1.3.

T1.7 Eine dünne Kugelschale (Radius 𝑎, Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung)
trägt die Flächenladung 𝜎(𝜗) = 𝜎0 (3cos2𝜗 − 1). Berechne ausgehend von der Poissonglei-
chung das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 im Innen- bzw. im Außenraum der Kugelschale.

Anleitung: Siehe die Aufgabe 1.16. Beachte, dass 𝑃2(𝜉) =
1
2 (3𝜉2− 1) gilt.
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T1.8

Zwei unendlich dünne homogen geladene
koaxiale Kreisscheiben mit dem Radius 𝑎
und der Gesamtladung −𝑞 bzw. +𝑞 liegen
parallel zur 𝑥𝑦-Ebene mit Zentrum auf der
𝑧-Achse bei 𝑧 = −𝑑 bzw. bei 𝑧 = +𝑑. (Siehe
die Abbildung.)

(a) Berechne für Punkte auf der 𝑧-Achse das Potential und die Feldstärke 𝑬 = 𝐸𝑧(0, 0, 𝑧)𝒆𝑧.
Mache eine Skizze des Verlaufes von 𝐸𝑧. Welches Verhalten ist für |𝑧| ≫ 𝑎, 𝑑 zu erwar-
ten?

(b) Verifiziere, dass in den Zentren der Scheiben die Beziehung Div𝑬 = 4𝜋𝜎 erfüllt ist.

Wer die Aufgabe 1.9 gerechnet hat, darf Ergebnisse von dort übernehmen.

T1.9

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte

𝜌(𝒓) = 𝜏(1 + sin𝜙) δ(𝑅 − 𝑎)δ(𝑧)

beschrieben?

(b) Berechne exakt 𝑬(0, 0, 𝑧), |𝑬(0, 0, 𝑧)| und den Winkel, den 𝑬(0, 0, 𝑧) für 𝑧 > 0 mit der
positiven 𝑧-Achse einschließt.

(c) Berechne Gesamtladung und elektrisches Dipolmoment dieser Ladungsverteilung.

(d) Was ergibt sich für |𝑧| ≫ 𝑎 in Dipolnäherung 𝑬 [1]≔ 𝑬(0)+𝑬(1) für 𝑬(0, 0, 𝑧)? Berechne
|𝑬 [1](0, 0, 𝑧)| und den Winkel, den 𝑬 [1](0, 0, 𝑧) für 𝑧 > 0 mit der positiven 𝑧-Achse
einschließt.

(e) Vergleiche die exakten Ergebnisse mit jenen der Dipolnäherung.

T1.10 Behandle dieselbe Aufgabenstellung wie in Aufgabe 1.11 unter Verwendung
von Zylinderkoordinaten.
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T1.11

Zwei dünne Stäbe der Länge 𝐿 tragen entge-
gengesetzt gleiche Ladung vom Betrag 𝜏 pro
Längeneinheit und sind wie in der Abbildung
dargestellt zueinander senkrecht im Abstand
𝑑 angebracht.

Berechne die auf die Stäbe wirkenden Kräfte.

Verwende
∫ 𝑑𝜉
(𝑎2 + 𝜉2)√𝑎2 + 𝑏2 + 𝜉2

= 1
𝑎𝑏 arctan

𝑏𝜉
𝑎√𝑎2 + 𝑏2 + 𝜉2

.

Gleichgültig, ob vorher die Aufgabe 1.5 bearbeitet wurde oder nicht, sollen die Ergebnisse von
Aufgabe 1.5 verwendet werden.

T1.12

(a) Welche Ladungsverteilung wird durch die Volumsladungsdichte

𝜌(𝒓) = 𝑞
2𝜋𝑎2 δ(𝑟 − 𝑎) δ(𝜗 − 𝜋

2 )

beschrieben?

(b) Welche Aussagen kannman aufgrund der Symmetrieeigenschaften dieser Ladungs-
verteilung über die zugehörigen sphärischen Multipolmomente machen?

(c) Berechne die von null verschiedenen sphärischenMultipolmomente der gegebenen La-
dungsverteilung und schreibe die entsprechende für 𝑟 > 𝑎 gültigeMultipolentwicklung
des elektrostatischen Potentials an.

(d) Summiere die erhaltene Multipolentwicklung für 𝜗 = 0,𝜋 (d. h. für Punkte auf der
𝑧-Achse) auf. Wie groß ist der prozentuelle Fehler für das Potential
(d1) im Punkt 𝒓 = (0, 0, 2𝑎),
(d2) im Punkt 𝒓 = (0, 0, 5𝑎),
wennman die Multipolentwicklung nach dem Quadrupolterm abbricht?

Anleitung: Zu Punkt (a) siehe Anhang A.11. Benütze die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln
für die sphärischen Multipolmomente und verwende

𝑃2𝑛(0) = (
− 1

2

𝑛 ) , 𝑃2𝑛(±1) = 1 , 𝑛 ∈ ℕ0 .
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T1.13 Berechne für die folgende statische Ladungsverteilung den führenden Term
des elektrostatischen Potentials für 𝑟 ≫ 𝑎.

Zur elektrostatischen Multipolentwicklung siehe den Anhang A.6.3.

Ergebnis (𝜙 Polarwinkel):

𝜑(𝒓) ≈ 𝜑(2)(𝒓) = 3𝑞𝑎2𝑥𝑧
𝑟5 = 3𝑞𝑎2 sin 𝜗 cos 𝜗 cos 𝜙

𝑟3 .

T1.14 Eine Punktladung 𝑞 befindet sich auf der positiven 𝑧-Achse im Abstand 𝑑 vom
Koordinatenursprung. Berechne die sphärischen Multipolmomente in Bezug auf den
Koordinatenursprung.

Hinweis: Da
|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧| = 𝑟√1− 2 𝑑𝑟 cos 𝜗 +

𝑑2
𝑟2

gilt, gelangt man durch Benützung der erzeugenden Funktion der Legendrepolynome

1
√1 − 2𝜉𝑡 + 𝑡2

=
∞
∑
𝑙=0

𝑃𝑙(𝜉)𝑡𝑙

sofort zur Lösung.

T1.15 Ein dünner elektrisch geladener Ring vom Radius 𝑎 liegt in der 𝑥𝑦-Ebene mit
Zentrum im Koordinatenursprung. Die Linienladungsdichte längs des Ringes ist durch

𝜏(𝜙) = 𝑄
𝑎 (sin𝜙 − cos 2𝜙)

gegeben (𝜙 Polarwinkel). Berechne die kartesischen elektrostatischen Multipolmomente
mit 𝑙 ≤ 2 und schreibe das elektrostatische Potential für 𝑟 > 𝑎 in der entsprechenden
Näherung an.
Zur elektrostatischen Multipolentwicklung siehe den Anhang A.6.3.

67



1. Elektrostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

T1.16 Eine dünne leitende Kreisscheibe mit dem Radius 𝑎 und der Gesamtladung 𝑞
befindet sich in der 𝑥𝑦-Ebene mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Wie man
zeigen kann, ist die zugehörige Flächenladungsdichte durch

𝜎(𝑅) = 𝑞
2𝜋𝑎

1
√𝑎2 − 𝑅2

, 𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2 < 𝑎

gegeben. (Dies soll hier als bekannt angesehen werden.)
Schreibe das zugehörige elektrostatische Potential 𝜑(𝒓) für Raumpunkte 𝒓 mit 𝑟 > 𝑎

in Form einer Entwicklung nach Legendrepolynomen 𝑃𝑙(cos 𝜗) an und gib die von null
verschiedenen sphärischen Multipolmomente der geladenen leitenden Kreisscheibe an.

Zur elektrostatischen Multipolentwicklung siehe den Anhang A.6.3.

Verwende die Formeln
1

∫
0

𝑑𝜉 𝜉2𝑛+1

√1 − 𝜉2
= (2𝑛)!!

(2𝑛 + 1)!!
, 𝑛 ∈ ℕ0

𝑃2𝑛(0) = (−1)𝑛 (2𝑛 − 1)!!
(2𝑛)!!

, 𝑛 ∈ ℕ , 𝑃0(0) = 1 .

Dabei ist (2𝜈)!! = 2 ⋅ 4 ⋅ ⋯ ⋅ 2𝜈, (2𝜈 + 1)!! = 1 ⋅ 3 ⋅ ⋯ ⋅ (2𝜈 + 1).

T1.17 Die Ladung 𝑞 (𝑞 > 0) befindet sich im Punkt (0, 0, 𝑑), die Ladung −𝑞 befindet
sich im Punkt (0, 0,−𝑑). Nach dem Kraftgesetz von Coulomb wirkt dann auf die Ladung 𝑞
die anziehende Kraft 𝑭 = −[𝑞2/(4𝑑2)]𝒆𝑧.
Zeige, dass sich diese Formel auch mithilfe des maxwellschen Spannungstensors erhalten
lässt (Konsistenz).
Beachte: ZumMaxwelltensor siehe den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von 𝑬 nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.

Anleitung: Wähle als geschlossene Fläche die Oberfläche eines Halbkugelvolumens bei 𝑧 ≥ 0mit
Radius 𝑟 > 𝑑 um den Ursprung und führe den Grenzübergang 𝑟 → +∞ durch. Die Integration über
die Ebene 𝑧 = 0 ist einfach, wennman Polarkoordinaten benützt.

T1.18
Die Platten eines unendlich ausgedehnten
Plattenkondensators besitzen den Abstand 𝑑
und die Flächenladungsdichten+𝜎 bzw.−𝜎
(siehe die Abbildung).

(a) Berechne alle Komponenten des Maxwelltensors

𝑇𝑘𝑙 =
1
4𝜋 (𝐸𝑘𝐸𝑙 −

1
2 𝑬

2𝛿𝑘𝑙) .
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(b) Berechne mithilfe des Maxwelltensors die Kraft, die pro Flächeneinheit auf die obere
Platte wirkt.

Beachte: ZumMaxwelltensor siehe den Anhang A.6.6. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von 𝑬 nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.

Ergebnis zu Punkt (b): 𝒇 = −2𝜋𝜎2𝒆𝑧 .
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei
Anwesenheit von Leitern

Angaben

2.1* Eine leitende Kugel werde in das Feld einer ruhenden Punktladung 𝑞 gebracht
(Kugelradius 𝑎, Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung, Ort der Punktladung 𝒓0 = 𝑟0𝒆𝑧,
𝑟0 > 𝑎).

(a) Berechne ausgehend von der Poissongleichung für die folgenden Fälle das Potential 𝜑
und die Feldstärke 𝑬 im Außenraum der Kugel. Dabei soll der Wert des Potentials im
Unendlichen null gewählt werden.

• Fall (I): Die Kugel sei geerdet (d. h. sie befinde sich auf dem Potential null).

• Fall (II): Die Kugel befinde sich auf einem vorgegebenen Potential 𝜑0 ≠ 0.

• Fall (III): Die Kugel trage eine vorgegebene Gesamtladung 𝑄.

Zeige auf dieseWeise, dassdie leitendeKugel für dasAußenraumproblem imFall (I) durch
eine fiktive Punktladung 𝑞′ und in den Fällen (II), (III) durch zwei fiktive Punktladungen
𝑞′, 𝑞″ ersetzt werden kann. Gib Größe und Ort dieser fiktiven Punktladungen an.

(b) Berechne für die Fälle (I), (II), (III) die auf der Kugeloberfläche influenzierte Flächenla-
dungsdichte 𝜎 sowie die zugehörige Gesamtoberflächenladung.

(c) Berechne für die Fälle (I), (II), (III) die Kraft 𝑭, welche die leitende Kugel auf die Punkt-
ladung 𝑞 ausübt.

(d) Schreibe die Greenfunktion des Laplaceoperators für die dirichletsche Randwertauf-
gabe bei der Kugel an und wende die allgemeine Lösung der dirichletschen Randwert-
aufgabe auf die Fälle (I), (II) an.

Allgemeine Problembeschreibung und Beschreibung des prinzipiellen Lösungsweges siehe An-
hang A.10.1, zur dirichletschen Randwertaufgabe siehe Anhang A.6.2.

Testaufgaben zum Selbstüben: T2.3, T2.4, T2.5.

2.2* Eine geerdete (d. h. mit dem Unendlichen leitend verbundene) leitende Kugel (Ku-
gelradius 𝑎, Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung) werde in das Feld einer räumlich
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lokalisierten statischen Ladungsverteilung 𝜌(𝒓) gebracht, wobei sich die Ladungsvertei-
lung außerhalb der Kugel befinde. Das Potential soll im Unendlichen null gesetzt werden.

Beweise mithilfe der in Aufgabe 2.1 abgeleiteten dirichletschen Greenfunktion, dass dann
für das Potential 𝜑 im Außenraum der Kugel

𝜑(𝒓) = 𝜑1(𝒓) + 𝜑2(𝒓)
mit

𝜑1(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| ,

𝜑2(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −𝑎𝑟 𝜑1(
𝑎2
𝑟 , 𝜗, 𝜙)

gilt, und wende diese Formeln auf den Fall an, dass die leitende Kugel in das Feld eines
am Ort 𝒓0 = (0, 0, 𝑟0), |𝒓0| = 𝑟0 > 𝑎, ruhenden elektrischen Punktdipols mit demMoment
𝒑 = (𝑝𝑥, 0, 𝑝𝑧) gebracht wird. Zeige auf diese Weise, dass die leitende Kugel in diesem Fall
für das Außenraumproblem durch einen fiktiven Punktdipol 𝒑′ und (im Falle 𝑝𝑧 ≠ 0) eine
zusätzliche fiktive Punktladung 𝑞′ an einem Ort 𝒓′0 = (0, 0, 𝑟′0), |𝒓′0| = 𝑟′0 < 𝑎, ersetzt werden
kann. Wodurch sind dabei 𝒑′, 𝑞′ und 𝑟′0 gegeben?
Ein weiteres Beispiel für die Anwendung der allgemeinen Formeln behandelt die Aufgabe 2.8.

2.3*

Ein unendlich langer unendlich dünnwandiger lei-
tender Kreiszylinder mit dem Radius 𝑎 ist durch ei-
nenSchnitt längs seinerAchse in zweiHälften geteilt,
welche voneinander durch einen schmalen Spalt der
Breite 𝜀, 𝜀 ≪ 𝑎, isoliert sind und auf den Potentialen
+𝜑0 bzw.−𝜑0 gehalten werden (siehe die Abbildung).

(a) Berechne das elektrostatische Potential 𝜑 durch Lösen der Laplacegleichung.

(b) Berechne die Flächenladungsdichte 𝜎 auf dem leitenden Zylinder.

(c) Berechne die Ladung pro Längeneinheit auf den Kreiszylinderhälften sowie die Kapa-
zität dieser Anordnung pro Längeneinheit.

Anleitung: Der Spalt muss nur bei Punkt (c) berücksichtigt werden. Verwende ferner (siehe [11],
Formel 1.448.3)

∞
∑
𝑛=0

𝑝2𝑛+1 sin(2𝑛 + 1)𝜙
2𝑛 + 1 = 1

2 arctan
2𝑝 sin𝜙
1 − 𝑝2 , 0 < 𝜙 < 2𝜋 , 𝑝2 ≤ 1.

Siehe auch die analoge nächste Aufgabe.
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2.4

Eine dünnwandige leitende Kugelschale mit dem Ra-
dius 𝑎 ist durch einen Schnitt längs der Ebene 𝑧 = 0
in zwei Hälften geteilt, welche voneinander durch
einen schmalen Spalt isoliert sind und auf den Po-
tentialen +𝜑0 bzw. −𝜑0 gehalten werden (siehe die
Abbildung).

(a) Berechne durch Lösen der Laplacegleichung im gesamten Raum das elektrostatische
Potential 𝜑.

(b) Berechne die Flächenladungsdichte 𝜎 auf den Kugelhälften.

(c) Berechne die sphärischen Multipolmomente der Kugel durch Vergleich des Ergebnis-
ses für das Potential mit der allgemeinen Formel (A.7-1) für das Potential.

(d) Was ergibt sich daraus speziell für die sphärischen Multipolmomente mit 𝑙 ≤ 3 und
das kartesische Dipolmoment 𝒑?

Anleitung zu (a): Verwende die Integralformel (siehe [10], Formel 22.13.9)

1

∫
0

𝑑𝜉𝑃2𝑛+1(𝜉) =
(−1)𝑛Γ(𝑛 + 1

2
)

2(𝑛 + 1)!√𝜋
= (

1
2

𝑛 + 1
) ; beachte: √𝜋 = Γ( 1

2
) .

Eine Zusatzfrage zu dieser Aufgabe wird in der Testaufgabe T2.9 behandelt. Eine analoge Aufgabe
zum Selbstüben ist die Testaufgabe T2.10. Siehe auch die folgende Aufgabe, bei der das Außen-
raumproblem als dirichletsche Randwertaufgabe behandelt wird.

2.5

(a) Verwende die allgemeine Lösung (A.6-14a) der dirichletschen Randwertaufgabe für
den Außenraum sowie die dirichletsche Greenfunktion für den Außenraum der Kugel
(2.1-39), (2.1-40) (Kugelradius 𝑎, Kugelmittelpunkt im Ursprung) und zeige damit: Ist
das Potential auf einerKugelflächemit demRadius𝑎unddemMittelpunkt imUrsprung
vorgegeben, so ist die zugehörige Lösung der Laplacegleichung für 𝑟 > 𝑎 durch

𝜑(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 𝑎
4𝜋 (𝑟2− 𝑎2)∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′ 𝜑(𝑎, 𝜗′, 𝜙′)
(𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟cos 𝛾)3/2

,

cos 𝛾 ≔ cos 𝜗 cos 𝜗′+ sin𝜗 sin𝜗′cos(𝜙 − 𝜙′)
gegeben.
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(b) Werte die Formel von Punkt (a) für den speziellen Fall der vorigen Aufgabe (Kugelflä-
chenhälften auf den Potentialen+𝜑0 bzw.−𝜑0) soweit wie möglich aus. Falls sich das
Integral für das Potential 𝜑(𝑟, 𝜗) (axiale Symmetrie) nicht auf tabellierte Funktionen
zurückführen lässt, berechne das Potential für 𝜗 = 0 und 𝑟 > 𝑎, d. h. das Potential 𝜑(𝑧)
für 𝑧 > 𝑎.
Bemerkung: Wer bereits die Aufgabe 2.4 gerechnet hat, weiß, dass sich das Integral für das
Potential 𝜑(𝑟, 𝜗) nicht auf tabellierte Funktionen zurückführen lässt, sonst hätte sich die dort
erhaltene unendliche Reihe (2.4-6) geschlossen aufsummieren lassen.

(c) Wie kann man aus der Kenntnis von 𝜑(𝑧) für 𝑧 > 𝑎 auf die in Aufgabe 2.4 durch Lösen
der Laplacegleichung für 𝑟 ≥ 𝑎 gefundene Entwicklung (siehe Gl. (2.4-6))

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑0
∞

∑
𝑛=0

(4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1
) (𝑎𝑟 )

2𝑛+2
𝑃2𝑛+1(cos 𝜗)

schließen?

Anleitung: Beachte, dass für 𝑛 ∈ ℕ0

(
− 1

2

𝑛 ) = (−1)𝑛 (2𝑛 − 1)!!
2𝑛𝑛! , (

− 1
2

𝑛 )
1
2

𝑛 + 1 = (
1
2

𝑛 + 1)

gilt. Dabei ist (2𝑛 − 1)!! = 1 ⋅ 3 ⋅ ⋯ ⋅ (2𝑛 − 1) mit (−1)!! ≡ 1.

2.6*

Zwei unendlich lange leitende Kreiszy-
lindermit demRadius𝑎, derenZylinder-
achsen zur 𝑧-Achseparallel sindunddie
𝑥-Achse an den Stellen +𝑑, −𝑑 (𝑑 > 𝑎)
schneiden, werden auf den Potentialen
+𝜑0 bzw.−𝜑0 gehalten.

Berechne im gesamten Außenraum der Zylinder das elektrostatische Potential.

Anleitung: Wenn das Nachdenken, wie man diese Randwertaufgabe lösen könnte (Koordinaten-
system? Ausnützen der Symmetrie?) nicht zum Erfolg geführt hat, eine Hilfestellung. Der Leser
erinnere sich an die Aufgabe 1.4 aus Kapitel 1, insbesondere an die Form der Äquipotentialflächen
in Abb. 1.4-2.
Siehe auch die nächste Aufgabe.
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2.7*

Zwei unendlich lange leitende Kreiszy-
lindermit demRadius𝑎, derenZylinder-
achsen zur 𝑧-Achseparallel sindunddie
𝑥-Achse an den Stellen +𝑑, −𝑑 (𝑑 > 𝑎)
schneiden, tragen pro Längeneinheit
die Ladung+𝜏 bzw.−𝜏.

Berechne die Influenzladungsverteilungen auf den Mantelflächen der leitenden Zylinder
in Abhängigkeit vom Polarwinkel 𝜙 in Bezug auf die jeweilige Zylinderachse.
Wer ein Computer-Algebrasystem (CAS)1 zur Verfügung hat zeichne Polardiagramme der Influenz-
ladungsverteilungen für den Sonderfall 𝑑 = 1,2𝑎.

Anleitung: Verwende die Ergebnisse der vorigen Aufgabe.

2.8
Eine geerdete (d. h. mit dem Unendlichen lei-
tend verbundene) leitende Kugel (Kugelra-
dius 𝑎, Kugelmittelpunkt = Koordinatenur-
sprung) werde in das Feld einer homogen ge-
ladenenKreislinie (eineshomogengeladenen
„dünnen Kreisringes“) mit Mittelpunkt im Ko-
ordinatenursprung gebracht, welche(r) in der
Ebene 𝑧 = 0 liegt, die Gesamtladung 𝑞 trägt
und den Radius 𝑅0 > 𝑎 besitzt. Das Potential
soll im Unendlichen null gesetzt werden.

(a) Berechne die elektrostatische Feldstärke in Punkten auf der 𝑧-Achse mit |𝑧| > 𝑎.

(b) Berechne für die Punkte P(0, 0, 𝑧), 𝑧 = ±𝑎, die Dichte 𝜎 der auf der Kugeloberfläche
influenzierten Oberflächenladungen.

Anleitung: Die allgemeine Aussage von Aufgabe 2.2 soll dabei als bekannt angesehen werden.

2.9 Eine ungeladene leitende Kugel vom Radius 𝑎werde in ein (ursprünglich) homo-
genes elektrisches Feld 𝑬0 = (0, 0, 𝐸0), 𝐸0 > 0, gebracht (Kugelmittelpunkt= Ursprung).

(a) Berechne Potential 𝜑 und Feldstärke 𝑬 im Außenraum der Kugel. Zeige, dass die Kugel
für das Außenraumproblem durch einen fiktiven Punktdipol im Ursprung ersetzt
werden kann.

1Open Source z. B. Maxima oder Reduce
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(b) Berechne die Dichte 𝜎 der auf der Kugeloberfläche influenzierten Oberflächenladun-
gen.

(c) Falls die Leiterkugel längs einer zur 𝑧-Richtung senkrechten Ebene in zwei Halbkugeln
geteilt wird, welche Kräfte sind dann erforderlich, um die Hälften beisammen zu
halten?

Anleitung: Beachte, dass Rotationssymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse vorliegt.
Hinweis zu Punkt (c): Siehe die Formel (A.10-6) von Anhang A.10.1.

2.10 Ein allseitig unendlich ausgedehnter Leiter hat einen kugelförmigen Hohlraum
mit dem Radius 𝑎 (Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung). Der Leiter befinde sich im
Feld eines elektrischen Punktdipols im Ursprung mit dem Dipolmoment 𝒑 = (0, 0, 𝑝𝑧).

(a) Berechne die elektrische Feldstärke 𝑬 im Hohlraum.

(b) Berechne die auf der Kugelfläche 𝑟 = 𝑎 influenzierte Flächenladungsdichte 𝜎.

Siehe auch die Testaufgabe T3.2.

2.11

Eine leitende Ebene ℰ (ℰ… 𝑧 = 0) befindet sich im
Feld eines am Ort 𝒓0 = (0, 0, 𝑑), 𝑑 > 0, ruhenden
elektrischen Punktdipols mit dem Dipolmoment
𝒑 = (𝑝𝑥, 0, 𝑝𝑧) (siehe die Abbildung). Die Ebene ℰ
ist auf dem Potential null.

(a) Berechne mithilfe der Bildladungsmethode für den Halbraum 𝑧 > 0 das elektrostati-
sche Potential und die auf der Ebene ℰ influenzierte Flächenladungsdichte 𝜎(𝑥, 𝑦).

(b) Berechne die auf den elektrischen Punktdipol wirkende Kraft.

(c) Spezialisiere das Ergebnis für die Influenzladungsdichte

(c1) auf den Fall 𝑝𝑥 = 0, 𝑝𝑧 > 0;

(c2) auf den Fall 𝑝𝑥 > 0, 𝑝𝑧 = 0.

Skizziere für diese Spezialfälle qualitativ (d. h. ohne Berechnung des mathematischen
Ausdrucks für die Feldstärke) das Feldlinienbild des 𝑬-Feldes in der 𝑧𝑥-Ebene.

(d) Berechne für die Spezialfälle von Punkt (c) die gesamte Influenzladung, und zwar
zunächst für die Teile von ℰ mit gleichem Vorzeichen von 𝜎 und dann insgesamt.
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Anleitung: Das Potential eines Punktdipols soll als bekannt angenommen werden. Ferner soll das
Gesetz für die Dipol-Dipol-Kraft als bekannt angesehen werden: Ruhen zwei elektrische Punkt-
dipole mit den Momenten 𝒑1, 𝒑2 an den Stellen 𝒓1 bzw. 𝒓2 so gilt für die Kräfte auf die Dipole die
Formel (1.7-3) mit 𝑹 ≔ 𝒓2− 𝒓1.

2.12 Zwei zueinander senkrechte geerdete (d. h. mit dem Unendlichen leitend ver-
bundene) Leiterhalbebenen ℰ1, ℰ2werden wie in Abbildung 1 dargestellt in das Feld einer
Punktladung 𝑞 gebracht, welche sich am Ort 𝒓0 = (𝑎, 𝑏, 0) befindet (𝑎 > 0, 𝑏 > 0).

(a) Schreibe die Differentialgleichung für das Potential 𝜑 im Raumgebiet 𝒢∶ 𝑥 > 0, 𝑦 > 0,
𝑧 ∈ (−∞,+∞) sowie die zugehörigen Randbedingungen an.

(b) Verifiziere, dass die Leiterhalbebenen für das Potentialproblem imRaumgebiet𝒢 durch
die in Abbildung 2 gezeigten drei fiktiven Punktladungen („Bildladungen“) ersetzt
werden können.

(c) Berechne die auf der Leiterhalbebene ℰ1 influenzierte Flächenladungsverteilung 𝜎1
und die zugehörige Gesamtladung 𝑞1. Gib auch die entsprechenden Größen 𝜎2 und 𝑞2
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für ℰ2 sowie die gesamte Influenzladung 𝑞1 + 𝑞2 an. Verwende dabei

+∞

∫
0

𝑑𝑢
(𝑢2+ 𝛼2)3/2

= 1
𝛼2 .

(d) Berechne die Kraft 𝑭, welche auf die am Ort 𝒓0 befindliche Punktladung 𝑞wirkt.

Siehe auch die Testaufgaben T2.1 und T2.2.

2.13 Eine Leiterebene ℰ hat eine zylindermantelförmige Ausbuchtung𝒜, wobei der
Querschnitt des Zylinders ein Halbkreis vom Radius 𝑎 ist (siehe die Abbildung1). Ein
unendlich langer unendlich dünner geladener Stab mit der Ladung 𝜏 pro Längeneinheit
befindet sich gegenüber der Ausbuchtung im Abstand 𝑑 > 𝑎 von der Ebene ℰ. Der Leiter
befindet sich auf dem Potential 𝜑0 = 0.

(a) Schreibe die Differentialgleichung für das Potential 𝜑 im Raumgebiet 𝒢 sowie die
zugehörigen Randbedingungen an.

(b) Berechne das Potential im Raumgebiet 𝒢 mithilfe der Bildladungsmethode.

(c) Berechne die Kraft 𝒇, welche auf den im Raumgebiet 𝒢 befindlichen dünnen Stab pro
Längeneinheit wirkt. Wird der Stab vom Leiter angezogen oder abgestoßen?

Das Potential einer Linienladungsverteilung der konstanten Dichte 𝜏 längs der 𝑧-Achse kann als
bekannt angesehen werden. Es ist (bis auf eine willkürliche additive Konstante) durch

𝜑(𝑅) = −2𝜏 log𝑅 , 𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2

gegeben.

Abbildung1 Abbildung2

Ferner kann die in Aufgabe 1.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienladungsverteilungen als bekannt angesehen werden (siehe Abbildung 2):

𝒇1 = −𝒇2 =
𝜏1𝜏2
𝑏 𝒆.
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2.14 Ein unendlich langer leitender Zylinder vom Radius 𝑎 befinde sich im Feld eines
unendlich langen dünnen zylindrischen Stabes mit der Ladung 𝜏 pro Längeneinheit. Die
Zylinderachse verlaufe parallel zum Stab und besitze von diesem den Abstand 𝑅0 > 𝑎. Der
leitende Zylinder sei auf dem Potential null.

(a) Berechne mithilfe der Bildladungsmethode das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 im
Außenraum des Zylinders.

(b) Berechne die auf der Zylinderoberfläche influenzierte Flächenladungsdichte 𝜎 sowie
die zugehörige Gesamtoberflächenladung 𝜏infl pro Längeneinheit des Zylinders.

(c) Berechne die Kraft 𝒇, welche pro Längeneinheit auf den Stab wirkt.

Anleitung: Lege die 𝑧-Achse in die Zylinderachse und lasse die 𝑧𝑥-Ebenemit der von Zylinderachse
und Stab aufgespannten Ebene zusammenfallen. Das Potential einer Linienladungsverteilung der
konstanten Dichte 𝜏 längs der 𝑧-Achse kann als bekannt angesehen werden, es ist (bis auf eine
willkürliche additive Konstante) durch

𝜑(𝑅) = −2𝜏 log𝑅 , 𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2

gegeben.

Ferner kann die in Aufgabe 1.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienladungsverteilungen als bekannt angesehen werden; siehe dazu die Abbildung
und die Formel in der Angabe zu Aufgabe 2.13.

2.15 Ein allseitig unendlich ausgedehnter Leiter, welcher auf demPotential𝜑0gehalten
wird, hat einen kugelförmigen Hohlraum vom Radius 𝑎 (Kugelmittelpunkt = Koordina-
tenursprung). Der Leiter befindet sich im Feld dreier Punktladungen 𝑞1 = +𝑞, 𝑞2 = −2𝑞
und 𝑞3 = +𝑞, welche sich im Hohlraum an den Orten 𝒓1 = 𝑟0 𝒆𝑧, 𝒓2 = 𝟎 und 𝒓3 = −𝑟0 𝒆𝑧
(0 < 𝑟0 < 𝑎) befinden. Berechne das Potential im Hohlraum und zeige, dass es im Grenzfall
𝑟0 → 0, 𝑞𝑟20 ≕ 𝐾 = konstant, die Form

𝜑(𝑟, 𝜗) ⟶ 𝜑0 +
2𝐾
𝑟3 (1 −

𝑟5
𝑎5)𝑃2(cos 𝜗)

annimmt.

2.16 Ein allseitig unendlich ausgedehnter Leiter hat einen unendlich langen zylindri-
schen Hohlraum vom Radius 𝑎. Der Leiter befindet sich im Feld eines unendlich langen
unendlich dünnen zylindrischen Stabes mit der Ladung 𝜏 pro Längeneinheit, welcher im
Hohlraum parallel zur Zylinderachse verläuft und von dieser den Abstand 𝑅0 < 𝑎 besitzt.
Der Leiter sei auf dem Potential null.

(a) Berechne das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 im Hohlraum.
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(b) Berechne die auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎 influenzierte Flächenladungsdichte 𝜎 sowie
die zugehörige Gesamtoberflächenladung 𝜏infl pro Längeneinheit des Zylinders.

(c) Berechne die Kraft 𝒇, welche pro Längeneinheit auf den Stab wirkt.

Worin unterscheidet sich diese Aufgabe von der Aufgabe 2.14? (Vergleiche die Lösungen.)

Anleitung: Lege die 𝑧-Achse in die Zylinderachse und lasse die 𝑧𝑥-Ebenemit der von Zylinderachse
und Stab aufgespannten Ebene zusammenfallen. Das Potential einer Linienladungsverteilung der
konstanten Dichte 𝜏 längs der 𝑧-Achse kann als bekannt angesehen werden, es ist (bis auf eine
willkürliche additive Konstante) durch

𝜑(𝑅) = −2𝜏 log𝑅 , 𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2

gegeben.

Ferner kann die in Aufgabe 1.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienladungsverteilungen als bekannt angesehen werden; siehe dazu die Abbildung
und die Formel in der Angabe zu Aufgabe 2.13.

2.17 Ein unendlich langer leitender Zylinder mit dem Radius 𝑎 und der Ladung 𝜏 pro
Längeneinheitwerde in ein (ursprünglich) homogenes elektrostatischesFeld 𝑬0 = (𝐸0, 0, 0)
gebracht, und zwar so, dass die Zylinderachse mit der 𝑧-Achse zusammenfällt.
Berechne die Feldstärke 𝑬 im Außenraum des Zylinders sowie die Flächenladungsdichte
𝜎 auf dem Zylindermantel.

2.18* Eine dünne leitende Kreisscheibe mit dem Radius 𝑎 befindet sich in der 𝑥𝑦-
Ebene mit demMittelpunkt im Koordinatenursprung und wird auf dem festen Potential 𝑉
gehalten. Wie man zeigen kann, ist die zugehörige Flächenladungsdichte durch

𝜎(𝑅) = 𝑉
𝜋2

1
√𝑎2 − 𝑅2

, 𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2 < 𝑎

gegeben. (Dies soll hier als bekannt angesehen werden.)
Zeige, dass für das zugehörige elektrostatische Potential für Raumpunkte 𝑟 < 𝑎

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑉 − sign(cos 𝜗) 2𝑉𝜋

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛
2𝑛 + 1 (

𝑟
𝑎)

2𝑛+1
𝑃2𝑛+1(cos 𝜗)

gilt.
Eine eventuell nützliche Formel (siehe [9], Gl. (15.25) und Gl. (15.10)):

𝑃 ′2𝑛+1(0) = (2𝑛 + 1)(
− 1

2

𝑛 ), 𝑛 ∈ ℕ0 .

Siehe auch die Testaufgabe T1.16.
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Lösungen

2.1*
Bringt man einen Leiter in das Feld einer
externen statischen Ladungsverteilung ein,
so wird im Leiter in einem (bei einem gu-
ten Leiter rasch ablaufenden)Ausgleichsvor-
gang durch Ladungstrennung und Ladungs-
verschiebung eine Oberflächenladungsver-
teilung aufgebaut, bis das Leiterinnere feld-
frei ist („Influenz“). Die Elektrostatik behan-
delt den statischen Zustand nach Beendi-
gung dieses Ausgleichsvorganges.

Wählt man das Koordinatensystem wie in der Abbildung dargestellt, so liegt Rotationssym-
metrie bzgl. der 𝑧-Achse vor: 𝜑(𝑟, 𝜗, AA𝜙).

(a) Fall (I): 𝜑(𝑎, 𝜗) = 𝜑0 = 0; (2.1-1)

Fall (II): 𝜑(𝑎, 𝜗) = 𝜑0 ≠ 0; (2.1-2)

Fall (III): 𝜑(𝑎, 𝜗) = 𝜑0 , Wert von 𝜑0 aus der Forderung
(2.1-3)

∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎(𝜗) = 𝑎2∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝜎(𝜗) = 𝑄 zu bestimmen.

Die Rechnung wird ergeben, dass aus der Forderung (2.1-3) 𝜑0 = 𝑄/𝑎 + 𝑞/𝑟0 folgt.
Überlege: Wie lassen sich die drei Fälle (näherungsweise) experimentell realisieren?

Außenraumproblem bezüglich der Kugel: Poissongleichung

Die Quellverteilung (bestehend aus der zunächst noch unbekannten Oberflächenladungs-
verteilung und der vorgegebenen Punktladung) ist räumlich lokalisiert, wir können also
𝜑(𝑟, 𝜗) −−−⟶

𝑟→+∞
0 verlangen.

Feldgleichung Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = −4𝜋𝑞δ(𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧) für 𝑟 > 𝑎;

Randbedingung auf 𝐹𝐾𝑎 𝜑(𝑎+, 𝜗) = 𝜑0 ;

asymptotische Bedingung 𝜑(𝑟, 𝜗) −−−⟶
𝑟→+∞

0.

(2.1-4)

(2.1-5)

(2.1-6)

Lösungsansatz: 𝜑1(𝑟, 𝜗) Potential der Punktladung (Lösung der inhomogenen Gleichung),
𝜑2(𝑟, 𝜗) Potential der auf 𝐹𝐾𝑎 influenzierten Oberflächenladungsverteilung (wegen 𝑟 > 𝑎
Lösung der homogenen Gleichung)

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑1(𝑟, 𝜗) + 𝜑2(𝑟, 𝜗) , 𝜑1(𝑟, 𝜗) =
𝑞

|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|
. (2.1-7)
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Wir müssen also nur mehr die Laplacegleichung im Außenraum für axiale Symmetrie mit
der entsprechenden Randbedingung und asymptotischen Bedingung lösen:

Feldgleichung Δ𝜑2(𝑟, 𝜗) = 0 für 𝑟 > 𝑎;

Randbedingung auf 𝐹𝐾𝑎 𝜑2(𝑎+, 𝜗) = 𝜑0 − 𝜑1(𝑎+, 𝜗) ;

asymptotische Bedingung 𝜑(𝑟, 𝜗) −−−⟶
𝑟→+∞

0.

(2.1-8)

(2.1-9)

(2.1-10)

Lösungsansatz (erfüllt (2.1-8) und (2.1-10))

𝜑2(𝑟, 𝜗) =
∞

∑
𝑙=0

𝐵𝑙 (
𝑎
𝑟 )

𝑙+1𝑃𝑙(cos 𝜗) ⇒ 𝜑2(𝑎+, 𝜗) =
∞

∑
𝑙=0

𝐵𝑙𝑃𝑙(cos 𝜗) ; (2.1-11)

Randbedingung (2.1-9):

∞

∑
𝑙=0

𝐵𝑙𝑃𝑙(cos 𝜗) = 𝜑0 −
∞

∑
𝑙=0

𝑞𝑎𝑙

𝑟 𝑙+10
𝑃𝑙(cos 𝜗) ⇒ 𝐵0 = 𝜑0 −

𝑞
𝑟0
, 𝐵𝑙 = − 𝑞

𝑟0
( 𝑎𝑟0

)
𝑙
, 𝑙 = 1, 2, 3,…

Einsetzen in (2.1-11) gibt

𝜑2(𝑟, 𝜗) =
𝜑0𝑎
𝑟 + (− 𝑎

𝑟0
𝑞)

∞

∑
𝑙=0

(𝑎
2

𝑟0
)
𝑙

𝑟𝑙+1
𝑃𝑙(cos 𝜗) =

𝑞″
𝑟 + 𝑞′

∞

∑
𝑙=0

𝑟′𝑙0
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙(cos 𝜗) =
𝑞″
𝑟 + 𝑞′

|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|

(2.1-12)
mit 𝑞′ = − 𝑎

𝑟0
𝑞, 𝑟′0 =

𝑎2
𝑟0

= 𝑎
𝑟0
𝑎 < 𝑎, 𝑞″= 𝜑0𝑎.

Wir sehenunsnun zunächst denFall (I) näher an. Für das Potential unddas elektrostatische
Feld im Außenraum der leitenden Kugel gilt:

Fall (I): 𝜑0 = 0 (geerdete Leiterkugel)

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑1(𝑟, 𝜗) + 𝜑2(𝑟, 𝜗) =
𝑞

|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|
+ 𝑞′
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|

,

𝑬(𝒓) = 𝑬1(𝒓) + 𝑬2(𝒓) =
𝑞(𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|3

+
𝑞′(𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|3

;

𝑞′ = − 𝑎
𝑟0
𝑞 ⇒ |𝑞′| < |𝑞|, sign 𝑞′ = −sign 𝑞; 𝑟′0 =

𝑎2
𝑟0

< 𝑎.

(2.1-13)

(2.1-14)

(2.1-15)

Bei den Abbildungen wird im Folgenden immer 𝑞 > 0 angenommen.
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Abb. 2.1-1: Äquipotentialflächen und Feldlinien im
Fall (I) für 𝑞 > 0 (Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse)

Welche Bewandtnis hat es mit dem offensichtlich pathologischen Punkt 𝖯 auf der negativen
𝑧-Achse, in welchem 𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑 nicht eindeutig ist? In diesem Punkt 𝑧 ≕ −𝑟 ist die elektrische
Feldstärke null:

𝑬(−𝑟𝒆𝑧) = 𝟎 ⇒ 𝑟 = (1 +√2+ 𝑟0
𝑎
+ 𝑎

𝑟0
)𝑎. (2.1-16)

83



2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Man sollte deshalb längs der negativen 𝑧-Achse keine Feldlinie zeichnen. In einem Punkt
𝑧 = −𝑟 + 𝜖 gibt es ein elektrisches Feld in positiver 𝑧-Richtung, in einem Punkt 𝑧 = −𝑟 − 𝜖
jedoch ein elektrisches Feld in negativer 𝑧-Richtung. Siehe die Skizze nach Gl. (2.1-16).

Wie die Formeln (2.1-13) bis (2.1-15) zeigen, kann für das Außenraumproblem die geerdete
leitende Kugel mit ihrer Influenz-Oberflächenladungsverteilung äquivalenter Weise durch
eine fiktive Punktladung 𝑞′ am Ort 𝑟′0𝒆𝑧 ersetzt werden (siehe die Abbildung 2.1-2). Man
bezeichnet 𝑞′ als Bildladung oder als Spiegelladung von 𝑞. Äquivalenz besteht aber nur für
den Raumbereich 𝑟 > 𝑎.

Abb. 2.1-2: Fall (I): Das eigentliche Problem
und das Ersatzproblem für den Außenraum

Da der Feldverlauf imRaumbereich 𝑟 > 𝑎 beimErsatzproblem derselbe ist wie beim eigent-
lichen Problem, sagt uns die allgemeine integrale Form (A.6-3) der Divergenzgleichung
des Feldes, dass

∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎(𝜗) = 𝑎2∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝜎(𝜗) = 𝑞′ (2.1-17)

gelten muss. Dazu müssen wir lediglich in (A.6-3) eine beliebige geschlossene Fläche
ℱ(𝒱)wählen, welche den Raumbereich 𝑟 ≤ 𝑎 im Inneren enthält, aber nicht die Ladung 𝑞
einschließt. Wir kennen also schon die Gesamtoberflächenladung der Leiterkugel ohne
noch deren Verteilung auf der Kugeloberfläche zu kennen.

Fall (II): 𝜑0 ≠ 0 (Leiterkugel auf vorgebenem Potential 𝜑0 ≠ 0 gehalten)

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑1(𝑟, 𝜗) + 𝜑2(𝑟, 𝜗) =
𝑞

|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|
+ 𝑞′
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|

+ 𝑞″
𝑟 ,

𝑬(𝒓) = 𝑬1(𝒓) + 𝑬2(𝒓) =
𝑞(𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|3

+
𝑞′(𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|3

+ 𝑞″𝒓
𝑟3 ;

𝑞′ = − 𝑎
𝑟0
𝑞 ⇒ |𝑞′| < |𝑞|, sign 𝑞′ = −sign 𝑞; 𝑟′0 =

𝑎2
𝑟0

< 𝑎;

𝑞″= 𝜑0𝑎; 𝑞′, 𝑟′0 unabhängig von 𝜑0 .

(2.1-18)

(2.1-19)

(2.1-20)

(2.1-21)
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Wie die Formeln (2.1-18) bis (2.1-21) zeigen, kann für das Außenraumproblem die leitende
Kugel mit ihrer Influenz-Oberflächenladungsverteilung im Fall (II) äquivalenter Weise
durch zwei fiktive Punktladungen ersetzt werden (siehe die Abbildung 2.1-3). Man bezeich-
net 𝑞′, 𝑞″ als Bildladungen oder als Spiegelladungen von 𝑞. Beim Ersatzproblem bringen 𝑞′
und 𝑞 die gedachte Fläche 𝐹𝐾𝑎 auf das Potential null, 𝑞

″ erhöht diesen Wert um 𝜑0.

Abb. 2.1-3: Fall (II): Das eigentliche Problem und das Ersatzproblem für den Außenraum.
(Ob für 𝑞 > 0 die Oberflächenladungsverteilung wie hier gezeichnet in der Umgebung von
𝜗 = 0 negativ und sonst positiv ist oder nicht, hängt von der Größe von 𝜑0 ab.)

Analog wie im Fall (I) kannman hier auf

∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎(𝜗) = 𝑎2∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝜎(𝜗) = 𝑞′+ 𝑞″ (2.1-22)

schließen.

Fall (III): Gesamtladung 𝑄 auf der Leiteroberfläche vorgeben

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑1(𝑟, 𝜗) + 𝜑2(𝑟, 𝜗) =
𝑞

|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|
+ 𝑞′
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|

+ 𝑞″
𝑟 ,

𝑬(𝒓) = 𝑬1(𝒓) + 𝑬2(𝒓) =
𝑞(𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|3

+
𝑞′(𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|3

+ 𝑞″𝒓
𝑟3 ;

𝑞′ = −𝑎𝑟0
𝑞, 𝑟′0 =

𝑎2
𝑟0
; 𝑞″= 𝑄 − 𝑞′= 𝑄 + 𝑎

𝑟0
𝑞.

(2.1-23)

(2.1-24)

(2.1-25)

Ist 𝑄 zufällig so vorgegeben, dass 𝑄 = −(𝑎/𝑟0)𝑞 gilt, dann ist 𝜑0 = 0, undman hat wieder
die Situation von Fall (I) (Sonderfall von Fall (III)). Gilt aber 𝑄 ≠ −(𝑎/𝑟0)𝑞, so hat man eine
Situation wie im Fall (II) mit 𝜑0 = 𝑄/𝑎 + 𝑞/𝑟0 ≠ 0 und 𝑞″= 𝑄 − 𝑞′ ≠ 0.
(b) Wir behandeln alle drei Fälle gemeinsam , indem wir vom Ausdruck (2.1-19) bzw.
(2.1-24) für die Feldstärke ausgehen und im Ergebnis die jeweiligenWerte für 𝑞″ einsetzen.
Aus Div𝑬 = 4𝜋𝜎 folgt für die Influenz-Oberflächenladungsverteilung

𝜎(𝜗) = 1
4𝜋 𝐸𝑟(𝑎+, 𝜗) . (2.1-26)
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Mit 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) = 𝑬(𝒓) • 𝒆𝑟 , 𝒓 • 𝒆𝑟 = 𝑟, 𝒆𝑧 • 𝒆𝑟 = cos𝜗, |𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧| = [𝑟2+ 𝑟20 − 2𝑟0𝑟 cos 𝜗]
1/2

folgt aus Gl. (2.1-24)

𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) =
𝑞(𝑟 − 𝑟0 cos 𝜗)

[𝑟2+ 𝑟20 − 2𝑟0𝑟 cos 𝜗]
3/2

+
𝑞′(𝑟 − 𝑟′0 cos 𝜗)

[𝑟2+ 𝑟′20 − 2𝑟′0𝑟 cos 𝜗]
3/2

+ 𝑞″
𝑟2 .

Damit ergibt sich für die Oberflächenladungsverteilung

𝜎(𝜗) = 𝑞
4𝜋

𝑎 − 𝑟0 cos 𝜗

[𝑎2+ 𝑟20 − 2𝑟0𝑎 cos 𝜗]
3/2

+ 𝑞′
4𝜋

𝑎 − 𝑟′0 cos 𝜗

[𝑎2+ 𝑟′20 − 2𝑟′0𝑎 cos 𝜗]
3/2

+ 𝑞″
4𝜋𝑎2 . (2.1-27)

Im zweiten Summanden setzen wir für 𝑞′ und 𝑟′0 die Ausdrücke (2.1-25) ein, formen den
Summanden um und setzen ihn wieder in Gl. (2.1-27) ein:

𝑞′
4𝜋

𝑎 − 𝑟′0 cos 𝜗

[𝑎2+ 𝑟′20 − 2𝑟′0𝑎 cos 𝜗]
3/2

= − 𝑞
4𝜋

𝑎
𝑟0

𝑎 − 𝑎2

𝑟0
cos 𝜗

[𝑎2+ 𝑎4

𝑟20
− 2 𝑎

2

𝑟0
𝑎 cos 𝜗]3/2

𝑟30
𝑎3

𝑟30
𝑎3

(2.1-28)

= 𝑞
4𝜋

− 𝑟20
𝑎
+ 𝑟0 cos 𝜗

[𝑎2+ 𝑟20 − 2𝑟0𝑎 cos 𝜗]
3/2

;

𝜎(𝜗) = 𝑞
4𝜋

𝑎 − 𝑟20
𝑎

[𝑎2+ 𝑟20 − 2𝑟0𝑎 cos 𝜗]
3/2

+ 𝑞″
4𝜋𝑎2 = − 𝑞

4𝜋𝑎2
𝑎
𝑟0

1 − 𝑎2

𝑟20

[1 + 𝑎2

𝑟20
− 2 𝑎

𝑟0
cos 𝜗]3/2

+ 𝑞″
4𝜋𝑎2 .

Ergebnis für die Oberflächenladungsverteilung in den Fällen (I), (II) und (III):

𝜎(𝜗) = 𝜎′(𝜗) + 𝜎″(SS𝜗) = − 𝑞
4𝜋𝑎2

𝑎
𝑟0

1 − 𝑎2

𝑟20

[1 + 𝑎2

𝑟20
− 2 𝑎

𝑟0
cos 𝜗]3/2

+ 𝑞″
4𝜋𝑎2 ;

Fall (I): 𝑞″= 0;

Fall (II): 𝑞″= 𝜑0𝑎;

Fall (III): 𝑞″= 𝑄 − 𝑞′ = 𝑄 + 𝑎
𝑟0
𝑞.

(2.1-29)

(2.1-30)

(2.1-31)

(2.1-32)

Die Flächenladungsverteilung 𝜎′ erzeugt beim eigentlichen Problem im Raumbereich
𝑟 > 𝑎 dasselbe Teilfeld wie die Bildladung 𝑞′ beim Ersatzproblem. Eine analoge Aussage
gilt für 𝜎″ und 𝑞″. Äquivalenz besteht aber nur für den Raumbereich 𝑟 > 𝑎.
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Abb. 2.1-4: 𝜎′(𝜗) Gl. (2.1-29) für 𝑞 > 0
in Einheiten 𝑞

4𝜋𝑎2

1… für 𝑟0
𝑎
= 2 ⇒ 𝑞′ = −𝑞

2
;

2… für 𝑟0
𝑎
= 5 ⇒ 𝑞′ = −𝑞

5
.

Im Fall (I) (geerdete Leiterkugel) gilt
𝜎′(𝜗) = 𝜎(𝜗).
Im Fall (II) und i. Allg. auch im Fall (III)
kommtzu 𝜎′(𝜗) nochadditiv einehomo-
gene Verteilung 𝜎″= 𝑞″

4𝜋𝑎2
hinzu; siehe

die Abbildungen 2.1-1 bis 2.1-3.

Die Abbildung 2.1-4 zeigt den Verlauf von 𝜎′(𝜗) für 𝑞 > 0 und zwei Werte von 𝑟0/𝑎.

Aus der Äquivalenz von eigentlichem Problem und Ersatzproblem für den Raumbereich
𝑟 > 𝑎 ergibt sich, dass folgende Beziehungen gelten:

(1) … ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎′(𝜗) = 𝑎2∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝜎′(𝜗) = 𝑞′; (2) … ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎″(SS𝜗) = 𝑎2∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝜎″(SS𝜗) = 𝑞″;

(3) … ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓′ 𝜎
′(𝜗′)

|𝒓 − 𝒓′| =
𝑞′

|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|
für 𝑟 > 𝑎; (4) … ∮

𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓′ 𝜎
″(@@𝜗′)

|𝒓 − 𝒓′| =
𝑞″
𝑟 für 𝑟 > 𝑎.

Dass die Beziehung2 gilt ist offensichtlich, die Beziehung4 wurde in Aufgabe 1.2 (b2)
explizit bewiesen. Die Verifizierung der Beziehungen1 und 3 durch explizites Einsetzen
von 𝜎′(𝜗) überlasse ich dem Leser.

(c) Zur Berechnung von Kräften in der Elektrostatik siehe den Anhang A.6.5.

Lösungsweg 1: Bildladungsmethode

Wegen der Äquivalenz zwischen eigentlichemProblem und jeweiligemErsatzproblem bzgl.
des Raumgebietes 𝑟 > 𝑎 könnenwir dieKraft auf die Punktladung 𝑞 als Kraft der Bildladung
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𝑞′auf die Punktladung 𝑞 plus (falls 𝑞″≠ 0) Kraft der Bildladung 𝑞″auf 𝑞 berechnen:

𝑭 = 𝑭1 = 𝑞𝑬2(𝑟0𝒆𝑧) =
𝑞𝑞′

(𝑟0− 𝑟′0)2
𝒆𝑧 +

𝑞𝑞″

𝑟20
𝒆𝑧

mit 𝑞′ = −𝑎𝑟0
𝑞, 𝑟′0 =

𝑎2
𝑟0

und

Fall (I): 𝑞″= 0; Fall (II): 𝑞″= 𝜑0𝑎; Fall (III): 𝑞″= 𝑄 + 𝑎
𝑟0
𝑞.

(2.1-33)

(2.1-34)

(2.1-35)

Fall (I): Wegen sign(𝑞𝑞′) = −1 ist die Kraft auf die Punktladung in diesem Fall stets anzie-
hend (siehe die Abbildungen 2.1-1 und 2.1-2, für die 𝑞 > 0 angenommen wurde):

𝑭 = 𝑭1 =
𝑞𝑞′

(𝑟0− 𝑟′0)2
𝒆𝑧 . (2.1-36)

Der Leser zeige selbst: Mit 𝑑 ≔ 𝑟0−𝑎 (Abstand der Punktladung 𝑞 von der Leiteroberfläche)
gilt

𝐹1 ∝
1
𝑑2 für 𝑑 ≪ 𝑎, 𝐹1 ∝

1
𝑑3 für 𝑑 ≫ 𝑎. (2.1-37)

In den Fällen (II) und (III) gibt es je nach der Größe von 𝜑0 bzw. von 𝑄 und dem Vorzeichen
von 𝑞 sehr viele Fallunterscheidungen. Hier soll nur ein besonders interessanter, da auf
den ersten Blick überraschender, Fall besprochen werden:

Fall (III)mit 𝑄 > 0, 𝑞 > 0:
Auf den ersten Blick könnte man denken, dass es
dann für beliebige Abstände 𝑑 der Punktladung 𝑞 von
der Leiteroberfläche Abstoßung gibt. Es gibt aber für
jedes feste 𝑄/𝑞 einen Abstand 𝑑0 für den 𝑭1 = 𝟎 ist,
wobei 𝑑0 umso kleiner ist, je größer 𝑄/𝑞 ist. Für Ab-
stände 𝑑 < 𝑑0 gibt es dannAnziehung, für 𝑑 → 0+wird
die Kraft sogar unendlich anziehend wie weiter unten
gezeigt wird. Für Abstände 𝑑 > 𝑑0 gibt es Abstoßung,
für 𝑑 ≫ 𝑎 (Monopolnäherung) handelt es sich um die
Coulombabstoßung 𝑭1 ≂ (𝑞𝑄𝒓0)/𝑟30 .

Der Leser zeige selbst: Für 𝑄 = 𝑞 gilt 𝑑0 = [(3 −√5)/(√5 − 1)]𝑎 = 0,618034𝑎.

𝑑 → 0+ bedeutet 𝑟0 → 𝑎+ und gemäß (2.1-34) 𝑞′→ −𝑞,
𝑟′0 → 𝑎−, 𝑞″ → 𝑄 + 𝑞. Die Kraft 𝑭1 wird also tatsächlich
unendlich anziehend.
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Lösungsweg 2: Kraft 𝑭1 = −𝑭2; 𝑭2 Kraft der Punktladung auf die Influenzladungsverteilung

𝑭 = 𝑭1 = −𝑭2 = − ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎(𝜗)𝑬1(𝑎𝒆𝑟) . (2.1-38)

Dabei ist 𝜎(𝜗) durch Gl. (2.1-29) gegeben und 𝑬1(𝑎𝒆𝑟) durch 𝑬1(𝒓) Gl. (2.1-14) mit 𝒓 = 𝑎𝒆𝑟.
Es ist offensichtlich, dass dieser Lösungsweg nicht empfehlenswert ist. Für jene Leser,
welche zu Übungszwecken die Rechnung selbständig versuchen möchten, ein paar Hilfen:

𝑑𝑓 = 𝑎2𝑑𝛺; 𝒆𝑟 siehe Gl. (A.3-8);

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 sin𝜙 =

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 cos𝜙 = 0 ⇒ 𝐹𝑥 = 𝐹𝑦 = 0;

partielle Integration der bei der Berechnung von 𝐹𝑧 auftretenden 𝜗-Integrale gibt
+1

∫
−1

𝑑𝜉 𝑎𝜉 − 𝑟0
[1 + 𝑎2

𝑟20
− 2 𝑎

𝑟0
𝜉]3

= − 2𝑟0
[1 − 𝑎2

𝑟20
]3
;

+1

∫
−1

𝑑𝜉 𝑎𝜉 − 𝑟0
[1 + 𝑎2

𝑟20
− 2 𝑎

𝑟0
𝜉]3/2

= −2𝑟0 .

Die Bildladungsmethode in der Elektrostatik der Leiter (und ebenso die Bildstrommethode
in der Magnetostatik der idealen Leiter) ist zwar nur bei einer sehr begrenzten Zahl von
Problemarten anwendbar, bei diesen ist sie aber was Schlagkraft und Rechenaufwand
anlangt allen anderen Lösungsmethoden weit überlegen.

(d) Dirichletsche Greenfunktion für das Außenraumproblem bzgl. der Kugelfläche 𝐹𝐾𝑎

Der Vergleich von (2.1-4), (2.1-5) und (2.1-6) mit den Beziehungen (A.6-14b), (A.6-16a)
und (A.6-16b) vonAnhangA.6.2 zeigt, dassdasPotential 𝜑(𝑟, 𝜗) vonGl. (2.1-13) das𝑞-fache
von 𝐺D(𝒓; 𝑟0𝒆𝑧) für 𝐹 = 𝐹𝐾𝑎 darstellt. Mit 𝑞

′, 𝑟′0 von Gl. (2.1-15) folgt also

𝐺D(𝒓; 𝑟0𝒆𝑧) =
1

|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|
−

𝑎
𝑟0

||𝒓 − 𝑎2

𝑟0
𝒆𝑧||

= 1
|𝒓 − 𝒓0|

−

𝑎
𝑟0

||𝒓 − 𝑎2

𝑟20
𝒓0||

.

Wegen der Drehinvarianz dieser Beziehung gilt somit für die dirichletsche Greenfunktion
für das Außenraumproblem bzgl. der Kugelfläche 𝐹𝐾𝑎

𝐺D(𝒓; 𝒓′) =
1

|𝒓 − 𝒓′| −
𝑎
𝑟′

||𝒓 − 𝑎2

𝑟′2
𝒓′||

= 1
√𝑟2+ 𝑟′2− 2𝑟𝑟′ cos 𝛾

− 1

√
𝑟2𝑟′2

𝑎2
+ 𝑎2− 2𝑟𝑟′ cos 𝛾

mit

cos 𝛾 ≔ 𝒆𝑟 • 𝒆𝑟′ = cos𝜗 cos 𝜗′+ sin𝜗 sin𝜗′ cos(𝜙 − 𝜙′) .

(2.1-39)

(2.1-40)

89



2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Der Leser verifiziere, dass die Greenfunktion (2.1-39) die Symmetriebeziehung (A.6-15)
von Anhang A.6.2 erfüllt.
Anwendung der allgemeinen Lösung (A.6-14a) der dirichletschen Randwertaufgabe für den
Außenraum bzgl. einer geschlossenen Fläche auf die Fälle (I) und (II)

Fall (I): Siehe (2.1-13), (2.1-15)

Das Oberflächenintegral liefert wegen 𝜑(𝒓′) = 0 für 𝒓′∈ 𝐹𝐾𝑎 keinen Beitrag, das Volumsin-
tegral über den Außenraum der Leiterkugel ergibt

∫
𝑉

𝑑3𝑟′𝐺D(𝒓; 𝒓′)𝜌(𝒓′) = 𝑞𝐺D(𝒓; 𝑟0𝒆𝑧) =
𝑞

|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|
−

𝑎
𝑟0
𝑞

||𝒓 − 𝑎2

𝑟0
𝒆𝑧||

∎ (2.1-41)

Fall (II): Siehe (2.1-18), (2.1-20), (2.1-21)
Das Volumsintegral ist dasselbe wie im Fall (I), zu zeigen bleibt daher

ℐ(𝑟) ≔ −𝜑04𝜋 ∮
𝐹𝐾𝑎

𝒅𝒇′• 𝐠𝐫𝐚𝐝′𝐺D(𝒓; 𝒓′) = 𝜑0𝑎
𝑟 für 𝑟 > 𝑎. (2.1-42)

(Dass das Integral nur von 𝑟 = |𝒓| abhängen kann, wird sich weiter unten zeigen.) Mit
𝒅𝒇′ = −𝑎2𝑑𝛺′𝒆𝑟′ (bezüglich des Vorzeichens beachte der Leser die Abbildung A.6.2 von
Anhang A.6.2) wird aus Gl. (2.1-42)

ℐ(𝑟) = 𝜑0𝑎2
4𝜋 ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′ 𝜕𝐺D(𝒓; 𝒓′)
𝜕𝑟′

|||𝑟′=𝑎
. (2.1-43)

Mit (2.1-39) folgt aber

𝜕𝐺D(𝒓; 𝒓′)
𝜕𝑟′ = −𝑟′+ 𝑟 cos 𝛾

[𝑟2+ 𝑟′2− 2𝑟𝑟′ cos 𝛾]3/2
−

𝑟2𝑟′

𝑎2
− 𝑟 cos 𝛾

[ 𝑟
2𝑟′2

𝑎2
+ 𝑎2− 2𝑟𝑟′ cos 𝛾]3/2

,

𝜕𝐺D(𝒓; 𝒓′)
𝜕𝑟′

|||𝑟′=𝑎
= 𝑟2− 𝑎2

𝑎
1

[𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟 cos 𝛾]3/2
= 𝑟2− 𝑎2

𝑎
1

|𝒓 − 𝒓′|3
|||𝑟′=𝑎

, (2.1-44)

ℐ(𝑟) = 𝜑0𝑎
𝑟2− 𝑎2
4𝜋 ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′ 1
|𝒓 − 𝒓′|3

|||𝑟′=𝑎
= 𝜑0𝑎

𝑟2− 𝑎2
4𝜋 ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′ 1
[𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟 cos 𝛾]3/2

.

Aufgrund der Drehinvarianz des Integranden kann das Integral nur von 𝑟 = |𝒓| abhängen,
und wir können für seine Berechnung 𝒓 = 𝑟𝒆𝑧 (𝜗 = 0 ⇒ cos 𝛾 = cos 𝜗′) setzen. Für 𝑟 > 𝑎
folgt dann

ℐ(𝑟) = 𝜑0𝑎
𝑟2− 𝑎2
4𝜋 2𝜋

+1

∫
−1

𝑑𝜉
[𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟𝜉]3/2⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

2
(𝑟2− 𝑎2)𝑟

= 𝜑0𝑎
𝑟 ∎
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2.2*

Anwendung der allgemeinen Lösung (A.6-14a)
der dirichletschen Randwertaufgabe für den
Außenraum bzgl. einer geschlossenen Fläche

Das Oberflächenintegral liefert wegen 𝜑(𝒓′) = 0 für 𝒓′∈ 𝐹𝐾𝑎 keinen Beitrag, das Volumsin-
tegral über den Außenraum ergibt mit der Greenfunktion (2.1-39) für 𝑟 > 𝑎

𝜑(𝒓) = ∫
𝔸

𝑑3𝑟′𝐺D(𝒓; 𝒓′)𝜌(𝒓′) = ∫
𝔸

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| − 𝑎∫

𝔸

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)

𝑟′||𝒓 − 𝑎2

𝑟′2
𝒓′||

= 𝜑1(𝒓) + 𝜑2(𝒓) .

Bemerkung: Wegen 𝜌(𝒓′) = 0 für 𝑟′< 𝑎 kannman formal statt ∫𝔸 auch ∫ℝ3 schreiben.

𝜑1 ist das Potential der vorgegebenem Ladungsverteilung 𝜌, 𝜑2 ist das Potential der auf
der leitenden Kugel influenzierten Oberflächenladungsverteilung 𝜎 (eigentliches Problem)
bzw. der fiktiven (im Raumbereich 𝑟 < 𝑎 gedachten) Bildladungsverteilung (Ersatzpro-
blem). Letzterer Interpretation entspricht, dass sich das Potential 𝜑2 durch das Potential
𝜑1 ausdrücken lässt:

𝜑2(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −𝑎𝑟 𝜑1(
𝑎2
𝑟 , 𝜗, 𝜙), 𝑟 > 𝑎. (2.2-1)

Beweis dieser Beziehung (cos 𝛾 siehe Gl. (2.1-40)):

𝜑2(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −𝑎∫
𝔸

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)

𝑟′√𝑟2+ (𝑎
2

𝑟′
)
2
− 2𝑟 𝑎

2

𝑟′
cos 𝛾

= −𝑎𝑟∫
𝔸

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)

√(𝑎
2

𝑟
)
2
+ 𝑟′2− 2 𝑎2

𝑟
𝑟′cos 𝛾

;

𝜑1(𝑟, 𝜗, 𝜙) = ∫
𝔸

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)
√𝑟2+ 𝑟′2− 2𝑟𝑟′cos 𝛾

⇒ Gl. (2.2-1) ∎
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Anwendung auf den gegebenen Spezialfall: Bild eines Punktdipols

𝜑1(𝑟, 𝜗, 𝜙) =
𝒑 • (𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|3

= 𝑝𝑥𝑟 sin 𝜗 cos 𝜙 + 𝑝𝑧𝑟 cos 𝜗 − 𝑝𝑧𝑟0
[𝑟2+ 𝑟20 − 2𝑟0𝑟 cos 𝜗]

3/2
⇒

𝜑2(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −𝑎𝑟
𝑝𝑥

𝑎2

𝑟
sin 𝜗 cos𝜙 + 𝑝𝑧

𝑎2

𝑟
cos 𝜗 − 𝑝𝑧𝑟0

[(𝑎
2

𝑟
)2+ 𝑟20 − 2 𝑎

2

𝑟
𝑟0 cos 𝜗]

3/2
. (2.2-2)

Zu zeigen ist, dass 𝜑2 in der Form

𝜑2(𝒓) =
𝒑′• (𝒓 − 𝑟′0 𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|3

+ 𝑞′
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|

(2.2-3)

geschrieben werden kann, und es sind 𝒑′, 𝑞′ und 𝑟′0 anzugeben.
Nach Aufgabe 2.1 ist offensichtlich, dass 𝑟′0= 𝑎2/𝑟0 gelten muss. Dieses Wissen erleichtert
den Vergleich außerordentlich.

𝜑2(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −𝑎𝑟
𝑝𝑥

𝑎2

𝑟
sin 𝜗 cos𝜙 + 𝑝𝑧

𝑎2

𝑟
cos 𝜗 − 𝑝𝑧𝑟0

[(𝑎
2

𝑟
)2+ 𝑟20 − 2 𝑎

2

𝑟
𝑟0 cos 𝜗]

3/2
⋅
[ 𝑟
𝑟0
]
3

[ 𝑟
2

𝑟20
]
3/2

=
−𝑎3

𝑟30
𝑝𝑥𝑟 sin 𝜗 cos 𝜙 −

𝑎3

𝑟30
𝑝𝑧𝑟 cos 𝜗 + 𝑎𝑝𝑧

𝑟2

𝑟20

[𝑟2+ (𝑎
2

𝑟0
)2− 2𝑟 𝑎

2

𝑟0
cos 𝜗]3/2

=
−𝑎3

𝑟30
𝑝𝑥𝑟 sin 𝜗 cos 𝜙 −

𝑎3

𝑟30
𝑝𝑧𝑟 cos 𝜗 + 𝑎𝑝𝑧

𝑟2

𝑟20

||𝒓 − 𝑎2

𝑟0
𝒆𝑧||3

.

Der Vergleich mit

𝜑2(𝑟, 𝜗, 𝜙) =
1

||𝒓 − 𝑎2

𝑟0
𝒆𝑧||3

{𝑝 ′
𝑥 𝑟 sin 𝜗 cos𝜙 + 𝑝 ′

𝑦 𝑟 sin 𝜗 sin𝜙

+ 𝑝 ′
𝑧 (𝑟 cos 𝜗 −

𝑎2
𝑟0
) + 𝑞′[𝑟2+ (𝑎

2

𝑟0
)2− 2𝑟𝑎

2

𝑟0
cos 𝜗]}
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gibt nach kurzer elementarer Rechnung das Ergebnis

𝒑′= 𝑎3

𝑟30
(−𝑝𝑥, 0, 𝑝𝑧), 𝑞′= 𝑎𝑝𝑧

𝑟20
, 𝑟′0 =

𝑎2
𝑟0
. (2.2-4)

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Dass im Falle 𝑝𝑧 ≠ 0 zusätzlich zu einem Bild-Punktdipol eine Bild-Punktladung erforderlich
ist, ist verständlich,wennmanbedenkt, dass dieBildladung einer vonder Leiterkugelweiter
entfernten Punktladung kleiner ist. Da die Bildladung jeweils entgegengesetztes Vorzeichen
trägt, sind auch die Vorzeichen von 𝑝 ′

𝑥, 𝑝 ′
𝑧 verständlich.

Man könnte überhaupt 𝒑′, 𝑞′ und 𝑟′0 elementar (d. h. ohne Dirichlet-Randwertaufgabe) be-
rechnen, indemman den Punktdipol als Grenzwert eines ausgedehnten Dipols behandelt.

Kosinussätze:

𝑟20± =
𝜀2
4 + 𝑟20 ± 𝜀𝑟0 cos 𝛼 = 𝑟20 (1 ±

𝜀
𝑟0
cos 𝛼) + O(𝜀2) ,

𝑟0± = 𝑟0 (1 ±
𝜀
2𝑟0

cos 𝛼) + O(𝜀2) , 1
𝑟0±

= 1
𝑟0
(1 ∓

𝜀
2𝑟0

cos 𝛼) + O(𝜀2) ;

Sinussätze:

𝑟0+
𝜀/2 =

sin𝛼
sin𝜑 ⇒ sin𝜑 = 𝜀

2𝑟0
sin𝛼 + O(𝜀2) , cos 𝜑 = 1 + O(𝜀2) ,

𝑟0−
𝜀/2 =

sin𝛼
sin𝜓 ⇒ sin𝜓 = 𝜀

2𝑟0
sin𝛼 + O(𝜀2) , cos𝜓 = 1 +O(𝜀2) ;

Bild von+𝑞 (siehe (2.1-15)): − 𝑎
𝑟0+

𝑞 = −𝑎𝑟0
𝑞(1 − 𝜀

2𝑟0
cos 𝛼) + O(𝜀2) ;

Bild von−𝑞 (siehe (2.1-15)): + 𝑎
𝑟0−

𝑞 = +𝑎𝑟0
𝑞(1 + 𝜀

2𝑟0
cos 𝛼) + O(𝜀2) ,

+ 𝑎
𝑟0−

𝑞 = − 𝑎
𝑟0+

𝑞 + O(𝜀2)
⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟

Beitrag zum Punktdipol 𝒑′

+ 𝑎
𝑟0
𝑞 𝜀
𝑟0
cos 𝛼 + O(𝜀2)

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟
zusätzliche Bildladung 𝑞′

.
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Mit 𝒑 = 𝑞𝜺 = (𝑝𝑥, 0, 𝑝𝑧) = (𝑞𝜀 sin𝛼, 0, 𝑞𝜀 cos 𝛼) erhält man im Grenzfall 𝜀 → 0+, 𝑞𝜀 = 𝑝
(fest) für die zusätzliche Bildladung 𝑞′ am Ort 𝑟′0 = 𝑎2/𝑟0

𝑞′ = 𝑎
𝑟20
𝑝cos𝛼 = 𝑎

𝑟20
𝑝𝑧 ∎

Nun zum Bilddipol 𝒑′.

𝒓′0+= (𝑟′0+sin𝜑, 0, 𝑟′0+cos𝜑) ,

𝑟′0+ =
𝑎2
𝑟0+

= 𝑎2
𝑟0
(1 − 𝜀

2𝑟0
cos 𝛼) + O(𝜀2) ;

𝒓′0−= (−𝑟′0−sin𝜓, 0, 𝑟′0−cos𝜓),

𝑟′0− =
𝑎2
𝑟0−

= 𝑎2
𝑟0
(1 + 𝜀

2𝑟0
cos 𝛼) + O(𝜀2) ;

𝒓′0+=
𝑎2
𝑟0
(+ 𝜀
2𝑟0

sin𝛼, 0, 1 − 𝜀
2𝑟0

cos 𝛼) + 𝐎(𝜀2) ,

𝒓′0−=
𝑎2
𝑟0
(− 𝜀
2𝑟0

sin𝛼, 0, 1 + 𝜀
2𝑟0

cos 𝛼) + 𝐎(𝜀2) ;

𝒑′ = 𝑎
𝑟0+

𝑞𝜺′ = 𝑎
𝑟0+

𝑞 (𝒓′0−− 𝒓′0+) =
𝑎3

𝑟20
(1 − 𝜀

2𝑟0
cos 𝛼)(− 𝜀

𝑟0
sin𝛼, 0, 𝜀𝑟0

cos 𝛼) + 𝐎(𝜀2) ,

𝒑′ = 𝑎3

𝑟30
(−𝑞𝜀 sin𝛼, 0, 𝑞𝜀 cos 𝛼) + 𝐎(𝜀2) .

Im Grenzfall 𝜀 → 0+, 𝑞𝜀 = 𝑝 (fest) ergibt sich also für den Bilddipol 𝒑′ am Ort 𝑟′0 = 𝑎2/𝑟0

𝒑′ = 𝑎3

𝑟30
(−𝑝 sin𝛼, 0, 𝑝 cos 𝛼) = 𝑎3

𝑟30
(−𝑝𝑥, 0, 𝑝𝑧) ∎

2.3*
(a) Potential: Aus Symmetriegründen:

𝜑 = 𝜑(𝑅, 𝜙) = −𝜑(𝑅,−𝜙); 𝜎 = 𝜎(𝜙). (2.3-1)

Gesucht ist eine für 𝑅 → 0+ und 𝑅 → +∞ regulä-
re für𝑅 = 𝑎 stetige Lösung der Laplacegleichung,
welche die Bedingung

𝜑(𝑎, 𝜙) = {
+𝜑0 für 0 < 𝜙 < 𝜋
−𝜑0 für 𝜋 < 𝜙 < 2𝜋

(2.3-2)

erfüllt.
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Wegen der Symmetrieforderung bezüglich 𝜙 kommen hinsichtlich der 𝜙-Abhängigkeit nur
die Sinusfunktionen sin(2𝑛 + 1)𝜙 mit 𝑛 ∈ ℕ0 infrage. Dies führt zum Lösungsansatz

𝜑(𝑅, 𝜙) =
∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1 sin(2𝑛 + 1)𝜙 ⋅ {
(𝑅
𝑎
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≤ 𝑎

( 𝑎
𝑅
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≥ 𝑎
. (2.3-3)

Die Koeffizienten 𝐵2𝑛+1 sind aus der Bedingung (2.3-2) zu bestimmen:

∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1 sin(2𝑛 + 1)𝜙 = {
+𝜑0 für 0 < 𝜙 < 𝜋
−𝜑0 für 𝜋 < 𝜙 < 2𝜋

. (2.3-4)

Orthogonalität der fourierschen Eigenfunktionen:

∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1
1
𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 sin(2𝑛 + 1)𝜙 sin(2𝑛′+ 1)𝜙
⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

𝛿𝑛′𝑛

= 1
𝜋 𝜑0 [

𝜋

∫
0

𝑑𝜙 sin(2𝑛′+ 1)𝜙
⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟

2
2𝑛′+ 1

−

2𝜋

∫
𝜋

𝑑𝜙 sin(2𝑛′+ 1)𝜙
⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟

−

𝜋

∫
0

𝑑𝜓 sin(2𝑛′+ 1)𝜓

]

⇒ 𝐵2𝑛+1 =
4𝜑0
𝜋

1
2𝑛 + 1 . (2.3-5)

Damit erhalten wir für das elektrostatische Potential

𝜑(𝑅, 𝜙) = 4𝜑0
𝜋

∞

∑
𝑛=0

sin(2𝑛 + 1)𝜙
2𝑛 + 1 ⋅ {

(𝑅
𝑎
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≤ 𝑎

( 𝑎
𝑅
)
2𝑛+1

für 𝑅 ≥ 𝑎
(2.3-6)

undmit der Formel aus der Angabe:

𝜑(𝑅, 𝜙) = 2𝜑0
𝜋 ⋅

⎧

⎨
⎩

arctan 2𝑎𝑅sin𝜙𝑎2− 𝑅2 für 𝑅 ≤ 𝑎

arctan 2𝑎𝑅sin𝜙𝑅2− 𝑎2 für 𝑅 ≥ 𝑎
. (2.3-7)

Damit erhalten wir auch für die bei den Punkten (b) und (c) gefragten Größen geschlossene
interpretierbare Ausdrücke.
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(b) Flächenladungsdichte auf der Zylinderfläche

Div𝑬 = 𝐸𝑅(𝑎+, 𝜙) − 𝐸𝑅(𝑎−, 𝜙) = −𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅
|||𝑎+
+ 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)

𝜕𝑅
|||𝑎−

= 4𝜋𝜎(𝜙). (2.3-8)

Die Berechnung von 𝜕𝜑(𝑅,𝜙)
𝜕𝑅

||𝑎+ führe ich vor, die analoge Berechnung von
𝜕𝜑(𝑅,𝜙)

𝜕𝑅
||𝑎−über-

lasse ich dem Leser.

𝑅 > 𝑎∶ 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅 = 2𝜑0

𝜋 [1 + 4𝑎2𝑅2 sin2𝜙
(𝑅2− 𝑎2)2 ]

−1
[2𝑎sin𝜙𝑅2− 𝑎2 −

4𝑎𝑅2 sin𝜙
(𝑅2− 𝑎2)2 ]⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

−2𝑎(𝑅
2+𝑎2) sin𝜙

(𝑅2− 𝑎2)2

= −4𝜑0𝜋
𝑎(𝑅2+ 𝑎2) sin𝜙

(𝑅2− 𝑎2)2+ 4𝑅2𝑎2 sin2𝜙
;

− 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅

|||𝑎+
= 2𝜑0

𝑎𝜋
1

sin𝜙 . (2.3-9)

Denselben Ausdruck erhält man für+𝜕𝜑(𝑅,𝜙)
𝜕𝑅

||𝑎−, somit folgt für die Oberflächenladungs-
verteilung auf der Zylinderfläche

𝜎(𝜙) = 𝜑0
𝑎𝜋2

1
sin𝜙 . (2.3-10)

Die Flächenladungsdichte ist positiv für 𝑦 > 0 (0 < 𝜙 < 𝜋), negativ für 𝑦 < 0 (𝜋 < 𝜙 < 2𝜋)
und divergiert für 𝑦 = 0 (𝜙 = 0 und 𝜙 = 𝜋) logarithmisch, weshalb bei Punkt (c) der Spalt
nicht ignoriert werden kann.
(c) Zylinderflächenhälfte 1: 𝑦 > 0 (0 < 𝜙 < 𝜋)
Wegen 𝜀 ≪ 𝑎 gilt für die Spaltenden 𝑎 sin𝜙 ≈ 𝑎𝜙 ≈ 𝜀

2 und die Ladung 𝜏1 auf der Zylinder-
flächenhälfte 1 pro Längeneinheit ist gegeben durch

𝜏1 ≈ 𝑎

𝜋− 𝜀
2𝑎

∫
𝜀
2𝑎

𝑑𝜙𝜎(𝜙) = 𝜑0
𝜋2

𝜋− 𝜀
2𝑎

∫
𝜀
2𝑎

𝑑𝜙
sin𝜙 ≈ 𝜑0

𝜋2 [log
||tan(

𝜋
2 −

𝜀
4𝑎)

||⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟
||cot

𝜀
4𝑎
|| ≈

4𝑎
𝜀

− log ||tan
𝜀
4𝑎
||⏟⎵⏟⎵⏟

≈ 𝜀
4𝑎

],

𝜏1 ≈
2𝜑0
𝜋2 log 4𝑎𝜀 ≕ 𝜏. (2.3-11)

Zylinderflächenhälfte 2: 𝑦 < 0 (𝜋 < 𝜙 < 2𝜋)
Eine vollkommen analoge Rechnung ergibt (wie erwartet) 𝜏2 = −𝜏.

Kapazität der Anordnung pro Längeneinheit: 𝒞 ≔ 𝜏
𝑈
mit 𝑈 = 𝜑0 − (−𝜑0) = 2𝜑0

𝒞 ≈ 1
𝜋2 log

4𝑎
𝜀 . (2.3-12)

96



Lösungen

2.4
(a) Potential: Aus Symmetriegründen:

𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗) = −𝜑(𝑟, 𝜋 − 𝜗); 𝜎 = 𝜎(𝜗). (2.4-1)

Gesucht ist eine für 𝑟 → 0+ und 𝑟 → +∞ regulä-
re für 𝑟 = 𝑎 stetige Lösung der Laplacegleichung,
welche die Bedingung

𝜑(𝑎, 𝜗) = {
+𝜑0 für 0 < 𝜗 < 𝜋

2

−𝜑0 für 𝜋
2
< 𝜗 < 𝜋

(2.4-2)

erfüllt.

Wegen cos(𝜋 − 𝜗) = −cos 𝜗 und 𝑃𝑙(−𝜉) = (−1)𝑙𝑃𝑙(𝜉) ergibt sich aus der Symmetrieeigen-
schaft von 𝜑 bezüglich 𝜗, dass hinsichtlich der 𝜗-Abhängigkeit nur die Legendrepolynome
𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) mit 𝑛 ∈ ℕ0 infrage kommen. Dies führt zum Lösungsansatz

𝜑(𝑟, 𝜗) =
∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) ⋅ {
( 𝑟
𝑎
)
2𝑛+1

für 𝑟 ≤ 𝑎

(𝑎
𝑟
)
2𝑛+2

für 𝑟 ≥ 𝑎
. (2.4-3)

Bemerkung: Der Vergleich der allgemeinen Beziehungen (A.7-1)mit demAnsatz (2.4-3) zeigt, dass
nur die sphärischen Multipolmomente 𝑄(2𝑛+1)

0 , 𝑛 ∈ ℕ0, von null verschieden sein können. Dies
steht im Einklang mit den in der Aufgabe 1.13 abgeleiteten Auswahlregeln (1.13-7), (1.13-14b). Im
Punkt (d) werden speziell 𝑄(1)

0 (Dipolmoment) und 𝑄(3)
0 (Oktupolmoment) berechnet.

Die Koeffizienten 𝐵2𝑛+1 sind aus der Bedingung (2.4-2) zu bestimmen:

𝜑(𝑎, 𝜗) =
∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) = {
+𝜑0 für 0 < 𝜗 < 𝜋

2

−𝜑0 für 𝜋
2
< 𝜗 < 𝜋

. (2.4-4)

Ausnützen der Orthogonalität der Legendrepolynome (siehe Gl. (A.2-6b)):

∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1

+1

∫
−1

𝑑𝜉𝑃2𝑛+1(𝜉) 𝑃2𝑛′+1(𝜉) = −𝜑0

0

∫
−1

𝑑𝜉𝑃2𝑛′+1(𝜉) + 𝜑0

+1

∫
0

𝑑𝜉𝑃2𝑛′+1(𝜉)

𝐵2𝑛′+1
2

4𝑛′+ 3 = 2𝜑0

+1

∫
0

𝑑𝜉𝑃2𝑛′+1(𝜉) ⇒ 𝐵2𝑛+1 = 𝜑0 (4𝑛 + 3)

+1

∫
0

𝑑𝜉𝑃2𝑛+1(𝜉)

undmit der Integralformel aus der Angabe

𝐵2𝑛+1 = 𝜑0 (4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1
) . (2.4-5)
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Ergebnis für das Potential:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑0
∞

∑
𝑛=0

(4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1
)𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) ⋅ {

( 𝑟
𝑎
)
2𝑛+1

für 𝑟 ≤ 𝑎

(𝑎
𝑟
)
2𝑛+2

für 𝑟 ≥ 𝑎
. (2.4-6)

(b) Flächenladungsdichte auf der Kugelfläche

Div𝑬 = 𝐸𝑟(𝑎+, 𝜗) − 𝐸𝑟(𝑎−, 𝜗) = −𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟
|||𝑎+

+ 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎−
= 4𝜋𝜎(𝜗) . (2.4-7)

𝑟 > 𝑎∶ − 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟 =

∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗)(2𝑛 + 2) 𝑎
2𝑛+2

𝑟2𝑛+3 ,

− 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎+
= 1

𝑎

∞

∑
𝑛=0

(2𝑛 + 2)𝐵2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) . (2.4-8)

Analog erhält man:

𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎−
= 1

𝑎

∞

∑
𝑛=0

(2𝑛 + 1)𝐵2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) . (2.4-9)

Einsetzen der Ausdrücke (2.4-8), (2.4-9) in (2.4-7) und Einsetzen von 𝐵2𝑛+1 liefert das
Ergebnis für die Flächenladungsdichte:

𝜎(𝜗) = 𝜑0
4𝜋𝑎

∞

∑
𝑛=0

(4𝑛 + 3)2 (
1
2

𝑛 + 1
)𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) . (2.4-10)

(c) Sphärische Multipolmomente der geladenen Kugelfläche
Der Vergleich des Ergebnisses von Punkt (a) für 𝑟 > 𝑎, d. h. von

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑0
∞

∑
𝑛=0

(4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1
)𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) (

𝑎
𝑟 )

2𝑛+2 ,

mit der allgemeinen Formel (A.6-26) ergibt unter Berücksichtigung von (A.2-1)

𝑄(2𝑛+1)
0 = 𝜑0 (4𝑛 + 3)(

1
2

𝑛 + 1
)𝑎2𝑛+2 , 𝑛 ∈ ℕ0 . (2.4-11)

(d) Dipolmoment: Der Binomialkoeffizient hat für 𝑛 = 0 denWert 1/2.

𝑄(1)
0 = 𝑝𝑧 =

3
2 𝜑0𝑎

2 , also 𝒑 = 3
2 𝜑0𝑎

2 (0, 0, 1). (2.4-12)

Oktupolmoment: Der Binomialkoeffizient hat für 𝑛 = 1 denWert−1/8.

𝑄(3)
0 = −78 𝜑0𝑎

4. (2.4-13)
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2.5 (a) Anwendung der allgemeinen Lösung (A.6-14a) der dirichletschen Randwert-
aufgabe für den Außenraum bzgl. einer geschlossenen Fläche:

𝜑(𝑟, 𝜗, 𝜙) = − 1
4𝜋 ∮

𝐹𝐾𝑎

𝒅𝒇′• 𝐠𝐫𝐚𝐝′𝐺D(𝒓; 𝒓′) 𝜑(𝑎, 𝜗′, 𝜙′) , 𝑟 > 𝑎. (2.5-1)

Mit 𝒅𝒇′ = −𝑎2𝑑𝛺′𝒆𝑟′ (bezüglich des Vorzeichens beachte der Leser die Abbildung A.6.2
von Anhang A.6.2) wird daraus

𝜑(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 𝑎2
4𝜋 ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′ 𝜕𝐺D(𝒓; 𝒓′)
𝜕𝑟′

|||𝑟′=𝑎
𝜑(𝑎, 𝜗′, 𝜙′) , 𝑟 > 𝑎. (2.5-2)

Mit der dirichletschen Greenfunktion (2.1-39) folgt (siehe Gl. (2.1-44))

𝜕𝐺D(𝒓; 𝒓′)
𝜕𝑟′

|||𝑟′=𝑎
= 𝑟2− 𝑎2

𝑎
1

(𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟 cos 𝛾)3/2
, (2.5-3)

und Einsetzen in (2.5-2) gibt die zu beweisende Formel

𝜑(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 𝑎
4𝜋 (𝑟2− 𝑎2)∫

[4𝜋]

𝑑𝛺′ 𝜑(𝑎, 𝜗′, 𝜙′)
(𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟cos 𝛾)3/2

,

cos 𝛾 ≔ cos 𝜗 cos 𝜗′+ sin𝜗 sin𝜗′cos(𝜙 − 𝜙′) .

(2.5-4a)

(2.5-4b)

(b)
In dem speziellen Fall mit den Kugelflächenhälften
auf den Potentialen +𝜑0 bzw. −𝜑0 (siehe die Abbil-
dung) liegt axiale Symmetrie vor, d. h. 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗, AA𝜙),
außerdem gilt

𝜑(𝑟, 𝜗) = −𝜑(𝑟, 𝜋 − 𝜗). (2.5-5)

Einsetzen von

𝜑(𝑎, 𝜗) = {
+𝜑0 für 0 < 𝜗 < 𝜋

2

−𝜑0 für 𝜋
2
< 𝜗 < 𝜋

(2.5-6)

und 𝜙 = 0 in die Formeln (2.5-4a), (2.5-4b) ergibt

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑0𝑎
4𝜋 (𝑟2− 𝑎2)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ [

1

∫
0

𝑑(cos 𝜗′)
(𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟cos 𝛾)3/2

−

0

∫
−1

𝑑(cos 𝜗′)
(𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟cos 𝛾)3/2

] ,

cos 𝛾 ≔ cos 𝜗 cos 𝜗′+ sin𝜗 sin𝜗′cos 𝜙′.
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Variablensubstitution 𝜗″ = 𝜋 − 𝜗′, 𝜙″= 𝜙′+ 𝜋 im zweiten Integral und danach wieder
Weglassen eines „Striches“ führt auf

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑0𝑎
4𝜋 (𝑟2− 𝑎2)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′
1

∫
0

𝑑(cos 𝜗′) [ 1
(𝑟2+ 𝑎2− 2𝑎𝑟cos 𝛾)3/2

− 1
(𝑟2+ 𝑎2+ 2𝑎𝑟cos 𝛾)3/2

] ,

(2.5-7)
cos 𝛾 ≔ cos 𝜗 cos 𝜗′+ sin𝜗 sin𝜗′cos 𝜙′.

Diese Integrale lassen sich für 𝑟 > 𝑎 und allgemeine Werte von 𝜗 nicht auf tabellierte
Funktionen zurückführen. Für 𝑟 > 𝑎 und 𝜗 = 0 (Punkte auf der positiven 𝑧-Achse mit
𝑧 > 𝑎) vereinfachen sich die Integranden erheblich, sodass man das Potential exakt
berechnen kann:

𝑟 > 𝑎, 𝜗 = 0 ⇒ 𝑟 = 𝑧 > 𝑎, cos 𝛾 = cos 𝜗′≕ 𝜉;

𝜑(𝑧) ≡ 𝜑(𝑟, 0) = 𝜑0𝑎
2 (𝑧2− 𝑎2)

1

∫
0

𝑑𝜉 [ 1
(𝑧2+ 𝑎2− 2𝑎𝑧𝜉)3/2

− 1
(𝑧2+ 𝑎2+ 2𝑎𝑧𝜉)3/2

]

= 𝜑0
𝑧2− 𝑎2
2𝑧 [ 1

√𝑧2+ 𝑎2− 2𝑎𝑧𝜉
+ 1
√𝑧2+ 𝑎2+ 2𝑎𝑧𝜉

]
𝜉=1

𝜉=0

= 𝜑0
𝑧2− 𝑎2
2𝑧 [ 1

𝑧 − 𝑎 −
1

√𝑧2+ 𝑎2
+ 1
𝑧 + 𝑎 −

1
√𝑧2+ 𝑎2

]

= 𝜑0
𝑧2− 𝑎2

𝑧 ( 𝑧
𝑧2− 𝑎2 −

1
√𝑧2+ 𝑎2

) .

Ergebnis:
𝜑(𝑧) = 𝜑0 (1 −

𝑧2− 𝑎2

𝑧√𝑧2+ 𝑎2
) für 𝑧 > 𝑎. (2.5-8)

(c) Was wissen wir über die Entwicklung von 𝜑(𝑟, 𝜗) für 𝑟 > 𝑎 als Lösung der Laplaceglei-
chung in Kugelkoordinaten? Wegen cos(𝜋 − 𝜗) = −cos 𝜗 und 𝑃𝑙(−𝜉) = (−1)𝑙𝑃𝑙(𝜉) ergibt
sich aus der Symmetrieeigenschaft von𝜑 bezüglich 𝜗, dass hinsichtlich der 𝜗-Abhängigkeit
nur die Legendrepolynome 𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) mit 𝑛 ∈ ℕ0 infrage kommen. Dies führt zur Lö-
sungsform

𝜑(𝑟, 𝜗) =
∞

∑
𝑛=0

𝐵2𝑛+1 (
𝑎
𝑟 )

2𝑛+2
𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) . (2.5-9)

Lösungsstrategie: Bestimmung der Koeffizienten 𝐵2𝑛+1 durch Vergleich mit der Potenzrei-
henentwicklung von 𝜑(𝑧) = 𝜑(𝑟, 0) nach Potenzen von (𝑎/𝑧)2:

𝜑(𝑧) = 𝜑0 (1 −
1 − 𝑎2

𝑧2

√1+ 𝑎2

𝑧2

); 1

√1 + 𝑎2

𝑧2

=
∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑎
𝑧)

2𝑛
,
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1 − 𝑎2

𝑧2

√1+ 𝑎2

𝑧2

=
∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑎
𝑧)

2𝑛
−

∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑎
𝑧)

2𝑛+2
,

1 −
1 − 𝑎2

𝑧2

√1+ 𝑎2

𝑧2

= −
∞

∑
𝑛=1

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑎
𝑧)

2𝑛
+

∞

∑
𝑛=0

(
− 1

2

𝑛 )(
𝑎
𝑧)

2𝑛+2
,

1 −
1 − 𝑎2

𝑧2

√1+ 𝑎2

𝑧2

=
∞

∑
𝑛=0

[(
− 1

2

𝑛 ) − (
− 1

2

𝑛 + 1)] (
𝑎
𝑧)

2𝑛+2
.

Wegen
(
− 1

2

𝑛 ) − (
− 1

2

𝑛 + 1) = (
− 1

2

𝑛 ) [1 +
2𝑛 + 1
2(𝑛 + 1)]

= (
− 1

2

𝑛 )
4𝑛 + 3
2(𝑛 + 1)

= (4𝑛 + 3)(
− 1

2

𝑛 )
1
2

𝑛 + 1 = (4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1)

erhalten wir für die Potenzreihenentwicklung von 𝜑(𝑧) bzw. von 𝜑(𝑟, 0)

𝜑(𝑧) = 𝜑0
∞

∑
𝑛=0

(4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1)(
𝑎
𝑧)

2𝑛+2
für 𝑧 ≥ 𝑎; (2.5-10a)

𝜑(𝑟, 0) = 𝜑0
∞

∑
𝑛=0

(4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1)(
𝑎
𝑟 )

2𝑛+2
𝑃2𝑛+1(1) für 𝑟 ≥ 𝑎, 𝜗 = 0. (2.5-10b)

Damit haben wir die Koeffizienten 𝐵2𝑛+1 im Lösungsansatz (2.5-9) bestimmt:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑0
∞

∑
𝑛=0

(4𝑛 + 3)(
1
2

𝑛 + 1)(
𝑎
𝑟 )

2𝑛+2
𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) für 𝑟 ≥ 𝑎. (2.5-11)

Dieses Ergebnis stimmt mit (2.4-6) überein.

2.6 *
Das Potential (1.4-5) von Aufgabe1.4 er-
füllt im Außenraum der leitenden Kreiszy-
linder die Laplacegleichung und auf den
Zylindermantelflächen die vorgeschriebe-
nen Randbedingungen, wofern 𝜏 und 𝑏 so
gewählt werden, dass die Kreiszylinderflä-
chen mit Achsen bei 𝑥 = ±𝑑 und Radius 𝑎
Äquipotentialflächen zu±𝜑0 sind.

Also sind gemäß (1.4-24) und (1.4-25) die Bestimmungsgleichungen für 𝜏 und 𝑏 (in Aufga-
be 1.4 konnten 𝑥0 und 𝜑0 positiv oder negativ sein, im Folgenden soll 𝜑0 > 0 sein):

𝑑 = 𝑏 coth 𝜑02𝜏 , 𝑎 = 𝑏 (sinh
𝜑0
2𝜏 )

−1
. (2.6-1)
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Division gibt 𝑑
𝑎 = cosh 𝜑02𝜏 ⇒ 𝜏 = 𝜑0

2 (arcosh 𝑑𝑎 )
−1
. (2.6-2)

Für 𝑏 erhalten wir damit

𝑏 = 𝑎 sinh 𝜑02𝜏 = 𝑎 sinh(arcosh 𝑑𝑎 ) = 𝑎√cosh2(arcosh 𝑑𝑎 ) − 1 = √𝑑2− 𝑎2 . (2.6-3)

Ergebnis:

𝜑(𝒓) = 𝜑0
2 (arcosh 𝑑𝑎 )

−1
log

(𝑥 +√𝑑2− 𝑎2 )2+ 𝑦2

(𝑥 −√𝑑2− 𝑎2 )2+ 𝑦2
. (2.6-4)

Probe: Setzt man 𝑦2 = 𝑎2− (𝑥 − 𝑑)2 bzw. 𝑦2 = 𝑎2− (𝑥 + 𝑑)2 ein und berücksichtigt man
arcosh𝜂 = log (𝜂 +√𝜂2 − 1), so erhält man nach einfacher Rechnung+𝜑0 bzw.−𝜑0 ✓.

2.7*

Das Potential (2.6-4) aus der vorigen Auf-
gabe erfüllt im Außenraum der leitenden
Kreiszylinder die Laplacegleichung und
auf den Zylindermantelflächen die Rand-
bedingungen+𝜑0 bzw.−𝜑0.

Mit dem Zusammenhang (2.6-2) zwischen 𝜑0 und 𝜏 ist dann aufgrund der Feldgleichung
(A.6-3) gewährleistet, dass sich für die Gesamtladung der leitenden Zylinder pro Längen-
einheit die Werte+𝜏 bzw.−𝜏 ergeben.
Berechnung der Influenzladungsverteilung auf dem Zylinder 1
Translation und Einführung von lokalen Polarkoordinaten 𝑅, 𝜙 (Striche weggelassen):

𝑥′ = 𝑥 − 𝑑 = 𝑅cos𝜙, 𝑦′ = 𝑦 = 𝑅sin𝜙. (2.7-1)

Mit den Formeln (2.6-2) und (2.6-4) folgt dann

1
𝜏 𝜑(𝑅, 𝜙) = log (𝑅 cos𝜙 + 𝑑 +√𝑑2− 𝑎2)2 + 𝑅2 sin2𝜙

(𝑅 cos𝜙 + 𝑑 −√𝑑2− 𝑎2)2 + 𝑅2 sin2𝜙
. (2.7-2)

Für die Influenzladungsverteilung auf der Mantelfläche gilt

4𝜋𝜎(𝜙) = 𝐸𝑅(𝑎, 𝜙) = −𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅
|||𝑎
. (2.7-3)

Im Folgenden verwende ich die Abkürzung

⎷ ≡ √𝑑2− 𝑎2 . (2.7-4)
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Aus Gl. (2.7-2) erhält man

𝑎
𝜏
𝜕𝜑
𝜕𝑅

|||𝑎
= 2𝑎(𝑎 cos 𝜙 + 𝑑 + ⎷) cos𝜙 + 2𝑎2sin2𝜙

(𝑎 cos 𝜙 + 𝑑 + ⎷)2 + 𝑎2 sin2𝜙

−2𝑎(𝑎 cos 𝜙 + 𝑑 − ⎷) cos𝜙 + 2𝑎2sin2𝜙
(𝑎 cos 𝜙 + 𝑑 − ⎷)2 + 𝑎2 sin2𝜙

=HH+1 + 𝑎2− (𝑑 + ⎷)2

𝑎2+ 2𝑎(𝑑 + ⎷) cos 𝜙 + (𝑑 + ⎷)2

HH−1 − 𝑎2− (𝑑 − ⎷)2

𝑎2+ 2𝑎(𝑑 − ⎷) cos 𝜙 + (𝑑 − ⎷)2
.

Damit folgt:

4𝜋𝑎
𝜏 𝜎(𝜙) = −𝑎𝜏

𝜕𝜑
𝜕𝑅

|||𝑎
= 𝑎2− (𝑑 − ⎷)2

𝑎2+ 2𝑎(𝑑 − ⎷) cos 𝜙 + (𝑑 − ⎷)2
(2.7-5)

+ (𝑑 + ⎷)2− 𝑎2

𝑎2+ 2𝑎(𝑑 + ⎷) cos 𝜙 + (𝑑 + ⎷)2
≕ 𝒵

𝒩 .

Beachte: Hier sind beide Zähler und Nenner positiv.
Berechnung von𝒵: Mit (𝑑 + ⎷)(𝑑 − ⎷) = 𝑎2 erhalten wir

𝒵 =��𝑎4− 𝑎2 (𝑑 − ⎷)2+ 2𝑎3 (��𝑑 + ⎷) cos𝜙 − 2𝑎3 (��𝑑 − ⎷) cos𝜙 + 𝑎2 (𝑑 + ⎷)2−��𝑎4

+𝑎2 (𝑑 + ⎷)2−@@𝑎4+ 2𝑎3 (SS𝑑 + ⎷) cos𝜙 − 2𝑎3 (SS𝑑 − ⎷) cos𝜙 +@@𝑎4− 𝑎2 (𝑑 − ⎷)2.

Ausquadrieren, Ausmultiplizieren und Zusammenfassen gibt

𝒵 = 8𝑎2⎷(𝑑 + 𝑎cos𝜙). (2.7-6)

Berechnung von𝒩:

𝒩 = 𝑎4+ 2𝑎3 (𝑑 −��⎷) cos𝜙 + 𝑎2 (𝑑 − ⎷)2 + 2𝑎3 (𝑑 +��⎷) cos𝜙 + 𝑎2 (𝑑 + ⎷)2

+ 4𝑎4 cos2𝜙 + 2𝑎3 (𝑑 −SS⎷) cos𝜙 + 2𝑎3 (𝑑 +SS⎷) cos𝜙 + 𝑎4

=��2𝑎4 + 8𝑎3𝑑 cos𝜙 + 𝑎2 (4𝑑2−��2𝑎2) + 4𝑎4cos2𝜙

= 4𝑎2 (𝑑2+ 2𝑎𝑑 cos𝜙 + 𝑎2cos2𝜙) = 4𝑎2 (𝑑 + 𝑎 cos𝜙)2.

Ergebnis:
𝒩 = 4𝑎2 (𝑑 + 𝑎 cos𝜙)2. (2.7-7)

Einsetzen von (2.7-6) und (2.7-7) in (2.7-5) gibt die Influenzladungsverteilung auf der
Mantelfläche von Zylinder 1 in Abhängigkeit vom Polarwinkel 𝜙 in Bezug auf dessen Zylin-
derachse:

𝜎(𝜙) = 𝜏
2𝜋𝑎

√𝑑2− 𝑎2
𝑑 + 𝑎cos𝜙 . (2.7-8)
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Die Ladungsdichte ist auf der gesamten Mantelfläche von Zylinder1 positiv. Sie ist wie
erwartet für 𝜙 = 𝜋 am größten, das Verhältnis für 𝜙 = 𝜋, 𝜋2 , 0 ist 1/(𝑑 − 𝑎), 1/𝑑, 1/(𝑑 + 𝑎).

Berechnung der Influenzladungsverteilung auf dem Zylinder 2
Translation und Einführung von lokalen Polarkoordinaten 𝑅, 𝜙 (Striche weggelassen):

𝑥′ = 𝑥 + 𝑑 = 𝑅cos𝜙, 𝑦′ = 𝑦 = 𝑅sin𝜙. (2.7-9)

Die Rechnung ist vollkommen gleich wie bei Zylinder 1, es ist lediglich überall 𝑑 durch−𝑑
zu ersetzen.
Influenzladungsverteilung auf der Mantelfläche von Zylinder 2 in Abhängigkeit vom Polar-
winkel 𝜙 in Bezug auf dessen Zylinderachse:

𝜎(𝜙) = − 𝜏
2𝜋𝑎

√𝑑2− 𝑎2
𝑑 − 𝑎cos𝜙 . (2.7-10)

Die Ladungsdichte ist auf der gesamten Mantelfläche von Zylinder2 negativ. Sie ist wie
erwartet für 𝜙 = 0 betragsmäßig am größten, das Verhältnis der Beträge der Flächenla-
dungsdichte für 𝜙 = 0, 𝜋2 , 𝜋 ist 1/(𝑑 − 𝑎), 1/𝑑, 1/(𝑑 + 𝑎).
Mit der Integralformel (siehe [11], 3.613.1)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜉
1 + 𝑐 cos 𝜉

= 2𝜋
√1 − 𝑐2

, 𝑐2< 1

können wir verifizieren, dass die Gesamtladung der Zylinder 1,2 pro Längeneinheit+𝜏 bzw.−𝜏 ist:

𝑎

𝑧0+1

∫
𝑧0

𝑑𝑧

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝜎(𝜙) = ± 𝜏
2𝜋√1 − 𝑎2

𝑑2

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙
1 ± 𝑎

𝑑
cos 𝜙

= ± 𝜏
2𝜋√1 − 𝑎2

𝑑2
2𝜋

√1 − 𝑎2

𝑑2

= ±𝜏 ✓

Die Abbildungen (a) und (b) („Fleißaufgabe“, da in der Angabe nicht verlangt) zeigen für
den Sonderfall 𝑑 = 1,2𝑎 Polardiagrammeder Influenzladungsverteilungen auf denMantel-
flächen der beiden Zylinder in Abhängigkeit vom Polarwinkel 𝜙 in Bezug auf die jeweilige
Zylinderachse. Im Sonderfall 𝑑 = 1,2𝑎 gilt für Zylinder 1 𝜎(𝜋)/𝜎(𝜋2 ) = 5 und 𝜎(𝜋)/𝜎(0) = 9.

(a) Zylinder 2: Polardiagramm von−𝜎(𝜙) (b) Zylinder 1: Polardiagramm von 𝜎(𝜙)

104



Lösungen

Die nebenstehende Abbildung zeigt Schnitte
der Äquipotentialflächen mit der 𝑥𝑦-Ebene
(ausgezogene Kurven) und Feldlinien in der
𝑥𝑦-Ebene (strichlierte Kurven) [Unabhängig-
keit von 𝑧].

Bemerkung: In Aufgabe 1.4 wurden Potential und Feldstärke für zwei parallele unendlich lange
dünne Stäbe mit Abstand 2𝑏 und entgegengesetzt gleicher Ladung vom Betrag 𝜏 pro Längenein-
heit berechnet. Die Kreiszylinderform der Äquipotentialflächen bei diesem Problem ermöglichte
das Lösen einer ganz anderen Art von Aufgabe, nämlich der Randwertaufgabe für zwei parallele
zylindrische Leiter mit Radius 𝑎, Achsenabstand 2𝑑 = 2√𝑏2+ 𝑎2 und entgegengesetzt gleicher
Ladung vom Betrag 𝜏 pro Längeneinheit. Der Leser vergleiche die Abbildung 1.4-2 mit der obigen
Abbildung.

2.8

Vorbemerkung: Warum sind in der Angabe nur Fra-
gen bezüglich Punkten auf der 𝑧-Achse gestellt?
Weil man für das elektrostatische Potential einer
geladenen Kreislinie in der Ebene 𝑧 = 0 nur für
Punkte auf der 𝑧-Achse einen geschlossenenmathe-
matischen Ausdruck erhalten kann. Siehe dazu die
Aufgabe 1.15, insbesondere die Formeln (1.15-3),
(1.15-4).

(a) Das elektrostatische Feld in einem Punkt P(0, 0, 𝑧), |𝑧| > 𝑎, muss aus Symmetriegrün-
den 𝑧-Richtung besitzen:

𝑬(0, 0, 𝑧) = 𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) 𝒆𝑧 . (2.8-1)

Wir verwenden die Formeln von Aufgabe 2.2. Im Außenraum der Kugel gilt

𝜑(𝒓) = 𝜑1(𝒓) + 𝜑2(𝒓) (2.8-2)
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mit
𝜑1(𝒓) = ∫

ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| , 𝜑2(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −𝑎𝑟 𝜑1(

𝑎2
𝑟 , 𝜗, 𝜙). (2.8-3)

Dabei ist im vorliegenden Fall 𝜑1 das Potential der homogen geladenen Kreislinie und 𝜑2
das Potential der zugehörigen Bildladungsverteilung, einer homogen geladenen Kreislinie
in der Ebene 𝑧 = 0 mit einem Radius 𝑅 ′

0 < 𝑎 und einer Gesamtladung 𝑞′ (siehe Gl. (2.8-7)).
Der Innenraum der geerdeten leitenden Kugel ist feldfrei, die fiktive Bildladungsverteilung erzeugt
im Raumbereich 𝑟 > 𝑎 dasselbe Feld wie die Influenz-Oberflächenladungsverteilung der leiten-
den Kugel beim eigentlichem Problem. Der Leser mache eine Skizze zum Ersatzproblem für den
Außenraum.

Wegen der Symmetrie des Problems gilt die Beziehung (2.8-1) mit

𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) = −𝑑𝜑(𝑧)𝑑𝑧 mit 𝜑(𝑧) ≔ 𝜑(0, 0, 𝑧), (2.8-4)

und die Formel (2.8-3) kann durch

𝜑2(𝑧) = − 𝑎
|𝑧| 𝜑1(

𝑎2
|𝑧| ) , |𝑧| > 𝑎 (2.8-5)

ersetzt werden.
Berechnung von 𝜑1mithilfe der Coulombformel (2.8-3)
Es ist zweckmäßig die Linienladungsverteilung formal als Volumsladungsverteilung anzu-
schreiben (siehe dazu das Beispiel 1.4 von Anhang A.11):

𝜌(𝑅, 𝑧) = 𝑞
2𝜋𝑅0

δ(𝑅 − 𝑅0) δ(𝑧) .

Einsetzen in die Formel (2.8-3) gibt dann2

𝜑1(𝑧) = 𝜑1(0, 0, 𝑧) =
𝑞
𝑅0

∫
ℝ

𝑑𝑧′δ(𝑧′)

+∞

∫
0

𝑑𝑅′𝑅′ δ(𝑅′− 𝑅0)
√𝑅′2 + (𝑧 − 𝑧′)2

= 𝑞

√𝑧2+ 𝑅20
. (2.8-6)

Dieses Ergebnis kennen wir schon von Aufgabe 1.15. Es wurde dort durch Aufsummie-
ren der sphärischen Multipolentwicklung für 𝜗 = 0,𝜋 erhalten. (Siehe die Beziehungen
(1.15-3) und (1.15-5); dem Radius 𝑎 von Aufgabe 1.15 entspricht der Radius 𝑅0 der vorlie-
genden Aufgabe.)
Berechnung von 𝜑2 mithilfe der Formel (2.8-5) gibt

𝜑2(𝑧) = −

𝑎
𝑅0
𝑞

(𝑧2+ 𝑎4

𝑅2
0
)
1/2

= 𝑞′

(𝑧2+ 𝑅′20 )
1/2

mit 𝑞′ ∶= − 𝑎
𝑅0

𝑞, 𝑅′0 ∶=
𝑎2
𝑅0

. (2.8-7)

2Vergleiche die im Folgenden erhaltenen Beziehungen für 𝜑 und 𝐸𝑧 mit den Beziehungen (2.1-13) bis
(2.1-15) von Aufgabe 2.1, Fall (I).
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Berechnung von 𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) mithilfe der Formeln (2.8-2) und (2.8-4) gibt nach einer kurzen
elementaren Rechnung

𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) =
𝑞𝑧

(𝑧2+ 𝑅20)
3/2

+ 𝑞′𝑧
(𝑧2+ 𝑅′20 )

3/2
,

𝐸𝑧(0, 0, 𝑧) =
𝑞𝑧

(𝑧2+ 𝑅20)
3/2

−
𝑅2
0

𝑎2
𝑞𝑧

(𝑅
2
0

𝑎2
𝑧2+ 𝑎2)

3/2
−−−−⟶
|𝑧|→+∞

𝑞
𝑧2 (1 −

𝑎
𝑅0
) . (2.8-8)

(b) Berechnung von 𝜎 für 𝑧 = ±𝑎 mithilfe der Formel 4𝜋𝜎 = 𝐸n = ±𝐸𝑧(0, 0,±𝑎)
Wie dies aus Symmetriegründen der Fall sein muss, ergibt sich für 𝑧 = +𝑎 und für 𝑧 = −𝑎
dieselbe Oberflächenladungsdichte:

𝜎 = − 𝑞
4𝜋𝑎

𝑅20− 𝑎2

(𝑎2+ 𝑅20)
3/2

. (2.8-9)

Die Interpretation der Ergebnisse dieser Aufgabe ist weitgehend analog zu Aufgabe 2.1, Fall (I),
weshalb ich sie dem Leser überlasse.

2.9

(a) Potential: Aus Symmetriegründen: 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗), 𝜎 = 𝜎(𝜗).
Für die elektrische Feldstärke gilt die asymptotische Bedingung

𝑬(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝑬0 = 𝐸0𝒆𝑧 = 𝐸0 cos 𝜗 𝒆𝑟 − 𝐸0 sin 𝜗 𝒆𝜗 . (2.9-1)

Außenraumproblem
Da die Quellen von 𝑬0 im Unendlichen liegen, gilt div𝑬(𝒓) = 0 , und das Potential erfüllt
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die Laplacegleichung.

Feldgleichung Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = 0 für 𝑟 > 𝑎;

asymptotische Bedingungen 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟 −−−⟶

𝑟→+∞
−𝐸0 cos 𝜗,

1
𝑟
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 −−−⟶

𝑟→+∞
𝐸0 sin 𝜗;

Randbedingung auf 𝐹𝐾𝑎 𝜑(𝑎, 𝜗) = 𝜑0 , Wert von 𝜑0 aus der

Forderung 𝑄 = ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎(𝜗) = 𝑎2∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝜎(𝜗) = 0, d. h. aus der

Forderung ∫
[4𝜋]

𝑑𝛺 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎
= 0 zu bestimmen.

(2.9-2)

(2.9-3)

(2.9-4)

(2.9-5)

(2.9-6)

Hinweis zur Forderung (2.9-6): Div𝑬 = 𝐸𝑟(𝑎, 𝜗) = −𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟
|||𝑎
= 4𝜋𝜎(𝜗).

Lösungsansatz: (Beachte: cos 𝜗 = 𝑃1(cos 𝜗).)

𝜑(𝑟, 𝜗) =
∞

∑
𝑙=0

𝐴𝑙 (
𝑎
𝑟 )

𝑙+1𝑃𝑙 (cos 𝜗) − 𝐸0𝑟cos 𝜗. (2.9-7)

Dieser Ansatz erfüllt die Differentialgleichung (2.9-2) und die asymptotischen Bedingun-
gen (2.9-3), (2.9-4). Zu erfüllen bleibt lediglich noch die Randbedingung (2.9-5), (2.9-6).

Randbedingung (2.9-5): 𝜑(𝑎, 𝜗) =
∞

∑
𝑙=0

𝐴𝑙𝑃𝑙 (cos 𝜗) − 𝐸0𝑎𝑃1 (cos 𝜗) = 𝜑0

⇒ 𝐴0 = 𝜑0 , 𝐴1 = 𝐸0𝑎, 𝐴𝑙 = 0, 𝑙 ≥ 2;

𝜑(𝑟, 𝜗) = −𝐸0𝑟 cos 𝜗 +
𝑎
𝑟 𝜑0 +

𝑎2
𝑟2 𝐸0𝑎 cos 𝜗; (2.9-8)

𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟 = −𝐸0 cos 𝜗 −

𝑎2
𝑟2
𝜑0
𝑎 − 2 𝑎

3

𝑟3 𝐸0 cos 𝜗;

𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎
= −3𝐸0 cos 𝜗 −

𝜑0
𝑎 . (2.9-9)

Die Forderung (2.9-6), d. h. die Bedingung 𝑄 = 0, führt also auf 𝜑0 = 0, und das elektrosta-
tische Potential ist gegeben durch

𝜑(𝑟, 𝜗) = −𝐸0𝑟 cos 𝜗 +
𝑎3
𝑟3 𝐸0𝑟 cos 𝜗 = −𝐸0𝑧 +

𝑎3𝐸0𝑧
𝑟3 = 𝜑(𝒓) . (2.9-10)
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Der erste Term stellt das Potential des homogenen elektrischen Feldes 𝑬0 = 𝐸0𝒆𝑧 dar, der
zweite Term ist das Potential eines fiktiven Punktdipols im Ursprung:

𝜑(𝒓) = −𝐸0𝑧 +
𝒑 • 𝒓
𝑟3 mit 𝒑 ≔ 𝑎3𝑬0 . (2.9-11)

Für die elektrische Feldstärke folgt damit

𝑬(𝒓) = 𝑬0 +
3(𝒑 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒑

𝑟5 . (2.9-12)

(b) Aus Div𝑬 = 𝐸𝑟(𝑎, 𝜗) = −𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟
|||𝑎
= 4𝜋𝜎(𝜗) erhalten wir mit Gl. (2.9-9) und 𝜑0 = 0

𝜎(𝜗) = 3
4𝜋 𝐸0 cos 𝜗. (2.9-13)

Die Oberflächenladungsdichte ist (wie erwartet) für 0 < 𝜗 < 𝜋
2 positiv und für

𝜋
2 < 𝜗 < 𝜋

negativ mit maximalem Betrag 3
4𝜋 𝐸0 für 𝜗 = 0,𝜋.

Die im Feld 𝑬0 auf der Leiteroberfläche influenzierte Ladungsverteilung erzeugt im Au-
ßenraum der Leiterkugel dasselbe reine Dipolfeld wie ein fiktiver elektrischer Punktdipol
im Ursprung mit demMoment (2.9-11). Es müssen daher folgende Beziehungen gelten:

(1) … ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝒓𝜎(𝜗) = 𝑎3𝐸0𝒆𝑧 ; (2) … ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓′ 𝜎(𝜗′)
|𝒓 − 𝒓′| =

𝑎3𝐸0𝑧
𝑟3 für 𝑟 > 𝑎.

Die Verifizierung dieser Beziehungen durch explizites Einsetzen von 𝜎(𝜗) Gl. (2.9-13)
überlasse ich dem Leser.

(c) Wir berechnen die Kraft auf die Oberfläche der Halbkugel bei 𝑧 > 0. Aufgrund der
Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse muss für diese Kraft 𝑭 = 𝐹𝑧𝒆𝑧 gelten. Mit der For-
mel (A.10-6) und der Influenzladungsdichte (2.9-13) erhalten wir

𝑑𝐹𝑧 = 2𝜋[𝜎(𝜗)]2𝑎2𝑑𝛺 (𝒆𝑟 • 𝒆𝑧) = 2𝜋[𝜎(𝜗)]2𝑎2 sin 𝜗𝑑𝜗𝑑𝜙 cos 𝜗

= 9
8𝜋 𝐸

2
0 𝑎2 cos3𝜗 sin𝜗𝑑𝜗𝑑𝜙 = − 9

8𝜋 𝐸
2
0 𝑎2 cos3𝜗 𝑑(cos 𝜗)𝑑𝜙.

Dem 𝜗-Bereich (0, 𝜋2 ) entspricht der cos 𝜗-Bereich (1, 0). Somit folgt mit 𝜉 = cos 𝜗

𝐹𝑧 =
9
4 𝐸

2
0 𝑎2

1

∫
0

𝑑𝜉𝜉3 = 9
16 𝐸

2
0 𝑎2. (2.9-14)

Die Kraft auf die Oberfläche der Halbkugel bei 𝑧 < 0 ist entgegengesetzt gleich. Damit ist
klar, welche Kräfte erforderlich sind, um die Hälften beisammen zu halten.
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Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Dass die auf der Leiteroberfläche influenzierte Ladungsverteilung im Außenraum der
Leiterkugel dasselbe Feld erzeugt wie ein fiktiver Punktdipol im Ursprung lässt sich vom
Standpunkt der Bildladungsmethode folgendermaßen verstehen (Details siehe [2], Abschnitt
2.5). Das homogene Feld 𝑬0 = 𝐸0𝒆𝑧 kann man sich durch den Grenzübergang 𝑞 → ∞,
𝑟0 → +∞, 𝑞/𝑟20 = konst = 𝐸0/2 aus dem Feld zweier bei 𝒓0 = 𝑟0𝒆𝑧, −𝒓0 angeordneten
Punktladungen−𝑞,+𝑞 entstanden denken. (Der Lesermache eine Skizze.) Die zugehörigen
Bildladungen+(𝑎/𝑟0)𝑞 ,−(𝑎/𝑟0)𝑞 an den Stellen+(𝑎2/𝑟0)𝒆𝑧 ,−(𝑎2/𝑟0)𝒆𝑧 bilden einen Dipol
mit demMoment

𝒑 = 2 𝑎
2

𝑟0
𝑎
𝑟0
𝑞 𝒆𝑧 = 2𝑎3 𝑞

𝑟20
𝒆𝑧 ,

der im Grenzfall 𝑞 → ∞, 𝑟0 → +∞, 𝑞/𝑟20 = konst = 𝐸0/2 in einen Punktdipol im Ursprung
mit demMoment (2.9-11) übergeht.

2.10 Rotationssymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse bedeutet Unabhängigkeit aller Größen
von 𝜙: 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗), 𝑬 = 𝑬(𝑟, 𝜗), 𝜎 = 𝜎(𝜗).

(a) Das Gesamtfeld im Hohlraum ist die Summe aus dem bekannten Feld des Punktdipols
(Index1) und dem Feld der (zunächst noch unbekannten) Influenzladungsverteilung auf
der Fläche 𝑟 = 𝑎 (Index2):

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑1(𝑟, 𝜗) + 𝜑2(𝑟, 𝜗) , 𝑬(𝑟, 𝜗) = 𝑬1(𝑟, 𝜗) + 𝑬2(𝑟, 𝜗) ;

𝜑1(𝑟, 𝜗) =
𝒑 • 𝒓
𝑟3 = 𝑝𝑧 cos 𝜗

𝑟2 , 𝑬1(𝑟, 𝜗) =
3(𝒑 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒑

𝑟5 .

(2.10-1a)

(2.10-1b)

DieQuellendesFeldanteils 2 liegenbei 𝑟 = 𝑎, daher erfüllt𝜑2 für 𝑟 < 𝑎 dieLaplacegleichung.
Wegen der Randbedingung 𝜑(𝑎, 𝜗) = 𝜑0 = 0 benötigen wir eine für 𝑟 < 𝑎 reguläre Lösung
der Laplacegleichung, welche die Randbedingung

𝜑2(𝑎, 𝜗) = −𝜑1(𝑎, 𝜗) = −𝑝𝑧𝑎2 cos 𝜗
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erfüllt. Die Lösung lautet

𝜑2(𝑟, 𝜗) = −𝑝𝑧𝑎3 𝑟 cos 𝜗 = −𝑝𝑧𝑎3 𝑧 ≕ 𝜑2[𝑧] , 𝑬2(𝑟, 𝜗) =
𝑝𝑧
𝑎3 𝒆𝑧 . (2.10-2)

Die noch unbekannte (im Punkt (b) berechnete) Influenzladungsverteilung auf der Fläche
𝑟 = 𝑎 verursacht also im Hohlraum ein homogenes Feld in 𝑧-Richtung.

(b) Die Influenzladungsverteilung auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 ist aus

4𝜋𝜎(𝜗) = 𝐸n = −𝐸𝑟(𝑎, 𝜗) (2.10-3)

zu berechnen. Mit 𝒆𝑧 • 𝒆𝑟 = cos𝜗, 𝒑 • 𝒆𝑟 = 𝑝𝑧 cos 𝜗, 𝒓 • 𝒆𝑟 = 𝑟 folgt

𝐸1𝑟(𝑎, 𝜗) =
2𝑝𝑧
𝑎3 cos 𝜗 , 𝐸2𝑟(𝑎, 𝜗) =

𝑝𝑧
𝑎3 cos 𝜗 ; (2.10-4)

𝜎(𝜗) = − 3𝑝𝑧
4𝜋𝑎3 cos 𝜗 . (2.10-5)

2.11 (a) Bildladungsmethode

Eigentliches Problem Ersatzproblem für 𝒢∶ 𝑧 > 0

Potential: Poissongleichung mit Randbedingung und asymptotischer Bedingung

Δ𝜑(𝒓) = 4𝜋𝒑 •𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) mit 𝒑 = (𝑝𝑥, 0, 𝑝𝑧) für 𝑧 > 0; (2.11-1a)

𝜑(𝑥, 𝑦, 0+) = 0; (2.11-1b)

𝜑(𝒓) −−−⟶
𝑧→+∞

0. (2.11-1c)

Lösungsansatz für 𝒢∶ 𝑧 > 0

𝜑(𝒓) = 𝒑 • (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧|3

+ 𝒑′• (𝒓 + 𝑑𝒆𝑧)
|𝒓 + 𝑑𝒆𝑧|3

,
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𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑧 (𝑧 − 𝑑)
[𝑥2+ 𝑦2+ (𝑧 − 𝑑)2]3/2

+ −𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑧 (𝑧 + 𝑑)
[𝑥2+ 𝑦2+ (𝑧 + 𝑑)2]3/2

. (2.11-2)

Gl. (2.11-1a) ist erfüllt, da der erste Term von 𝜑 Gl. (2.11-2) im Raumbereich 𝑧 > 0 Lö-
sung der inhomogenen Differentialgleichung ist, und der zweite Term in diesem Raumbe-
reich Lösung der homogenen Differentialgleichung ist. Außerdem sind die Bedingungen
(2.11-1b) und (2.11-1c) erfüllt. Das zugehörige elektrostatische Feld 𝑬 lässt sich mithilfe
der bekannten Formel für ein Punktdipolfeld leicht anschreiben.

Influenzladungsverteilung auf der Leiterebene ℰ
Aus

Div𝑬 = 𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 0) = −𝜕𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜕𝑧
|||𝑧=0

= 4𝜋𝜎(𝑥, 𝑦)
folgt

𝜎(𝑥, 𝑦) = − 1
2𝜋 {

𝑝𝑧
[𝑥2+ 𝑦2+ 𝑑2]3/2

+ 3𝑑(𝑝𝑥𝑥 − 𝑝𝑧𝑑)
[𝑥2+ 𝑦2+ 𝑑2]5/2

} . (2.11-3)

(b) Wegen der Äquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem
bzgl. des Raumbereiches 𝒢 können wir die Kraft auf den Punktdipol 𝒑 als Kraft des Bild-
punktdipols 𝒑′ auf 𝒑 berechnen. Aus der in Aufgabe 1.7 abgeleiteten Formel (1.7-3),

𝑭1 = −𝑭2 =
15(𝒑1 • 𝑹)(𝒑2 • 𝑹)𝑹 − 3𝑅2[(𝒑1 • 𝒑2)𝑹 + (𝒑2 • 𝑹)𝒑1 + (𝒑1 • 𝑹)𝒑2]

𝑅7 ,

𝑹 ≔ (𝑥2− 𝑥1, 𝑦2− 𝑦1, 𝑧2− 𝑧1),

erhält man nach einer kurzen elementaren Rechnung (siehe auch die Abbildung)

die anziehende Kraft

𝑭 = −3(𝑝
2
𝑥+ 2𝑝2𝑧)
(2𝑑)4

𝒆𝑧 . (2.11-4)

(c) (c1) Fall 1:
Im Fall 𝒑 = (0, 0, 𝑝𝑧) = 𝒑′, 𝑝𝑧 > 0, liegt Rotationssymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse vor und
entsprechendmuss 𝜎 = 𝜎(𝑅) gelten. Setzt man in Gl. (2.11-3) 𝑝𝑥 = 0 und bringt man auf
gemeinsamen Nenner, so erhält man

𝜎(𝑅) = −𝑝𝑧2𝜋
𝑅2− 2𝑑2

[𝑅2+ 𝑑2]5/2
. (2.11-5)

Daraus folgt:
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𝜎(𝑅) > 0 für 𝑅 < √2𝑑

𝜎(𝑅) = 0 für 𝑅 = √2𝑑 (2.11-6)

𝜎(𝑅) < 0 für 𝑅 > √2𝑑

.
(c2) Fall 2:
Im Fall 𝒑 = (𝑝𝑥, 0, 0) = −𝒑′, 𝑝𝑥 > 0, folgt aus Gl. (2.11-3) für die Influenzladungsdichte auf
der Leiteroberfläche

𝜎(𝑥, 𝑦) = −𝑝𝑥2𝜋
3𝑑𝑥

[𝑥2+ 𝑦2+ 𝑑2]5/2
= −𝜎(−𝑥, 𝑦) . (2.11-7)

𝜎(𝑥, 𝑦) > 0 für 𝑥 < 0, ∀𝑦

𝜎(0, 𝑦) = 0 für ∀𝑦 (2.11-8)

𝜎(𝑥, 𝑦) < 0 für 𝑥 > 0, ∀𝑦

Bei den folgendenSkizzenderFeldlinien sindauf den 𝑧- und𝑥-Achsen jeweils verschiedene
Maßstäbe verwendet. (Fall 1: √2𝑑 ist natürlich größer als 𝑑; Fälle 1, 2: der Abstand des
Dipols vom Ursprung ist in beiden Fällen 𝑑.)

Abb. 2.11-1: Fall 1 Abb. 2.11-2: Fall 2

(d) Fall 1: Für die nötigen Integrationen ist es zweckmäßig, die Flächenladungsdichte
(2.11-5) in zwei Summanden aufzuteilen::

𝜎(𝑅) = −𝑝𝑧2𝜋 {
1

[𝑅2+ 𝑑2]3/2
− 3𝑑2

[𝑅2+ 𝑑2]5/2
} .
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Dadie Integrationen elementar sindunddasAufsummierender jeweils zwei Terme einfach
ist, schreibe ich gleich die Ergebnisse an:

𝑄+ = 2𝜋

√2𝑑

∫
0

𝑑𝑅𝑅𝜎(𝑅) = +2
√3
9

𝑝𝑧
𝑑 ; 𝑄− = 2𝜋

+∞

∫

√2𝑑

𝑑𝑅𝑅𝜎(𝑅) = −2
√3
9

𝑝𝑧
𝑑 . (2.11-9)

Wie dies der Fall sein muss ergibt sich für die gesamte Influenzladung auf der Leiterober-
fläche 𝑄 = 𝑄++𝑄−= 0.
Fall 2: In diesem Fall ist 𝑄− = −𝑄+ offensichtlich, da 𝜎(−𝑥, 𝑦) = −𝜎(𝑥, 𝑦) gilt. Mit 𝜎(𝑥, 𝑦)
Gl. (2.11-7) ergibt eine kurze und einfache Rechnung

𝑄+ = −𝑄− =

0

∫
−∞

𝑑𝑥

+∞

∫
−∞

𝑑𝑦 𝜎(𝑥, 𝑦) = + 1𝜋
𝑝𝑥
𝑑 . (2.11-10)

2.12 (a) 𝒢∶ 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 ∈ (−∞,+∞)

Δ𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −4𝜋𝑞δ(𝑥 − 𝑎) δ(𝑦 − 𝑏) δ(𝑧) für (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝒢 ;

𝜑(𝑥, 0+, 𝑧) = 0 für 𝑥 > 0, 𝑧 ∈ (−∞,+∞),

𝜑(0+, 𝑦, 𝑧) = 0 für 𝑦 > 0, 𝑧 ∈ (−∞,+∞),

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) −−−⟶
𝑟→+∞

0 für 𝑥 > 0, 𝑦 > 0.

(2.12-1a)

(2.12-1b)

(2.12-1c)

(2.12-1d)

(b) Lösungsansatz für (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝒢

𝜑(𝒓) = 𝜑1(𝒓) + 𝜑2(𝒓) + 𝜑3(𝒓) + 𝜑4(𝒓)

= 𝑞
√(𝑥 − 𝑎)2+ (𝑦 − 𝑏)2+ 𝑧2

+ 𝑞
√(𝑥 + 𝑎)2+ (𝑦 + 𝑏)2+ 𝑧2

− 𝑞
√(𝑥 − 𝑎)2+ (𝑦 + 𝑏)2+ 𝑧2

− 𝑞
√(𝑥 + 𝑎)2+ (𝑦 − 𝑏)2+ 𝑧2

.

(2.12-2)

(2.12-1a) ist erfüllt, da für (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝒢 das Potential𝜑1Partikulärintegral der inhomogenen
Differentialgleichung ist, und 𝜑2, 𝜑3, 𝜑4 Lösungen der homogenen Differentialgleichung
sind; (2.12-1b), (2.12-1c) und (2.12-1d) sind – wie man unmittelbar sieht – ebenfalls
erfüllt.
(c) Aus Div𝑬 = 4𝜋𝜎 folgt für die Flächenladungsdichten 𝜎1, 𝜎2

𝜎1(𝑥, 𝑧) =
1
4𝜋 𝐸𝑦(𝑥, 0+, 𝑧) , (𝑥, 𝑧) ∈ ℰ1 , 𝜎2(𝑦, 𝑧) =

1
4𝜋 𝐸𝑥(0+, 𝑦, 𝑧) , (𝑦, 𝑧) ∈ ℰ2 ,

(2.12-3)
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wobei 𝑬 das zum Potential Gl. (2.12-2) gehörige elektrostatische Gesamtfeld in 𝒢 ist:

𝑬(𝒓) = 𝑬1(𝒓) + 𝑬2(𝒓) + 𝑬3(𝒓) + 𝑬4(𝒓) (2.12-4)

=
𝑞(𝒓 − 𝑎𝒆𝑥− 𝑏𝒆𝑦)
|𝒓 − 𝑎𝒆𝑥− 𝑏𝒆𝑦|3

+
𝑞(𝒓 + 𝑎𝒆𝑥+ 𝑏𝒆𝑦)
|𝒓 + 𝑎𝒆𝑥+ 𝑏𝒆𝑦|3

−
𝑞(𝒓 − 𝑎𝒆𝑥+ 𝑏𝒆𝑦)
|𝒓 − 𝑎𝒆𝑥+ 𝑏𝒆𝑦|3

−
𝑞(𝒓 + 𝑎𝒆𝑥− 𝑏𝒆𝑦)
|𝒓 + 𝑎𝒆𝑥− 𝑏𝒆𝑦|3

.

Einsetzen in die Formeln (2.12-3) gibt

𝜎1(𝑥, 𝑧) = −𝑞𝑏2𝜋 { 1
[(𝑥 − 𝑎)2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

− 1
[(𝑥 + 𝑎)2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

};

𝜎2(𝑦, 𝑧) = −𝑞𝑎2𝜋 { 1
[𝑎2+ (𝑦 − 𝑏)2+ 𝑧2]3/2

− 1
[𝑎2+ (𝑦 + 𝑏)2+ 𝑧2]3/2

}.

(2.12-5a)

(2.12-5b)

Berechnung der gesamten Influenzladung auf ℰ1:

𝑞1 =∬
ℰ1

𝑑𝑥𝑑𝑧𝜎1(𝑥, 𝑧) = ∫
ℝ

𝑑𝑧

+∞

∫
0

𝑑𝑥 𝜎1(𝑥, 𝑧) = 2

+∞

∫
0

𝑑𝑧

+∞

∫
0

𝑑𝑥 𝜎1(𝑥, 𝑧)

= −𝑞𝑏𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑧 {

+∞

∫
0

𝑑𝑥
[(𝑥 − 𝑎)2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

−

+∞

∫
0

𝑑𝑥
[(𝑥 + 𝑎)2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

}

= −𝑞𝑏𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑧 {

+∞

∫
−𝑎

𝑑𝜉
[𝜉2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

−

+∞

∫
𝑎

𝑑𝜉
[𝜉2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

}

= −𝑞𝑏𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑧

+𝑎

∫
−𝑎

𝑑𝜉
[𝜉2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

= −2𝑞𝑏𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑧

+𝑎

∫
0

𝑑𝜉
[𝜉2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

= −2𝑞𝑏𝜋

+𝑎

∫
0

𝑑𝜉

+∞

∫
0

𝑑𝑧
[𝜉2+ 𝑏2+ 𝑧2]3/2

= −2𝑞𝑏𝜋

+𝑎

∫
0

𝑑𝜉
𝜉2+ 𝑏2

= −𝑞 2𝜋 arctan
𝑎
𝑏 .

Bemerkung: Beim vorletzten Schritt habe ich zur Vereinfachung der Rechnung die Integra-
tionsreihenfolge vertauscht.

Die analoge Rechnung für 𝑞2 führe der Leser selbständig durch.

Gesamte Influenzladung auf ℰ1 bzw. auf ℰ2:

𝑞1 = −𝑞 2𝜋 arctan
𝑎
𝑏 ; 𝑞2 = −𝑞 2𝜋 arctan

𝑏
𝑎 ; 𝑞1+ 𝑞2 = −𝑞. (2.12-6)
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Falls (wie in der Abbildung auf Seite 77 angenommen) 𝑎 > 𝑏 ist, gilt wie erwartet |𝑞1| > |𝑞2|.
Dass 𝑞1+𝑞2 gleichder Summederdrei Bildladungen ist,wirddenLeser auchnichtwundern.

(d) Nach den Erfahrungen von Aufgabe 2.1 (c) wissen wir wie unvorteilhaft es wäre, die
gesuchte Kraft als Kraft der Influenzladungsverteilung auf die Punktladung 𝑞 oder als
entgegengesetzte Kraft zur Kraft der Punktladung 𝑞 auf die Influenzladungsverteilung, d. h.
gemäß

𝑭 = −∬
ℰ1

𝑑𝑥𝑑𝑧𝜎1(𝑥, 𝑧)𝑬1(𝑥, 0, 𝑧) −∬
ℰ2

𝑑𝑦𝑑𝑧𝜎2(𝑦, 𝑧) 𝑬1(0, 𝑦, 𝑧)

zu berechnen.
Wegen der Äquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem bzgl.
des Raumbereiches 𝒢 können wir die Kraft auf die Punktladung 𝑞 als Summe der Coulomb-
kräfte der drei Bildladungen auf die Punktladung 𝑞 berechnen.

Mit
𝒆 ≔ ( 𝑎

√𝑎2+ 𝑏2
, 𝑏
√𝑎2+ 𝑏2

, 0)

folgt

𝑭 = − 𝑞2
4𝑎2 𝒆𝑥 +

𝑞2
4(𝑎2+ 𝑏2)

𝒆 − 𝑞2
4𝑏2 𝒆𝑦 = −𝑞

2

4 ( 1𝑎2 −
𝑎

[𝑎2+ 𝑏2]3/2
, 1𝑏2 −

𝑏
[𝑎2+ 𝑏2]3/2

, 0) .

Die Kraft ist nur im Fall 𝑎 = 𝑏 Richtung Ursprung gerichtet. Im Fall 𝑎 > 𝑏 ist |𝑞1| > |𝑞2|, und
die Kraft ist „mehr auf ℰ1 zu gerichtet“.

Weiterführende Bemerkungen

Die Bildladungsmethode ist nicht nur im Fall zweier zueinander senkrechter geerdeter
Leiterhalbebenen zielführend, sie ist auch bei einemWinkel von 60o und von 45o zwischen
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geerdeten Leiterhalbebenen anwendbar. Die Abbildungen zeigen für diese beiden Fälle
das eigentliche Problem und das Ersatzproblem jeweils übereinander gezeichnet.

2.13 (a) Unabhängigkeit von 𝑧: 𝜑(𝑥, 𝑦) bzw. 𝜑[𝑅, 𝜙]

Δ𝜑(𝑥, 𝑦) = −4𝜋𝜏δ(𝑥 − 𝑑) δ(𝑦) für (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢 ;

𝜑(0+, 𝑦) = 0 für |𝑦| > 𝑎,

𝜑[𝑎+, 𝜙] = 0 für − 𝜋/2 < 𝜙 < +𝜋/2.

(2.13-1a)

(2.13-1b)

(2.13-1c)

(b) Ersatzproblem für die Berechnung des Potentials in 𝒢:
drei fiktive Bildlinienladungsverteilungen außerhalb von 𝒢

Lösungsansatz für (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢

𝜑(𝑥, 𝑦) =

𝜑1(𝑥, 𝑦) + 𝜑2(𝑥, 𝑦) + 𝜑3(𝑥, 𝑦) + 𝜑4(𝑥, 𝑦) =

− 𝜏 log[(𝑥 − 𝑑)2+ 𝑦2] + 𝜏 log[(𝑥 + 𝑑)2+ 𝑦2]

+ 𝜏 log[(𝑥 − 𝑎2

𝑑
)2+ 𝑦2] − 𝜏 log[(𝑥 + 𝑎2

𝑑
)2+ 𝑦2],

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜏 log
[(𝑥 + 𝑑)2+ 𝑦2][(𝑥 − 𝑎2

𝑑
)2+ 𝑦2]

[(𝑥 − 𝑑)2+ 𝑦2][(𝑥 + 𝑎2

𝑑
)2+ 𝑦2]

.

(2.13-2)

Gl. (2.13-1a) ist erfüllt, da 𝜑1 im Raumbereich 𝒢 Lösung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist, und𝜑2, 𝜑3, 𝜑4 in diesemRaumbereich Lösungen der homogenenDifferentialglei-
chung sind; (2.13-1b) ist – wie man unmittelbar sieht – erfüllt, bleibt noch zu überprüfen,
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

ob auch (2.13-1c) erfüllt ist. Mit

𝜑[𝑅, 𝜙] = 𝜏 log
[𝑅2+ 𝑑2+ 2𝑅𝑑 cos𝜙][𝑅2+ 𝑎4

𝑑2
− 2𝑅 𝑎2

𝑑
cos 𝜙]

[𝑅2+ 𝑑2− 2𝑅𝑑 cos𝜙][𝑅2+ 𝑎4

𝑑2
+ 2𝑅 𝑎2

𝑑
cos 𝜙]

(2.13-3)

folgt

𝜑[𝑎+, 𝜙] = 𝜏 log
[𝑎2+ 𝑑2+ 2𝑎𝑑 cos𝜙][𝑎2+ 𝑎4

𝑑2
− 2𝑎 𝑎2

𝑑
cos 𝜙]

[𝑎2+ 𝑑2− 2𝑎𝑑 cos𝜙][𝑎2+ 𝑎4

𝑑2
+ 2𝑎 𝑎2

𝑑
cos 𝜙]

.

Multipliziert man den Bruch im Argument der Logarithmusfunktion im Zähler und im
Nenner mit 𝑑2/𝑎2 , so erhält man

𝜑[𝑎+, 𝜙] = 𝜏 log
[𝑎2+ 𝑑2+ 2𝑎𝑑 cos𝜙][𝑑2+ 𝑎2− 2𝑎𝑑 cos𝜙]
[𝑎2+ 𝑑2− 2𝑎𝑑 cos𝜙][𝑑2+ 𝑎2+ 2𝑎𝑑 cos𝜙]

= 0 ∎

Das Potential ist also im Raumbereich 𝒢 durch Gl. (2.13-2) bzw. durch Gl. (2.13-3) ge-
geben. Beachte, dass im gegebenen Beispiel 𝜑[𝑅, 𝜙] → 0 für 𝑅 → +∞ gilt, obwohl die
Ladungsverteilung nicht räumlich lokalisiert ist.

(c) Durch den dünnen geladenen Stab wird auf der Leiteroberfläche eine Flächenladungs-
verteilung influenziert, welche den Stab anzieht. Wir haben diese Flächenladungsvertei-
lung nicht berechnet. Um die Kraft𝒇 zu berechnen, welche pro Längeneinheit auf den Stab
wirkt, benötigen wir diese aber nicht. Wegen der Äquivalenz zwischen dem eigentlichen
Problem und dem Ersatzproblem bzgl. des Raumbereiches 𝒢 können wir die Kraft 𝒇 auf
den geladenen Stab als Summe der Kräfte der drei Bildlinienladungen pro Längeneinheit auf den
Stab berechnen.

Mit der Formel aus der Angabe erhalten wir

𝒇 = (𝑓𝑥, 0, 0) mit 𝑓𝑥 = − 2𝜏2

𝑑 − 𝑎2

𝑑

+ 2𝜏2

𝑑 + 𝑎2

𝑑

− 𝜏2
𝑑 = −𝜏2

4 𝑎2

𝑑

𝑑2− 𝑎4

𝑑2

− 𝜏2
𝑑 ,

𝑓𝑥 = −𝜏2 [
4 𝑎2

𝑑

𝑑2− 𝑎4

𝑑2

+ 1
𝑑 ]. (2.13-4)

2.14 (a) Unabhängigkeit von 𝑧: 𝜑(𝑥, 𝑦) bzw. 𝜑[𝑅, 𝜙]; laut Angabe soll 𝜑0 = 0 sein

Δ𝜑(𝑥, 𝑦) = −4𝜋𝜏δ(𝑥 − 𝑅0) δ(𝑦) für 𝑅 > 𝑎;

𝜑[𝑎+, 𝜙] = 0 für 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋.

(2.14-1a)

(2.14-1b)
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Bildladungsmethode3

eigentliches Problem Ersatzproblem für 𝑅 > 𝑅0

Lösungsansatz für 𝑅 > 𝑎

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑1(𝑥, 𝑦) + 𝜑2(𝑥, 𝑦) = −𝜏 log[(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2] + 𝜏 log[(𝑥 − 𝑎2
𝑅0
)2+ 𝑦2] + 𝐶

= 𝜏 log
(𝑥 − 𝑎2

𝑅0
)2+ 𝑦2

(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2
+ 𝐶 = 𝜏log

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
+ 𝐶 = 𝜑[𝑅, 𝜙] .

Gl. (2.14-1a) ist erfüllt, da 𝜑1 im Raumbereich 𝑅 > 𝑎 Lösung der inhomogenen Differential-
gleichung ist, und𝜑2 in diesemRaumbereich Lösung der homogenen Differentialgleichung
ist. Es ist also nur noch die Randbedingung (2.14-1b) zu erfüllen:

𝜑[𝑎+, 𝜙] = 𝜏 log 𝑎
2

𝑅20
+𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 = 𝜏log

𝑅20
𝑎2 .

Ergebnis für das Potential:

𝜑[𝑅, 𝜙] = 𝜏 log
𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
+ 𝜏 log

𝑅20
𝑎2 . (2.14-2)

Bemerkung: Mit der Randbedingung 𝜑[𝑎+, 𝜙] = 𝜑0 ≠ 0 hätte man lediglich eine andere
additive Konstante im Potential erhalten (irrelevant für 𝑬(𝑅, 𝜙), 𝜎(𝜙) und 𝒇).

Das elektrostatische Feld 𝑬 ergibt sich für 𝑅 > 𝑎 aus 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑. In Zylinderkoordinaten

3Beim Problem leitende Kugelfläche/Punktladung hatten wir 𝑞′ = −(𝑎/𝑟0)𝑞, 𝑟′0 = 𝑎2/𝑟0 .
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und Zylinderkomponenten angeschrieben (siehe Gl. (A.3-15)):

𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) = 2𝜏[ 𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

−
𝑅 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

] ,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = 2𝜏[ 𝑅0 sin𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

−

𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

] ,

𝐸𝑧(𝑅, 𝜙) = 0.

(2.14-3)

Wie dies der Fall sein muss gilt für die Tangentialkomponente auf der Leiteroberfläche
𝐸𝜙(𝑎+, 𝜙) = 0, aus der Normalkomponente 𝐸𝑅(𝑎+, 𝜙) können wir die Flächenladungsvertei-
lung auf der Leiteroberfläche berechnen.

(b) Aus Div𝑬 = 4𝜋𝜎 folgt für die Flächenladungsverteilung mit 𝒏F= 𝒆𝑅

4𝜋𝜎(𝜙) = 𝐸n = 𝐸𝑅(𝑎+, 𝜙) = 2𝜏[ 𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

−
𝑎 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑎 cos𝜙

];

Multiplikation von Zähler und Nenner im zweiten Summandenmit 𝑅20/𝑎2 und Addition
der Summanden gibt

𝜎(𝜙) = − 𝜏
2𝜋𝑎

𝑅20− 𝑎2

𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙
. (2.14-4)

Gesamtoberflächenladung 𝜏infl pro Längeneinheit des Zylinders: 𝑅0 > 𝑎, 𝑑𝑓 = 𝑎𝑑𝜙𝑑𝑧

𝜏infl = 𝑎

𝑧0+1

∫
𝑧0

𝑑𝑧

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝜎(𝜙) = − 𝜏
2𝜋 (𝑅

2
0− 𝑎2)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

2𝜋
𝑅20−𝑎

2

= −𝜏.

Bemerkung: Aufgrund der Zylindersymmetrie müssen alle von einer Längeneinheit des
geladenen Stabes ausgehenden Feldlinien auf derselben Längeneinheit des Zylinderman-
tels enden.

(c) Wegen der Äquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem
bzgl. des Raumbereiches 𝑅 > 𝑎 können wir die Kraft𝒇 auf den geladenen Stab als Kraft der
Bildlinienladung auf den Stab berechnen. Mit der Formel aus der Angabe erhalten wir

𝒇 = −𝜏2 2𝑅0
𝑅20− 𝑎2

𝒆𝑥 .
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2.15 Bildladungsmethode

eigentliches Problem Ersatzproblem für 𝑟 < 𝑎

Es liegt axiale Symmetrie vor, d. h. 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗, AA𝜙), außerdem gilt

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑(𝑟, 𝜋 − 𝜗). (2.15-1)

Wegen cos(𝜋 − 𝜗) = −cos 𝜗 und 𝑃𝑙(−𝜉) = (−1)𝑙𝑃𝑙(𝜉) ergibt sich aus der Symmetrieeigen-
schaft von 𝜑 bezüglich 𝜗, dass hinsichtlich der 𝜗-Abhängigkeit nur die Legendrepolynome
𝑃2𝑛(cos 𝜗) mit 𝑛 ∈ ℕ0 infrage kommen. Das obige Ersatzproblem liefert „automatisch“ ein
Potential mit diesen Symmetrieeigenschaften.

Potential im Hohlraum: Lösung der Poissongleichung

Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = −4𝜋𝑞δ(𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧) + 8𝜋𝑞δ(𝒓) − 4𝜋𝑞δ(𝒓 + 𝑟0𝒆𝑧) (2.15-2)

für 𝑟 < 𝑎mit der Randbedingung 𝜑(𝑎, 𝜗) = 𝜑0:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|

− 𝑎
𝑟0

𝑞
||𝒓 − 𝑎2

𝑟0
𝒆𝑧||

− 2𝑞
𝑟 + 2𝑞

𝑎 + 𝑞
|𝒓 + 𝑟0𝒆𝑧|

− 𝑎
𝑟0

𝑞
||𝒓 + 𝑎2

𝑟0
𝒆𝑧||

+ 𝜑0 .

(2.15-3)
Die Terme1, 3 und 5 sind für 𝑟 < 𝑎 die dem Problem angepassten Partikulärlösungen
der inhomogenen Differentialgleichung, die restlichen Terme sind für 𝑟 < 𝑎 Lösungen
der homogenen Differentialgleichung. Zu verifizieren bleibt nur noch die Erfüllung der
Randbedingung.
Um die Erfüllung der Randbedingung zu zeigen und den Grenzübergang 𝑟0 → 0,

𝑞𝑟20 ≕ 𝐾 zu untersuchen verwenden wir die Entwicklung

1
|𝒓 ∓ 𝑟′𝒆𝑧|

=
∞

∑
𝑙=0

𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

{
𝑃𝑙 (cos 𝜗)

𝑃𝑙 (cos(𝜋 − 𝜗)) = (−1)𝑙𝑃𝑙 (cos 𝜗)
mit 𝑟′> 0
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für 𝑟0 < 𝑟 < 𝑎. (Zur Bedeutung von 𝑟< und 𝑟> siehe (A.2-14).) Daraus folgt, dass sich die
Termemit ungeraden 𝑙 zwischen den Beiträgen der Ladungen+𝑞 an den Stellen (0, 0, 𝑟0)
und (0, 0,−𝑟0) wegheben und ebenso die Beiträge von deren Bildladungen. Die Beiträge
mit geraden 𝑙 sind jeweils gleich und addieren sich. Ergebnis:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 2𝑞
∞

∑
𝑛=1

[
𝑟2𝑛0
𝑟2𝑛+1 −

𝑎
𝑟0

𝑟2𝑛

(𝑎
2

𝑟0
)
2𝑛+1]𝑃2𝑛(cos 𝜗) + 𝜑0 für 𝑟0 < 𝑟 ≤ 𝑎. (2.15-4)

Randbedingung: 𝜑(𝑎, 𝜗) = 𝜑0 ✓
Grenzübergang 𝑟0 → 0, 𝑞𝑟20 ≕ 𝐾

𝜑(𝑟, 𝜗) = 2𝑞
∞

∑
𝑛=1

[
𝑟2𝑛0
𝑟2𝑛+1 −

𝑟2𝑛0 𝑟2𝑛
𝑎4𝑛+1 ]𝑃2𝑛(cos 𝜗) + 𝜑0 ,

𝜑(𝑟, 𝜗) ⟶ 𝜑0 +
2𝐾
𝑟3 (1 −

𝑟5
𝑎5)𝑃2(cos 𝜗) . (2.15-5)

2.16 (a) Bildladungsmethode

eigentliches Problem Ersatzproblem für 𝑅 < 𝑅0

Unabhängigkeit von 𝑧: 𝜑(𝑥, 𝑦) bzw. 𝜑[𝑅, 𝜙]

Δ𝜑(𝑥, 𝑦) = −4𝜋𝜏δ(𝑥 − 𝑅0) δ(𝑦) für 𝑅 < 𝑎;

𝜑[𝑎−, 𝜙] = 0 für 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋.

(2.16-1a)

(2.16-1b)

Lösungsansatz für 𝑅 < 𝑎

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑1(𝑥, 𝑦) + 𝜑2(𝑥, 𝑦) = −𝜏 log[(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2] + 𝜏 log[(𝑥 − 𝑎2
𝑅0
)2+ 𝑦2] + 𝐶

= 𝜏 log
(𝑥 − 𝑎2

𝑅0
)2+ 𝑦2

(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2
+ 𝐶 = 𝜏log

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
+ 𝐶 = 𝜑[𝑅, 𝜙] .
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Gl. (2.16-1a) ist erfüllt, da 𝜑1 im Raumbereich 𝑅 < 𝑎 Lösung der inhomogenen Differential-
gleichung ist, und𝜑2 in diesemRaumbereich Lösung der homogenen Differentialgleichung
ist. Es ist also nur noch die Randbedingung (2.16-1b) zu erfüllen:

𝜑[𝑎−, 𝜙] = 𝜏 log 𝑎
2

𝑅20
+𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 = 𝜏log

𝑅20
𝑎2 .

Ergebnis für das Potential:

𝜑[𝑅, 𝜙] = 𝜏 log
𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
+ 𝜏 log

𝑅20
𝑎2 . (2.16-2)

Bemerkung: Mit der Randbedingung 𝜑[𝑎, 𝜙] = 𝜑0 ≠ 0 hätte man lediglich eine andere
additive Konstante im Potential erhalten (irrelevant für 𝑬(𝑅, 𝜙), 𝜎(𝜙) und 𝒇).

Das elektrostatische Feld 𝑬 ergibt sich für 𝑅 < 𝑎 aus 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑. In Zylinderkoordinaten
und Zylinderkomponenten angeschrieben (siehe Gl. (A.3-15)):

𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) = 2𝜏[ 𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

−
𝑅 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

] ,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = 2𝜏[ 𝑅0 sin𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

−

𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

] ,

𝐸𝑧(𝑅, 𝜙) = 0.

(2.16-3)

Wie dies der Fall sein muss gilt für die Tangentialkomponente auf der Leiteroberfläche
𝐸𝜙(𝑎−, 𝜙) = 0, aus der Normalkomponente 𝐸𝑅(𝑎−, 𝜙) können wir die Flächenladungsvertei-
lung auf der Leiteroberfläche berechnen.

(b) Aus Div𝑬 = 4𝜋𝜎 folgt für die Flächenladungsverteilung mit 𝒏F = −𝒆𝑅

4𝜋𝜎(𝜙) = 𝐸n = −𝐸𝑅(𝑎−, 𝜙) = −2𝜏[ 𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

−
𝑎 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑎 cos𝜙

];

Multiplikation von Zähler und Nenner im zweiten Summandenmit 𝑅20/𝑎2 und Addition
der Summanden gibt

𝜎(𝜙) = − 𝜏
2𝜋𝑎

𝑎2− 𝑅20
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

. (2.16-4)
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Gesamtoberflächenladung 𝜏infl pro Längeneinheit des Zylinders: 𝑎 > 𝑅0 , 𝑑𝑓 = 𝑎𝑑𝜙𝑑𝑧

𝜏infl = 𝑎

𝑧0+1

∫
𝑧0

𝑑𝑧

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝜎(𝜙) = − 𝜏
2𝜋 (𝑎

2− 𝑅20)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

2𝜋
𝑎2−𝑅20

= −𝜏.

Bemerkung: Aufgrund der Zylindersymmetrie müssen alle von einer Längeneinheit des
geladenen Stabes ausgehenden Feldlinien auf derselben Längeneinheit des Zylinderman-
tels enden.

(c) Wegen der Äquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem
bzgl. des Raumbereiches 𝑅 < 𝑎 können wir die Kraft𝒇 auf den geladenen Stab als Kraft der
Bildlinienladung auf den Stab berechnen. Mit der Formel aus der Angabe erhalten wir

𝒇 = 𝜏2 2𝑅0
𝑎2− 𝑅20

𝒆𝑥 .

2.17 Unabhängigkeit von 𝑧 bedeutet 𝜑 = 𝜑(𝑅, 𝜙); 𝐸𝑅 = 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙), 𝐸𝜙 = 𝐸𝜙(𝑅, 𝜙), 𝐸𝑧 = 0;
𝜎 = 𝜎(𝜙).
Da die Quellen von 𝑬0 im Unendlichen liegen, gilt im Außenraum des Zylinders div𝑬 = 0,
und das Potential erfüllt für 𝑅 > 𝑎 die Laplacegleichung. Es ist deshalb klar, dass der ein-
fachste Lösungswegmit der Berechnung des Potentials beginnen wird. Die dabei benötigte
asymptotische Bedingung für das Potential ergibt sich aus der asymptotischen Beziehung

𝑬(𝒓) −−−⟶
𝑅→+∞

𝑬0 = 𝐸0 cos 𝜙 𝒆𝑅 − 𝐸0 sin𝜙 𝒆𝜙

für die Feldstärke.

Feldgleichung, Randbedingung und asymptotische Bedingung für das Potential sowie vorgegebene
Ladung pro Längeneinheit des Zylinders

Feldgleichung für 𝑅 > 𝑎∶ Δ𝜑(𝑅, 𝜙) = 0 Laplacegleichung ;

Randbedingung für 𝑅 = 𝑎∶ 𝜑(𝑎, 𝜙) = 𝜑0 ;

asymptotische Bedingung: 𝜑(𝑅 → +∞,𝜙) ∼ −𝐸0𝑅cos𝜙;
Ladung pro Längeneinheit des Zylinders:

𝑎

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝜎(𝜙) = − 𝑎
4𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅
|||𝑎
= 𝜏.

(2.17-1a)

(2.17-1b)

(2.17-1c)

(2.17-1d)

Der Wert von 𝜑0 ist dabei physikalisch bedeutungslos.
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Lösungsansatz für das Potential, welcher (2.17-1a) bis (2.17-1c) erfüllt:

𝜑(𝑅, 𝜙) = 𝜑0 + 𝑑0 log
𝑅
𝑎 + 𝐸0𝑎 (

𝑎
𝑅 − 𝑅

𝑎) cos𝜙 für 𝑅 > 𝑎. (2.17-2)

Die Konstante 𝑑0 ist mit Hilfe von (2.17-1d) zu bestimmen.
Mit dem Lösungsansatz (2.17-2) folgt

−𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅 = −𝑑0𝑅 + 𝐸0 (1 +
𝑎2
𝑅2 ) cos 𝜙, (2.17-3a)

−𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅
|||𝑎
= −𝑑0𝑎 + 2𝐸0 cos 𝜙 = 4𝜋𝜎(𝜙) . (2.17-3b)

Einsetzen von 𝜎(𝜙) aus Gl. (2.17-3b) in die Bedingung (2.17-1d) liefert

𝑑0 = −2𝜏, (2.17-4)
und damit folgt

𝜑(𝑅, 𝜙) = 𝜑0 − 2𝜏log 𝑅𝑎 + 𝐸0𝑎 (
𝑎
𝑅 − 𝑅

𝑎) cos𝜙 für 𝑅 > 𝑎,

𝜎(𝜙) = 𝜏
2𝜋𝑎 +

𝐸0
2𝜋 cos𝜙.

(2.17-5a)

(2.17-5b)

Das elektrostatische Feld 𝑬 ergibt sich für 𝑅 > 𝑎 aus 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑. In Zylinderkoordinaten
und Zylinderkomponenten angeschrieben (siehe Gl. (A.3-15)): 𝐸𝑧 = 0 und

𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) =
2𝜏
𝑅 + 𝐸0 (1 +

𝑎2
𝑅2 ) cos 𝜙,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = 𝐸0 (−1 +
𝑎2
𝑅2 ) sin𝜙.

(2.17-6a)

(2.17-6b)

2.18*
Vorbemerkung: Bei dieser Aufgabe handelt es sich im engeren
Sinne nicht um eine Randwertaufgabe bei Anwesenheit eines
Leiters, sondern um eine Aufgabe mit Anschlussbedingungen
im Bereich eines unendlich dünnen Leiters.
Ich definiere zwei Raumgebiete: 𝒢1: 𝑟 < 𝑎, 0 < 𝜗 < 𝜋

2 ,
𝒢2: 𝑟 < 𝑎, 𝜋

2 < 𝜗 < 𝜋 (siehe die Abbildung).
Im Bereich der Kreisscheibe muss Div𝑬 = 4𝜋𝜎 gelten.
Mit 𝒏 = −𝒆𝜗 für 𝜗 = 𝜋

2 (Normalenvektor 𝒏: positive
Orientierung von 𝒢2 nach 𝒢1; siehe Anhang (A.4-1))
lautet die Anschlussbedingung für 𝑬

Div𝑬 = 𝒏 •𝑬1− 𝒏 •𝑬2 = 𝒆𝜗 • 𝑬2− 𝒆𝜗 • 𝑬1 = 𝐸2,𝜗− 𝐸1,𝜗 = 4𝜋𝜎. (2.18-1)
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Das elektrostatische Feld ist in 𝒢1 und 𝒢2 quellenfrei. Das Potential erfüllt daher in 𝒢1 und
𝒢2die Laplacegleichung. Da axiale Symmetrie bzgl. der 𝑧-Achse vorliegt, kann das Potential
nicht von 𝜙 abhängen.

Feldgleichung Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = 0 in 𝒢1und 𝒢2 ;

Anschlussbedingungen für 𝑟 < 𝑎 und 𝜗 = 𝜋
2

𝜑(𝑟, 𝜗↑ 𝜋
2
) = 𝜑(𝑟, 𝜗↓ 𝜋

2
) = 𝑉 ,

1
𝑟
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗↑ 𝜋

2

− 1
𝑟
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗↓ 𝜋

2

= 4𝜋𝜎(𝑟) ;

Regularität in 𝒢1und 𝒢2

(2.18-2a)

(2.18-2b)

(2.18-2c)

(2.18-2d)

Lösungsansätze für 𝒢1und 𝒢2 :

𝜑1(𝑟, 𝜗) = 𝐴0 +
∞

∑
𝑙=1

𝐴𝑙 (
𝑟
𝑎)

𝑙𝑃𝑙 (cos 𝜗) ; (2.18-3a)

𝜑2(𝑟, 𝜗) = 𝐵0 +
∞

∑
𝑙=1

𝐵𝑙 (
𝑟
𝑎)

𝑙𝑃𝑙 (cos 𝜗) . (2.18-3b)

Diese Ansätze erfüllen (2.18-2a) und (2.18-2d).
Neben der axialen Symmetrie bzgl. der 𝑧-Achse liegt auch Spiegelsymmetrie bzgl. der
Ebene 𝑧 = 0 (𝜗 = 𝜋

2 ) vor: Forderung 𝜑2(𝑟, 𝜋 − 𝜗) = 𝜑1(𝑟, 𝜗) ⇒
𝐵𝑙 = (−1)𝑙𝐴𝑙 , 𝑙 = 0, 1, 2,… (2.18-4)

Zwischenergebnis:
𝜑1(𝑟, 𝜗) = 𝐴0 +

∞

∑
𝑙=1

𝐴𝑙 (
𝑟
𝑎)

𝑙𝑃𝑙 (cos 𝜗) ; (2.18-5a)

𝜑2(𝑟, 𝜗) = 𝐴0 +
∞

∑
𝑙=1

(−1)𝑙𝐴𝑙 (
𝑟
𝑎)

𝑙𝑃𝑙 (cos 𝜗) . (2.18-5b)

Damit ist auch die Stetigkeitsbedingung für das Potential für 𝑟 < 𝑎, 𝜗 = 𝜋
2 erfüllt. Um die

Anschlussbedingung (2.18-2b) ganz zu erfüllenmuss noch 𝜑1(𝑟, 𝜗) = 𝜑2(𝑟, 𝜗) = 𝑉 verlangt
werden:

𝜑1(𝑟,
𝜋
2 ) = 𝜑2(𝑟,

𝜋
2 ) = 𝐴0 +

∞

∑
𝑛=1

𝐴2𝑛 (
𝑟
𝑎)

2𝑛𝑃2𝑛(0) = 𝑉, ∀𝑟 < 𝑎 ⇒

𝐴0 = 𝑉; 𝐴2𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 2, 3,… (2.18-6)

Neues Zwischenergebnis:

𝜑1(𝑟, 𝜗) = 𝑉 +
∞

∑
𝑛=0

𝐴2𝑛+1 (
𝑟
𝑎)

2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) ;
(2.18-7)

𝜑2(𝑟, 𝜗) = 𝑉 −
∞

∑
𝑛=0

𝐴2𝑛+1 (
𝑟
𝑎)

2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) .
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Zusammengefasst:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑉 + sign (cos 𝜗)
∞

∑
𝑛=0

𝐴2𝑛+1 (
𝑟
𝑎)

2𝑛+1𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) in 𝒢1 und 𝒢2 . (2.18-8)

Die Bestimmung der Koeffizienten 𝐴2𝑛+1, 𝑛 = 0, 1, 2,…, erfolgt mithilfe der Anschlussbe-
dingung (2.18-2c):

𝜕𝜑1(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗= 𝜋

2

− 𝜕𝜑2(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗= 𝜋

2

= 4𝜋𝑟𝜎(𝑟) . (2.18-9)

Die Binomialentwicklung von 4𝜋𝜎(𝑟) für 𝑟 < 𝑎 (𝑅 = 𝑟 für 𝜗 = 𝜋
2 )

4𝜋𝜎(𝑟) = 4𝑉
𝜋

1
√𝑎2 − 𝑟2

= 4𝑉
𝜋

1
𝑎

1

√1 − 𝑟2

𝑎2

= 4𝑉
𝜋

1
𝑎

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛 (
− 1

2

𝑛 ) (
𝑟
𝑎)

2𝑛

gibt für die „rechte“ Seite von Gl. (2.18-9)

4𝜋𝑟𝜎(𝑟) = 4𝑉
𝜋

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛 (
− 1

2

𝑛 ) (
𝑟
𝑎)

2𝑛+1
. (2.18-10)

Nun zur „linken“ Seite von Gl. (2.18-9). Mit 𝜑1, 𝜑2 Gl. (2.18-7) erhält man

𝜕𝜑1(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗= 𝜋

2

− 𝜕𝜑2(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗= 𝜋

2

= 2
∞

∑
𝑛=0

𝐴2𝑛+1 (
𝑟
𝑎)

2𝑛+1 𝑑𝑃2𝑛+1(cos 𝜗)
𝑑𝜗 𝜗= 𝜋

2

. (2.18-11)

Nun kommt die Formel aus der Angabe zum Zug:
𝑑𝑃2𝑛+1(cos 𝜗)

𝑑𝜗 𝜗= 𝜋
2

= [𝑃 ′
2𝑛+1(cos 𝜗) (− sin𝜗)] 𝜗= 𝜋

2
(2.18-12)

= −𝑃 ′
2𝑛+1(0) = −(2𝑛 + 1)(

− 1
2

𝑛 ).

Aus (2.18-9) bis (2.18-12) erhalten wir

𝜕𝜑1(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗= 𝜋

2

− 𝜕𝜑2(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗 𝜗= 𝜋

2

= 4𝑉
𝜋

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛 (
− 1

2

𝑛 ) (
𝑟
𝑎)

2𝑛+1

(2.18-13)
= −2

∞

∑
𝑛=0

𝐴2𝑛+1 (
𝑟
𝑎)

2𝑛+1 (2𝑛 + 1)(
− 1

2

𝑛 ).

Da diese Beziehung für alle 𝑟 < 𝑎 gelten muss, kann man einen Koeffizientenvergleich
durchführen. Ergebnis:

𝐴2𝑛+1 =
2𝑉
𝜋

(−1)𝑛+1
2𝑛 + 1 . (2.18-14)

Einsetzen in Gl. (2.18-8) ergibt die zu beweisende Formel für das Potential für 𝑟 < 𝑎:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑉 − sign(cos 𝜗) 2𝑉𝜋

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛
2𝑛 + 1 (

𝑟
𝑎)

2𝑛+1
𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) . (2.18-15)
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T2.1
Vor einer leitenden Ebene ℰ (ℰ… 𝑧 = 0)
befinden sich im Vakuum zwei Punktla-
dungen 𝑞1 = 𝑞, 𝑞2 = −𝑞 an den Orten
𝒓1 = 2𝑑𝒆𝑧, 𝒓2 = 𝑑𝒆𝑧 (siehe die Abbildung).
Berechne die auf die Punktladung 𝑞1wir-
kende Kraft 𝑭.

Ergebnis: 𝑭 = − 137
144

𝑞2

𝑑2
𝒆𝑧 = −0,95139 𝑞2

𝑑2
𝒆𝑧 .

Ohne leitende Ebene hätte man 𝑭 = −𝑞2

𝑑2
𝒆𝑧 .

Vergleiche mit dem Hinweis am Ende von
Aufgabe 8.9.

T2.2
Vor einer leitenden Ebene ℰ (ℰ… 𝑧 = 0)
befinden sich im Vakuum zwei Punktla-
dungen 𝑞1 = 𝑞, 𝑞2 = −𝑞 an den Orten
𝒓1 = (𝑎, 0, 𝑎), 𝒓2 = (−𝑎, 0, 𝑎) (siehe die Ab-
bildung).

(a) Berechne die auf die Punktladung 𝑞1
wirkende Kraft 𝑭.

(b) Berechne die auf der leitenden Ebe-
ne imPunkt (𝑎, 0, 0) influenzierte Flä-
chenladungsdichte 𝜎.

Ergebnis zu (b): 𝜎 = 𝑞
2𝜋𝑎2

( 1
5√5

− 1)

T2.3 Ein allseitig unendlich ausgedehnter Leiter hat einen kugelförmigen Hohlraum
vom Radius 𝑎. Der Leiter befindet sich im Feld einer Punktladung 𝑞, welche im Hohlraum
im Abstand 𝑟0 < 𝑎 vom Kugelmittelpunkt ruht. Der Ursprung des Koordinatensystems
soll in den Kugelmittelpunkt, und die 𝑧-Achse soll durch den Ort der Punktladung gelegt
werden.
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Testaufgaben

(a) Berechne die elektrische Feldstärke 𝑬 im Hohlraum.

(b) Berechne die auf der Kugelfläche 𝑟 = 𝑎 influenzierte Flächenladungsdichte 𝜎 sowie
die zugehörige Gesamtladung 𝑞infl.

(c) Berechne die Kraft 𝑭, welche auf die Punktladung wirkt.

Verwende einen Bildladungsansatz (siehe Aufgabe 2.1 und Aufgabe 2.16.)
Siehe auch die Testaufgabe T3.2.

T2.4

(a) Eine isolierte Leiterkugel befindet sich im Feld einer ruhenden Punktladung+𝑞 (Ku-
gelradius 𝑎, Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung, Ort der Punktladung 𝒓0 = 𝑟0𝒆𝑧,
𝑟0 > 𝑎). Was ist die kleinste Ladung 𝑄 > 0, die auf die Leiterkugel aufgebracht werden
muss, damit die Oberflächenladung auf der Kugeloberfläche überall positiv ist?

(b) Eine isolierte Leiterkugel befindet sich im Feld einer ruhenden Punktladung−𝑞 (Ku-
gelradius 𝑎, Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung, Ort der Punktladung 𝒓0 = 𝑟0𝒆𝑧,
𝑟0 > 𝑎). Was ist die kleinste Ladung 𝑄 > 0, die auf die Leiterkugel aufgebracht werden
muss, damit die Oberflächenladung auf der Kugeloberfläche überall positiv ist?

Anleitung: Verwende die Bildladungsmethode. Wer bereits die Aufgabe 2.1 bearbeitet hat, kann
die dortigen Formeln benützen.

Ergebnisse: (a) 𝑄min =
𝑎2(3𝑟0−𝑎)
𝑟0(𝑟0−𝑎)2

𝑞; (b) 𝑄min =
𝑎2(3𝑟0+𝑎)
𝑟0(𝑟0+𝑎)2

𝑞

T2.5 Außerhalb einer geerdeten Leiterkugel mit dem Radius 𝑎 befinden sich im Vaku-
um auf gegenüber liegenden Seiten in den Abständen 2𝑎 bzw. 4𝑎 vom Kugelmittelpunkt
auf einer durch den Kugelmittelpunkt gehenden Geraden zwei positive Punktladungen 𝑄,
𝑞 (siehe die Abbildung).

Welche Bedingung müssen die Ladungen 𝑄, 𝑞 erfüllen, damit die Ladung 𝑞 vom Rest der
Anordnung abgestoßen wird?
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

Verwende die Bildladungsmethode (siehe Aufgabe 2.1 und Aufgabe 2.16.)

T2.6

Eine Leiterebene ℰ hat eine halbkugel-
förmige Ausbuchtung𝒜 vom Radius 𝑎.
Eine Punktladung 𝑞 befindet sich gegen-
über dem Zentrum der Ausbuchtung im
Normalabstand 𝑑 > 𝑎 von der Ebene ℰ
(siehe die Abbildung). Der Leiter ist ge-
erdet, d. h. mit dem Unendlichen leitend
verbunden.

(a) Berechne das Potential im Raumgebiet 𝒢mithilfe der Bildladungsmethode.

(b) Berechne die auf der Ausbuchtung influenzierte Flächenladungsverteilung 𝜎𝒜(𝜗) und
die zugehörige Gesamtladung 𝑞𝒜. Gib auch die entsprechenden Größen 𝜎ℰ(𝑥, 𝑦) und
𝑞ℰ sowie die gesamte Influenzladung 𝑞𝒜+ 𝑞ℰ an.

(c) Berechne die Kraft, welche auf die im Raumgebiet 𝒢 befindliche Punktladung 𝑞wirkt.

T2.7 Vor einer leitenden Ebene ℰ (ℰ… 𝑧 = 0) befindet sich im Vakuum eine dünne
Isolator-Halbkugelschale mit dem Radius 𝑎, der Gesamtladung 𝑞 und demMittelpunkt im
Koordinatenursprung. Die Ladung 𝑞 sei auf der Halbkugelschale gemäß 𝜎(𝜗) = 𝜎0 cos 𝜗
verteilt.

(a) Berechnemithilfe der Bildladungsmethode im gesamtenHalbraum 𝑧 > 0 das Potential
𝜑 und die Feldstärke 𝑬.

(b) Welcher Bruchteil der gesamten auf der leitenden Ebene influenzierten Ladung befin-
det sich auf dem Flächenstück {𝑧 = 0, 𝑅 < 𝑎}?

Beachte: cos 𝜗 = 𝑃1(cos 𝜗).

T2.8 Ein unendlich ausgedehnter Leiter hat einen zylindrischen Hohlraum, dessen
Querschnitt ein Viertelkreismit demRadius𝑅0 ist. Im Inneren dieses Hohlraumes befindet
sich ein dazu paralleler unendlich langer dünner geladener Stab mit der positiven Ladung
𝜏 pro Längeneinheit, dessen Lage im Hohlraum gemäß Abbildung 1 durch die Abstände
𝑎, 𝑏 gegeben ist. Der Leiter ist auf dem Potential null.
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Testaufgaben

(a) Schreibe die Differentialgleichung für das Potential 𝜑 im Hohlraum sowie die zugehö-
rigen Randbedingungen an.

(b) Zu berechnen ist das Potential 𝜑 im Hohlraum. Verifiziere, dass der Leiter für das
Potentialproblem im Hohlraum durch die in Abbildung 2 gezeigten sieben fiktiven
Linienladungen (Bildladungen) ersetzt werden kann.
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2. Elektrostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von Leitern

T2.9 Berechne für die in Punkt (b) von Aufgabe 2.4 erhaltene Flächenladungsvertei-
lung (2.4-10) mithilfe der Definitionsformeln (A.6-25) der sphärischen Multipolmomente
die Multipolmomente mit 𝑙 ≤ 3 und vergleiche mit dem Ergebnis (2.4-12), (2.4-13) von
Punkt (d) der Aufgabe 2.4.
Anleitung: Die in Aufgabe 1.13 bewiesenen Auswahlregeln für die sphärischen Multipolmomente
können dabei als bekannt angesehen werden.

T2.10

Zwei konzentrische dünnwandige leitende Kugel-
schalenmit den Radien 𝑎, 𝑏 (𝑏 > 𝑎) sind durch einen
Schnitt längs der Ebene 𝑧 = 0 in zwei Hälften geteilt,
welche voneinander durch einen schmalen Spalt iso-
liert sind. Die innere Halbkugelschale bei 𝑧 > 0 und
die äußere Halbkugelschale bei 𝑧 < 0 werden auf
dem Potential 𝜑0 gehalten, die beiden anderen Halb-
kugelschalenwerden auf demPotential null gehalten
(siehe die Abbildung).

Zeige, dass für das elektrostatische Potential 𝜑 im Raumbereich 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏

𝜑(𝑟, 𝜗) =
∞

∑
𝑛=0

[𝐴2𝑛+1 𝑟2𝑛+1 +
𝐵2𝑛+1
𝑟2𝑛+2 ]𝑃2𝑛+1(cos 𝜗) ,

𝐴2𝑛+1 = 𝜑0
4𝑛 + 3
2 (

1
2

𝑛 + 1
) 𝑎

2𝑛+2+ 𝑏2𝑛+2
𝑎4𝑛+3− 𝑏4𝑛+3 ,

𝐵2𝑛+1 = 𝜑0
4𝑛 + 3
2 (

1
2

𝑛 + 1
) 𝑎

−2𝑛−1+ 𝑏−2𝑛−1
𝑎−4𝑛−3− 𝑏−4𝑛−3

gilt.
Verwende die Integralformel (siehe [10], Formel 22.13.9)

1

∫
0

𝑑𝜉𝑃2𝑛+1(𝜉) =
(−1)𝑛Γ(𝑛 + 1

2
)

2(𝑛 + 1)!√𝜋
= (

1
2

𝑛 + 1
) ; beachte: √𝜋 = Γ( 1

2
) .
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3. Elektrostatik elektrisch polarisierbarer Materie

Angaben

3.1 Zwei Dielektrikamit den Dielektrizitätskonstanten 𝜀1, 𝜀2 (𝜀1 > 𝜀2) grenzenmit einer
ebenen Trennfläche aneinander. Im Dielektrikum1 befindet sich im Abstand 𝑑 von der
Grenzfläche eine Punktladung 𝑞1, im Dielektrikum2 befindet sich spiegelbildlich dazu
eine Punktladung 𝑞2 (siehe die Abbildung).

(a) Schreibe für die elektrische Feldstärke 𝑬 die Feldgleichungen in den Raumgebieten
𝒢1: 𝑧 > 0 und 𝒢2: 𝑧 < 0, die Anschlussbedingungen für 𝑧 = 0 sowie die asymptotische
Bedingung an.

(b) Löse die Aufgabenstellung von (a) mithilfe von Bildladungsansätzen.

(c) Berechne die von den Punktladungen 𝑞1, 𝑞2 durch Polarisation der Dielektrika auf
der Grenzfläche 𝑧 = 0 hervorgerufene Polarisations-Flächenladungsverteilung 𝜎P(𝑅)
sowie die zugehörige Gesamtladung 𝑞P,Gfl..

(d) Berechne die Kräfte 𝑭1, 𝑭2, welche auf die Punktladungen 𝑞1, 𝑞2 wirken. Warum gilt die
Beziehung 𝑭2 = −𝑭1 nur im Grenzfall 𝜀2 ↑ 𝜀1?

Hinweis: Die Verwendung von Zylinderkoordinaten ist vorteilhaft.

Allgemeine Formeln zur Elektrostatik homogener Dielektrika: siehe Anhang A.12.

Siehe auch die Aufgabe 3.2 sowie die analoge Aufgabe 6.4 in der Magnetostatik.
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3. Elektrostatik elektrisch polarisierbarer Materie

3.2

Ein leitenderHalbraum,der sich auf dem
Potential null befindet, grenzt an einen
Halbraum mit einem Dielektrikum mit
der Dielektrizitätskonstante 𝜀. Im Dielek-
trikum befindet sich im Abstand 𝑑 von
der Grenzfläche eine Punktladung 𝑞.
Hinweis: Allgemeine Formeln zur Elektro-
statik homogener Dielektrika: siehe Anhang
A.12.

(a) Berechne Potential und Feldstärke 𝑬 im Dielektrikum.

(b) Berechne die Influenz-Flächenladungsverteilung 𝜎 auf der Leiteroberfläche.

(c) Berechne die Kraft 𝑭, welche auf die Punktladung 𝑞wirkt.

Siehe auch die Testaufgabe T3.7.

3.3

Zwei Dielektrikamit den Dielek-
trizitätskonstanten 𝜀1, 𝜀2 gren-
zen mit einer ebenen Trenn-
fläche aneinander. Der Mittel-
punkt einer Leiterkugel (Radi-
us 𝑎, Gesamtladung 𝑞) befin-
de sich auf der Grenzfläche der
Dielektrika (Wahl des Koordi-
natensystems wie in der Abbil-
dung).

Hinweis: Allgemeine Formeln zur
Elektrostatik homogener Dielektri-
ka: siehe Anhang A.12.

(a) Berechne die elektrische Feldstärke 𝑬 in den Raumgebieten 𝒢1: 𝑟 > 𝑎, 𝑧 > 0 und 𝒢2:
𝑟 > 𝑎, 𝑧 < 0.

(b) Berechne wie sich die Ladung 𝑞 der Leiterkugel über deren Oberfläche verteilt.

(c) Berechne die von der elektrisch geladenen Kugel durch Polarisation der Dielektrika
auf den Halbkugelflächen ℱ1∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 > 0, ℱ2 ∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 < 0 hervorgerufenen
Polarisations-Flächenladungsverteilungen 𝜎P,1, 𝜎P,2 .
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Angaben

3.4*

Eine dielektrische Kugel werde in
das Feld einer imVakuum ruhenden
Punktladung 𝑞 gebracht (Dielektrizi-
tätskonstante des Materials der Ku-
gel 𝜀, Kugelmittelpunkt= Koordina-
tenursprung, Kugelradius 𝑎, Ort der
Punktladung 𝒓0, |𝒓0| = 𝑟0 > 𝑎).

(a) Schreibe für Feldstärke 𝑬 und Potential 𝜑 die im Innen- bzw. im Außenraum der Kugel
geltenden Feldgleichungen an. Welche Anschlussbedingungen und asymptotischen
Bedingungenmüssen 𝜑 und 𝑬 auf der Kugeloberfläche und im Unendlichen erfüllen?

(b) Berechne das Potential 𝜑 im Innen- und Außenraum der Kugel.

(c) Berechne das Polarisationsfeld 𝑷 und das Verschiebungsfeld𝑫 im Kugelinneren.

(d) Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Inneren der Kugel und die
Polarisations-Oberflächenladungsdichte 𝜎P auf ihrer Oberfläche sowie die zugehö-
rigen Gesamtladungen 𝑞P,Raum und 𝑞P,Oberfl.

(e) Berechne die elektrostatische Wechselwirkungsenergie𝑊 (e)
12 zwischen der polarisier-

ten Kugel und der Punktladung und berechne daraus die Kraft 𝑭 der polarisierten
Kugel auf die Punktladung.

(f) Vergleiche die Ergebnisse für 𝜑, 𝜎P und 𝑭 für den Grenzfall 𝜀 → +∞mit den entspre-
chenden Ergebnissen von Aufgabe 2.1.

Hinweise:
(1) Formeln zur Elektrostatik homogener Dielektrika siehe Anhang A.12.
(2) Die elementare Bildladungsmethode ist bei diesem Problem nicht zielführend.
(3) Hinweis zu Punkt (e): Die Formeln von Anhang A.6.5 sind nicht anwendbar, da es sich nicht
um zwei unabhängige Ladungsverteilungen handelt. Ändert man die Größe der Punktladung oder
ihren Abstand von der elektrisch polarisierbaren Kugel, so ändert sich damit auch die Polarisations-
Oberflächenladungsdichte. Bezeichne ich die Punktladung mit dem Index1 und die Polarisations-
Oberflächenladungsdichte mit dem Index2, so gilt für die Wechselwirkungsenergie die Formel1

(beachte den Faktor 1
2 )

𝑊 (e)
12 = 1

2∫
ℱ2

𝑑𝑓𝜎2(𝒓) 𝜑1(𝒓) .

1Siehe dazu z. B. [4], Aufgabe 3.33.
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3. Elektrostatik elektrisch polarisierbarer Materie

3.5 Ein dielektrischer Zylinder (Radius 𝑎, Dielektrizitätskonstante 𝜀) werde in ein
(ursprünglich) homogenes elektrostatisches Feld 𝑬0 = (𝐸0, 0, 0) gebracht, und zwar so,
dass die Zylinderachse mit der 𝑧-Achse zusammenfällt.

(a) Schreibe für die Feldstärke 𝑬 die im Innen- bzw. im Außenraum des Zylinders gelten-
den Feldgleichungen an. Welche Anschlussbedingungen muss 𝑬 auf der Zylinderober-
fläche erfüllen und wie lautet die asymptotische Bedingung?

(b) Schreibe für das Potential 𝜑 die im Innen- bzw. im Außenraum des Zylinders geltende
Feldgleichung an. Welche Anschlussbedingungenmuss 𝜑 auf der Zylinderoberfläche
erfüllen und wie lautet die asymptotische Bedingung?

(c) Berechne die Feldstärke 𝑬 im Innen- und Außenraum des Zylinders.

(d) Berechne das Polarisationsfeld 𝑷 im Inneren des Zylinders.

(e) Berechne die Polarisations-Volumsladungsdichte 𝜌P im Inneren des Zylinders und die
Polarisations-Oberflächenladungsdichte 𝜎P auf der Zylinderoberfläche.

Hinweis: Allgemeine Formeln zur Elektrostatik homogener Dielektrika: siehe Anhang A.12.

Siehe die ähnliche Aufgabe 6.1 in der Magnetostatik.

3.6
Eine Leiterkugel mit der Gesamtladung 𝑞, dem Radius
𝑎 und dem Kugelmittelpunkt im Ursprung ist von einer
dielektrischen Kugelschale (innerer Radius 𝑎, äußerer
Radius 𝑏, Dielektrizitätskonstante 𝜀) umgeben. Berechne
im ganzen Raum das 𝑬-Feld.
Hinweis: Allgemeine Formeln zur Elektrostatik homogener
Dielektrika: siehe Anhang A.12.
Siehe auch die analoge Aufgabe 6.2 in der Magnetostatik.

3.7* Eine dielektrische Kugelschale (innerer Radius 𝑎, äußerer Radius 𝑏, Mittelpunkt=
Ursprung, Dielektrizitätskonstante 𝜀) werde in ein (ursprünglich) homogenes elektrisches
Feld 𝑬0 = (0, 0, 𝐸0), 𝐸0 > 0, gebracht.
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Angaben

(a) Schreibe für die Feldstärke 𝑬 und das Potential 𝜑 die in den Raumgebieten 𝒢1∶ 𝑟 < 𝑎,
𝒢2∶ 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝒢3∶ 𝑟 > 𝑏 geltenden Feldgleichungen an. Welche Bedingungen müssen
𝑬 und 𝜑 auf den Kugelflächen 𝑟 = 𝑎, 𝑟 = 𝑏 und im Unendlichen erfüllen?

(b) Berechne Potential 𝜑 und Feldstärke 𝑬 in den Raumgebieten 𝒢1 , 𝒢2 und 𝒢3 .

(c) Berechne das Polarisationsfeld 𝑷 und das Verschiebungsfeld𝑫 im Raumgebiet 𝒢2 .

(d) Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Raumgebiet 𝒢2 und die Polarisa-
tions-Oberflächenladungsdichten 𝜎P,𝑎 , 𝜎P,𝑏 auf den Grenzflächen 𝑟 = 𝑎 bzw. 𝑟 = 𝑏
sowie die zugehörigen Gesamtladungen 𝑞P,Raum und 𝑞P,Oberfl,a , 𝑞P,Oberfl,b .

Anleitung: Beachte, dass axiale Symmetrie bezüglich der 𝑧-Achse vorliegt.

Siehe auch die ähnlichen Aufgaben 6.3 und T6.3 in der Magnetostatik.

3.8* Ein allseitig unendlich ausgedehntes Dielektrikummit der Dielektrizitätskonstan-
te 𝜀 hat einen unendlich langen zylindrischen Hohlraum vom Radius 𝑎. Das Dielektrikum
befindet sich im Feld eines unendlich langen unendlich dünnen zylindrischen Stabes mit
der positiven Ladung 𝜏 pro Längeneinheit, welcher im Hohlraum parallel zur Zylinder-
achse verläuft und von dieser den Abstand 𝑅0 < 𝑎 besitzt. Die Zylinderachse soll dabei
als 𝑧-Achse des Koordinatensystems gewählt werden, und die 𝑧𝑥-Ebene soll mit der von
Zylinderachse und Stab aufgespannten Ebene zusammenfallen.

(a) Schreibe für die elektrische Feldstärke 𝑬 oder für das Potential 𝜑 die Feldgleichungen
im Hohlraum und im Dielektrikum, die Anschlussbedingungen bei 𝑅 = 𝑎 sowie die
asymptotische Bedingung für 𝑅 → +∞ an.

(b) Verifiziere, dass die unter Punkt (a) angeschriebenen Gleichungen und Bedingungen
mithilfe der aus den Abbildungen 1, 2 ersichtlichen Bildladungsansätze erfüllt werden
können, und berechne auf diese Weise die elektrische Feldstärke im gesamten Raum.

(c) Berechne die Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P(𝜙) auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎
sowie die zugehörige Gesamt-Polarisationsladung pro Längeneinheit der Zylinderflä-
che.
Verwende das bestimmte Integral (siehe [11], 3.613.2)

𝜋

∫
0

𝑑𝜙
1 + 𝑐2− 2𝑐cos𝜙 = 𝜋

1 − 𝑐2 , 𝑐2< 1.

Anleitung: Potential und elektrische Feldstärke einer Linienladungsverteilung im Vakuummit der
konstanten Dichte 𝜏 längs der 𝑧-Achse können als bekannt angesehen werden. Sie sind durch

𝜑(𝑅) = −2𝜏 log𝑅 + 𝐶, 𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2

𝑬(𝒓) = 2𝜏( 𝑥
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 , 0)
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gegeben. Wer bereits die Aufgabe 2.14 behandelt hat, kann sich einige Rechenschritte ersparen,
indem er die Analogie zwischen den beiden Ersatzaufgaben mit der Aufgabe 2.14 ausnützt.

Abb. 1: Ansatz für 𝑅 < 𝑎 Abb. 2: Ansatz für 𝑅 > 𝑎

3.9 Ein elektrisch permanent polarisierter kugelförmiger Isolator (Elektret) mit dem
Radius 𝑎 und demMittelpunkt im Koordinatenursprung besitzt die Polarisation

𝑷(𝒓) = 𝑃0
𝑟
𝑎 𝒆𝑟 , 𝑃0 > 0

(𝑟, 𝜗, 𝜙 Kugelkoordinaten).

(a) Berechne die Polarisations-Volumsladungsdichte 𝜌P im Inneren der Kugel und die
Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf der Kugeloberfläche sowie die Gesamtla-
dung der Kugel.

(b) Berechne im gesamten Raum das von der polarisierten Kugel verursachte 𝑬-Feld.
Gib ferner für den gesamten Raum das zugehörige𝑫-Feld an und kommentiere das
Ergebnis für𝑫.

Siehe auch die Aufgabe 3.11 sowie die zu dieser Aufgabe analoge Aufgabe 6.6 in der Magnetostatik.

3.10 Ein elektrisch permanent polarisierter unendlich langer zylinderförmiger Isolator
(Elektret) mit dem Radius 𝑎 und der 𝑧-Achse als Zylinderachse besitzt die elektrische
Polarisation 𝑷(𝒓) = 𝑷0 = 𝑃0 𝒆𝑥 , 𝑃0 > 0.

(a) Berechne die Polarisations-Volumsladungsdichte 𝜌P im Inneren des Zylinders und die
Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf dem Zylindermantel.

(b) Berechne das elektrostatische Feld 𝑬 im gesamten Raum.

(c) Verifiziere, dass das elektrostatische Feld außerhalb des Zylinders in der Form

𝑬(𝒓) = 2(𝒑 • 𝒆𝑅)𝒆𝑅 − 𝒑
𝑅2 mit 𝒑 = 2𝑎2𝜋𝑷0

geschrieben werden kann.

138



Angaben

Bemerkung zu (c): Man spricht von einem „zweidimensionalen Dipol“ mit dem Dipolmoment 𝒑.

Siehe auch die folgende Aufgabe.

3.11 Ein elektrisch permanent polarisierter unendlich langer zylinderförmiger Isolator
(Elektret) mit dem Radius 𝑎 und der 𝑧-Achse als Zylinderachse besitzt die elektrische
Polarisation

𝑷(𝒓) = 𝑃0
𝑅
𝑎 𝒆𝑅 , 𝑃0 > 0

und rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 𝜔 um seine Achse (𝜔𝑎 ≪ 𝑐; 𝑅, 𝜙, 𝑧
Zylinderkoordinaten).

(a) Berechne die Polarisations-Volumsladungsdichte 𝜌P und die Volumsstromdichte im
Inneren des Zylinders sowie die Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P und die Flä-
chenstromdichte𝑲 auf dem Zylindermantel.

(b) Berechne das elektrische Feld 𝑬 und das Magnetfeld 𝑩 im gesamten Raum.

3.12
Gegeben sei eine Anordnung von zwei unendlich dünnen
konzentrischen Metallkugelschalen (Kugelmittelpunkt=
Koordinatenursprung) mit Radien 𝑎, 𝑏 (𝑏 > 𝑎) und den
freien Gesamtladungen+𝑄 bzw.−𝑄 (siehe die Abbildung).
Der Raum zwischen den Metallkugelschalen sei mit einem
Dielektrikum gefüllt, dessen Dielektrizitätskonstante ge-
mäß

𝜀(𝑟) = {
𝜀1 für 𝑎 < 𝑟 < 𝑐
𝜀2 für 𝑐 < 𝑟 < 𝑏

vom Ort abhängt.

(a) Berechne das Verschiebungsfeld𝑫, die elektrische Feldstärke 𝑬 und das Polarisations-
feld 𝑷 im Dielektrikum.

(b) Berechne die Flächenladungsdichten freier Ladungen und Polarisationsladungen
bei 𝑟 = 𝑎 und 𝑟 = 𝑏 , die Polarisisations-Flächenladungsdichte bei 𝑟 = 𝑐 sowie die
Polarisations-Raumladungsdichte im Dielektrikum.

(c) Berechne die Kapazität der Anordnung.

Siehe auch die analoge Testaufgabe T3.9 sowie die folgende Aufgabe.
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3.13
Gegeben sei eine Anordnung von zwei unendlich dünnen
konzentrischen Metall-Kreiszylindern (Zylinderachsen=
𝑧-Achse) mit Radien 𝑎, 𝑏 (𝑏 > 𝑎), der Länge 𝐿 ≫ 𝑏 und
den freien Gesamtladungen+𝑄 bzw.−𝑄 (siehe die Abbil-
dung). Der Raum zwischen den Metallzylindern sei mit ei-
nem Dielektrikum gefüllt, dessen Dielektrizitätskonstante
gemäß

𝜀(𝑅) = 𝜀0 + 𝛥𝜀 𝑅 − 𝑎
𝑏 − 𝑎

vom Ort abhängt (𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2 ).

(a) Berechne das Verschiebungsfeld𝑫, die elektrische Feldstärke 𝑬 und das Polarisations-
feld 𝑷 im Dielektrikum.

(b) Berechne die Flächenladungsdichten freier Ladungen und Polarisationsladungen bei
𝑅 = 𝑎 und 𝑅 = 𝑏 sowie die Polarisations-Raumladungsdichte im Dielektrikum.

(c) Berechne die Kapazität der Anordnung pro Längeneinheit in Achsenrichtung.

Verwende das unbestimmte Integral

∫ 𝑑𝜉
𝜉 (𝐴 + 𝐵𝜉)

= − 1
𝐴 log |||

𝐴 + 𝐵𝜉
𝜉

||| .

Siehe auch die folgende Aufgabe und die Testaufgaben T3.10, T3.12.

3.14
Gegeben sei eine Anordnung von zwei unendlich
dünnen konzentrischen Leiterkugelschalen (Mit-
telpunkte im Koordinatenursprung) mit Radien
𝑎, 𝑏 (𝑏 > 𝑎) und den freien Gesamtladungen+𝑄
bzw. −𝑄 (siehe die Abbildung). Der Raum zwi-
schen den Leiterkugelschalen sei wie in der Ab-
bildung dargestellt zur Hälfte mit einem Dielek-
trikum der Dielektrizitätskonstante 𝜀 gefüllt.

(a) Berechnedie elektrischeFeldstärke𝑬 imRaumgebiet zwischendenLeiterkugelschalen
und das Verschiebungsfeld𝑫 sowie das Polarisationsfeld 𝑷 im Dielektrikum.

(b) Berechne die Kapazität dieses Kugelkondensators.

(c) Berechne die Flächenladungsdichte freier Ladungen auf beiden Leiterkugelschalen.
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(d) Berechne die Polarisationsladungsdichte auf allen Oberflächenteilen des Dielektri-
kums.

Siehe auch die Testaufgabe T3.12.

3.15

In das Zentrum einer dielektrischen Kugel (Dielek-
trizitätskonstante 𝜀, Kugelmittelpunkt = Koordina-
tenursprung, Kugelradius 𝑎) werde ein elektrischer
Punktdipol 𝒑 = (0, 0, 𝑝), 𝑝 > 0, eingebracht (zugehö-
rige freie Ladungsdichte 𝜌(𝒓) = −𝒑 •𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓)).

(a) Schreibe für das Potential 𝜑 die im Innen- bzw. im Außenraum der Kugel geltenden
Feldgleichungenan.WelcheAnschlussbedingungenundasymptotischenBedingungen
muss 𝜑 auf der Kugeloberfläche und im Unendlichen erfüllen?

(b) Berechne das Potential 𝜑 im Innen- und Außenraum der Kugel.

(c) Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Inneren der Kugel und die
Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf ihrer Oberfläche sowie die zugehörigen
Gesamtladungen 𝑞P,Raum und 𝑞P,Oberfl.

Hinweise: Formeln zur Elektrostatik homogener Dielektrika siehe Anhang A.12.

Siehe auch die analoge Aufgabe 6.10 in der Magnetostatik.
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Lösungen

3.1 (a) Aufgrund der Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse muss

𝐸𝑅= 𝐸𝑅(𝑅, 𝑧), 𝐸𝑧= 𝐸𝑧(𝑅, 𝑧), 𝐸𝜙= 0; 𝜎P= 𝜎P(𝑅) (3.1-1)

gelten. Die vorerst nicht bekannte Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf der Grenz-
fläche 𝑧 = 0 wird nach Lösen der Feldgleichungenmit den Anschlussbedingungen und
der asymptotischen Bedingung aus 𝜎P = −Div𝑷 bestimmt.

Feldgleichungen für 𝒢1 (𝑧 > 0)∶ div𝑬(𝒓) = 4𝜋 𝑞1𝜀1
δ(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) ,

𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎;

Feldgleichungen für 𝒢2 (𝑧 < 0)∶ div𝑬(𝒓) = 4𝜋 𝑞2𝜀2
δ(𝒓 + 𝑑𝒆𝑧) ,

𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎;

Anschlussbedingungen für 𝑧 = 0 (Angabe: 𝜎 = 0)∶

Div𝑫 = 0 ⇒ 𝜀2𝐸𝑧(𝑅, 0−) = 𝜀1𝐸𝑧(𝑅, 0+);

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ 𝐸𝑅(𝑅, 0−) = 𝐸𝑅(𝑅, 0+);

asymptotische Bedingung: 𝑬(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝟎.

(3.1-2a)

(3.1-2b)

(3.1-2c)

(3.1-2d)

(3.1-2e)

(b) Bildladungsmethode

Ersatzproblem1: Ersatzproblem für den Halbraum 𝒢1 (𝑧 > 0); siehe die Abbildung1

Einheitliches Mediummit der Dielektrizitätskonstante 𝜀1 (daher keine Grenzfläche); für
die Wirkung auf den Halbraum 𝒢1 ersetzt 𝑞′1/𝜀1 die Flächenladungsverteilung 𝜎P und 𝑞2/𝜀2.
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Abbildung1

Ersatzproblem2: Ersatzproblem für den Halbraum 𝒢2 (𝑧 < 0); siehe die Abbildung2

Einheitliches Mediummit der Dielektrizitätskonstante 𝜀2 (daher keine Grenzfläche); für
die Wirkung auf den Halbraum 𝒢2 ersetzt 𝑞′2/𝜀2 die Flächenladungsverteilung 𝜎P und 𝑞1/𝜀1.

Abbildung2

Lösungsansatz (Bildladungsansatz)

𝑬(𝒓) = 𝑞1(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧)
𝜀1|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧|3

+
𝑞′1(𝒓 + 𝑑𝒆𝑧)
𝜀1|𝒓 + 𝑑𝒆𝑧|3

für 𝑧 > 0;

𝑬(𝒓) = 𝑞2(𝒓 + 𝑑𝒆𝑧)
𝜀2|𝒓 + 𝑑𝒆𝑧|3

+
𝑞′2(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧)
𝜀2|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧|3

für 𝑧 < 0.

(3.1-3a)

(3.1-3b)

Dieser Ansatz erfüllt in den Halbräumen 𝑧 > 0 bzw. 𝑧 < 0 die jeweiligen Feldgleichungen
(3.1-2a) bzw. (3.1-2b) sowie die asymptotische Bedingung (3.1-2e). Zu erfüllen sind ledig-
lich noch die Anschlussbedingungen (3.1-2c) und (3.1-2d). Falls diese zu keinemWiderspruch
führen und 𝑞′1, 𝑞′2 eindeutig zu bestimmen gestatten, ist das Problem gelöst.
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Anschlussbedingungen für 𝑧 = 0

Anschlussbedingung (3.1-2c):

𝜀2
𝑞2
𝜀2

𝑑
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

+ 𝜀2
𝑞′2
𝜀2

(−𝑑)
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

= 𝜀1
𝑞1
𝜀1

(−𝑑)
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

+ 𝜀1
𝑞′1
𝜀1

𝑑
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

, ∀𝑅 ⇒

𝑞′1+ 𝑞′2 = 𝑞1+ 𝑞2 ; (3.1-4a)

Anschlussbedingung (3.1-2d): 𝒓 • 𝒆𝑅 = 𝑅, 𝒆𝑧 • 𝒆𝑅 = 0
𝑞2
𝜀2

𝑅
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

+
𝑞′2
𝜀2

𝑅
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

= 𝑞1
𝜀1

𝑅
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

+
𝑞′1
𝜀1

𝑅
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

, ∀𝑅 ⇒

𝑞′1
𝜀1
−
𝑞′2
𝜀2

= −𝑞1𝜀1
+ 𝑞2
𝜀2
. (3.1-4b)

Die Gleichungen (3.1-4a), (3.1-4b) bilden zusammen ein lineares Gleichungssystem von
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, das zu lösen ich dem Leser überlasse. Das
Ergebnis lautet (in der Angabe wurde 𝜀1 > 𝜀2 angenommen):

𝑞′1 =
𝜀1− 𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞1 +
2𝜀1

𝜀1+ 𝜀2
𝑞2 , 𝑞′2 =

2𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞1 −
𝜀1− 𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞2 . (3.1-5)

Die Bildladungsmethode hat also zum Erfolg geführt: Einsetzen von (3.1-5) in den Lö-
sungsansatz (3.1-3a), (3.1-3b) gibt die Lösung des Problems.
Bemerkungen:
(1) Der Leser beachte die Symmetrie der Formeln bezüglich Indexvertauschung 1↔ 2.
(2) ImFall 𝜀2 ↑ 𝜀1 (einheitlichesMediumbeimeigentlichen Problem, also keineGrenzfläche
und somit auch 𝜎P= 0) ergibt sich (wie dies der Fall sein muss) 𝑞′1= 𝑞2, 𝑞′2= 𝑞1.

(c) Polarisations-Flächenladungsverteilung auf der Grenzfläche

Mit 𝜎P = −Div𝑷 und 𝑷 = 𝜀−1
4𝜋

𝑬 erhalten wir

𝜎P(𝑅) = −[𝑃𝑧(𝑅, 0+) − 𝑃𝑧(𝑅, 0−)] = −𝜀1 − 1
4𝜋 𝐸𝑧(𝑅, 0+) +

𝜀2 − 1
4𝜋 𝐸𝑧(𝑅, 0−)

= −𝜀1 − 1
4𝜋 [

𝑞1
𝜀1

(−𝑑)
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

+
𝑞′1
𝜀1

𝑑
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

] + 𝜀2 − 1
4𝜋 [

𝑞2
𝜀2

𝑑
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

+
𝑞′2
𝜀2

(−𝑑)
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

]

= 1
4𝜋

𝑑
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

[−(1 − 1
𝜀1
)(−𝑞1+ 𝑞′1) + (1 − 1

𝜀2
)(𝑞2− 𝑞′2⏟⎵⏟⎵⏟
−𝑞1+ 𝑞′1

)]

= 1
4𝜋

𝑑
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

(𝑞1− 𝑞′1)[1 −
1
𝜀1
− 1 + 1

𝜀2
] .
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Einsetzen von 𝑞′1 Gl. (3.1-5) und Zusammenfassen ergibt

𝜎P(𝑅) =
1
2𝜋

𝜀1− 𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

(
𝑞1
𝜀1
− 𝑞2
𝜀2
) 𝑑
(𝑅2+ 𝑑2)3/2

. (3.1-6)

Für die gesamte Polarisationsladung auf der Grenzfläche erhalten wir damit aus

𝑞P,Gfl. = ∫
Ebene
𝑧=0

𝑑𝑓𝜎P = 2𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑅𝑅𝜎P(𝑅)

𝑞P,Gfl. =
𝜀1− 𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

(
𝑞1
𝜀1
− 𝑞2
𝜀2
) . (3.1-7)

Bemerkung: Dass 𝜎P(𝑅) und 𝑞P,Gfl. für 𝜀2 ↑ 𝜀1 gegen null strebenmüssen, war von vornher-
ein klar. Aber auch im Fall 𝑞1/𝜀1 = 𝑞2/𝜀2 (d.h. 𝑞′1 = 𝑞1, 𝑞′2 = 𝑞2) sind 𝜎P(𝑅) und 𝑞P,Gfl. null.
Warummusste sich auch das ergeben?

(d) Vorbemerkung: Die Erfahrungen aus der Elektrostatik der Leiter haben uns gezeigt,
dass die Berechnung von Kräften bei Problemen, bei denen die Bildladungsmethode an-
wendbar ist, durch deren Anwendung wesentlich vereinfacht wird.
Lösungsweg 1: Bildladungsmethode

Für dieWirkung auf denHalbraum 𝑧 > 0 ersetzt 𝑞′1/𝜀1 die Flächenladungsverteilung 𝜎Pund
𝑞2/𝜀2 (Ersatzproblem1), und die Kraft auf die Punktladung 𝑞1 kann daher als Coulombkraft
berechnet werden:

𝑭1 =
𝑞′1
𝜀1
𝑞1

1
(2𝑑)2

𝒆𝑧 = ( 1𝜀1
𝜀1− 𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞21
4𝑑2 +

2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞1𝑞2
4𝑑2 )𝒆𝑧 . (3.1-8a)

Analog erhalten wir mithilfe von Ersatzproblem2:

𝑭2 = −
𝑞′2
𝜀2
𝑞2

1
(2𝑑)2

𝒆𝑧 = −(− 1
𝜀2
𝜀1− 𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞22
4𝑑2 +

2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞1𝑞2
4𝑑2 )𝒆𝑧 ≠ −𝑭1 . (3.1-8b)

Nur im Grenzfall 𝜀2↑ 𝜀1 (einheitliches Medium, keine Grenzfläche) gilt 𝑭2 = −𝑭1. Leser, die
das wundert, verweise ich auf die Bemerkungen am Ende der Lösung.

Lösungsweg 2: Eigentliches Problem

Wie schon oben festgestellt, ist dieser Lösungsweg wesentlich komplizierter. Ich skizziere
ihn für die Berechnung von 𝑭1, die Details überlasse ich dem Leser, ebenso die analoge
Rechnung für 𝑭2.
𝑭1 als Kraft von 𝑞2/𝜀2 und 𝜎P auf 𝑞1 berechnet:

𝑭1 =
𝑞2
𝜀2
𝑞1

1
(2𝑑)2

𝒆𝑧 + 𝑞1𝑬(𝜎P; 𝑑𝒆𝑧) mit 𝑬(𝜎P; 𝒓) ≔ ∫
Ebene
𝑧′=0

𝑑𝑓′ 𝜎P(𝑅
′) (𝒓 − 𝒓′)

|𝒓 − 𝒓′|3
.
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Mit Gl. (3.1-6) erhält man nach Ausführen der elementaren Integrationen und Zusammen-
fassen wieder das Ergebnis (3.1-8a).

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

In der Elektrostatik der Dielektrika muss stets die vektorielle Summe der Kräfte auf alle
vorhandenen freien Ladungen und Polarisationsladungen null sein.
In einem homogenen Dielektrikum gilt die Beziehung (A.12-4) von Anhang A.12, also insbe-
sondere der Zusammenhang

𝜌P = −𝜀 − 1
𝜀 𝜌

zwischen der Polarisationsraumladungsdichte und der Raumladungsdichte freier Ladun-
gen. Im gegebenen Beispiel gibt es beim eigentlichen Problem daher neben den freien
Ladungen 𝑞1, 𝑞2 noch die Polarisationsladungen

𝑞P,1 = −𝜀1 − 1
𝜀1

𝑞1 am Ort 𝑑𝒆𝑧 ; 𝑞P,2 = −𝜀2 − 1
𝜀2

𝑞2 am Ort − 𝑑𝒆𝑧 . (3.1-9)

Im Folgenden beschränke ich mich auf den Sonderfall 𝑞1/𝜀1= 𝑞2/𝜀2 d. h. 𝑞′1= 𝑞1 , 𝑞′2= 𝑞2 ,
der wegen 𝜎P(𝑅) = 0 und 𝑞P,Gfl. = 0 übersichtlich ist. Die Formeln (3.1-8a), (3.1-8b)
vereinfachen sich dann zu

𝑭1 =
𝑞21
𝜀1

1
4𝑑2 𝒆𝑧 =

𝑞1𝑞2
𝜀2

1
4𝑑2 𝒆𝑧 ; 𝑭2 = −

𝑞22
𝜀2

1
4𝑑2 𝒆𝑧 = −𝑞1𝑞2𝜀1

1
4𝑑2 𝒆𝑧 ≠ −𝑭1 . (3.1-10)

Für die Kräfte auf die Polarisationsladungen (3.1-9) gilt dann analog

𝑭P,1 =
𝑞1
𝜀1
𝑞P,1

1
4𝑑2 𝒆𝑧 = −𝜀1 − 1

𝜀21
𝑞21

1
4𝑑2 𝒆𝑧 = −𝜀1 − 1

𝜀1𝜀2
𝑞1𝑞2
4𝑑2 𝒆𝑧 ; (3.1-11a)

𝑭P,2 =
𝜀2 − 1
𝜀1𝜀2

𝑞1𝑞2
4𝑑2 𝒆𝑧 ≠ −𝑭P,1 . (3.1-11b)

Für 𝜀1 > 𝜀2 gilt also

𝑭1+ 𝑭2 ≠ 𝟎, 𝑭P,1+ 𝑭P,2 ≠ 𝟎, aber: 𝑭1+ 𝑭2+ 𝑭P,1+ 𝑭P,2 = 𝟎. (3.1-12)

Nur im Grenzfall 𝜀2 ↑ 𝜀1 sind die Teilsummen über die freien Ladungen bzw. über die
Polarisationsladungen für sich null.

3.2 Es liegt Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse vor. Dies bedeutet

𝜑 = 𝜑(𝑅, 𝑧); 𝐸𝑅= 𝐸𝑅(𝑅, 𝑧), 𝐸𝑧= 𝐸𝑧(𝑅, 𝑧), 𝐸𝜙= 0; 𝜎 = 𝜎(𝑅); 𝑭 = 𝐹𝑧𝒆𝑧 . (3.2-1)

Die vorerst nicht bekannte Influenz-Flächenladungsdichte 𝜎 auf der Leiteroberfläche
𝑧 = 0 wird nach Lösen der Feldgleichungen für 𝑧 > 0 mit der Randbedingung und der
asymptotischen Bedingung aus 4𝜋𝜎(𝑅) = 𝐷𝑧(𝑅, 0+) bestimmt.
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(a) Bildladungsmethode

Eigentliches Problem Ersatzproblem für 𝑧 > 0

Potential: Poissongleichung für 𝑧 > 0 mit Randbedingung und asymptotischer Bedingung
(siehe die Feldgleichungen (A.12-1a), (A.12-1b))

Δ𝜑(𝒓) = −4𝜋 𝑞𝜀 δ(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) ;

𝜑(𝑅, 0+) = 0;

𝜑(𝒓) −−−⟶
𝑧→+∞

0.

(3.2-2a)

(3.2-2b)

(3.2-2c)

Lösungsansatz für 𝑧 > 0

𝜑(𝒓) = 1
𝜀

𝑞
|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧|

− 1
𝜀

𝑞
|𝒓 + 𝑑𝒆𝑧|

. (3.2-3)

Gl. (3.2-2a) ist erfüllt, da der erste Term von 𝜑 Gl. (3.2-3) im Raumbereich 𝑧 > 0 Lösung
der inhomogenen Differentialgleichung ist, und der zweite Term in diesem Raumbereich
Lösung der homogenenDifferentialgleichung ist. Außerdemsind die Bedingungen (3.2-2b)
und (3.2-2c) erfüllt. Das zugehörige elektrostatische Feld lautet

𝑬(𝒓) = 1
𝜀
𝑞 (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧)
|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧|3

− 1
𝜀
𝑞(𝒓 + 𝑑𝒆𝑧)
|𝒓 + 𝑑𝒆𝑧|3

. (3.2-4)

Der Raumbereich 𝑧 < 0 ist feldfrei.
(b) Aus 4𝜋𝜎(𝑅) = 𝐷𝑧(𝑅, 0+) = 𝜀𝐸𝑧(𝑅, 0+) folgt für die Influenz-Flächenladungsverteilung

𝜎 = − 1
2𝜋

𝑞𝑑
(𝑅2 + 𝑑2)3/2

. (3.2-5)

Das Integral über die Ebene 𝑧 = 0 ergibt−𝑞 ✓.
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(c) Für die Wirkung auf den Halbraum 𝑧 > 0 ersetzt die Bildladung −𝑞 bei −𝑑𝒆𝑧 die
Influenz-Flächenladungsverteilung 𝜎, die Kraft auf die Punktladung 𝑞 kann daher als
Coulombkraft berechnet werden:

𝑭 = − 𝑞2
4𝑑2𝜀 𝒆𝑧 . (3.2-6)

Bemerkung: Ein Diamagnetikum schirmt sein Inneres umso stärker gegen das elektrische Feld
außerhalb befindlicher freier („expliziter“) Ladungen ab, je höher der Wert der Dielektrizitätskon-
stante ist. Im Grenzfall 𝜀 → +∞ wird die Abschirmung total. Man kann deshalb die Lösung der
vorliegenden Aufgabe aus der Lösung der Aufgabe 3.1 erhalten, indemman in Aufgabe 3.1

𝑞1 = 𝑞, 𝑞2 = 0, 𝜀1 = 𝜀

setzt und den Grenzübergang 𝜀2→ +∞ durchführt. Der Leser führe diese Rechnung durch.

Zum Verhalten eines Dielektrikums im Grenzfall 𝜀 → +∞ siehe auch den Punkt (e) von Aufgabe 3.4.

3.3
(a) Das 𝑬-Feld ist in 𝒢1, 𝒢2 wirbel-
frei. Da es in 𝒢1 und 𝒢2 keine freien
(„expliziten“) Ladungen gibt, gibt es
dort auch keine von null verschiede-
ne Polarisations-Raumladungsvertei-
lung (siehe Gl. (A.12-4)), und das 𝑬-
Feld ist in 𝒢1 und 𝒢2 auch quellenfrei.
Damit gilt

𝑬(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝒓),

Δ𝜑(𝒓) = 0.

Das Potential muss für 𝑟 = 𝑎 konstant
sein und im Unendlichen gegen null
streben. Die einzige Lösung der La-
placegleichung, welche dies erfüllt, ist

𝜑(𝒓) = 𝜑(𝑟) = 𝐶
𝑟 . (3.3-1)

Die Konstante 𝐶 bestimmen wir in Abhängigkeit von 𝑞, 𝜀1 und 𝜀2 aus

∮
ℱ(𝒦𝑟)

𝒅𝒇′•𝑫(𝒓′) = 4𝜋∫
𝒦𝑟

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) = 4𝜋𝑞, 𝒦𝑟 Kugelvolumen vom Radius 𝑟 > 𝑎.

Mit
𝒢1∶ 𝑫(𝒓) = 𝜀1𝑬(𝒓) = 𝜀1

𝐶
𝑟2 𝒆𝑟 , 𝒢2∶ 𝑫(𝒓) = 𝜀2𝑬(𝒓) = 𝜀2

𝐶
𝑟2 𝒆𝑟 (3.3-2)
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erhalten wir daraus 2𝜋𝑎2𝜀1𝐶/𝑎2 + 2𝜋𝑎2𝜀2𝐶/𝑎2 = 4𝜋𝑞 ⇒

𝐶 = 2𝑞
𝜀1+ 𝜀2

. (3.3-3)

Ergebnis:

𝑬(𝒓) = 2
𝜀1+ 𝜀2

𝑞
𝑟2 𝒆𝑟 für 𝑟 > 𝑎. (3.3-4)

(b) Flächenladungsdichte freier Ladungen auf der Halbkugelflächeℱ1∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 > 0 :

Div𝑫 = 𝐷𝑟(𝑎+) − 𝐷𝑟(𝑎−) = 𝐷𝑟(𝑎+) = 𝜀1
𝐶
𝑎2 = 4𝜋𝜎1 , ⇒ 𝜎1 =

𝑞
2𝜋𝑎2

𝜀1
𝜀1+ 𝜀2

.

Die Berechnung der Flächenladungsdichte freier Ladungen auf der anderen Halbkugelflä-
che ist vollkommen analog.

Flächenladungsdichte freier Ladungen auf den Halbkugelflächen ℱ1∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 > 0 und
ℱ2∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 < 0:

𝜎1 =
𝑞

2𝜋𝑎2
𝜀1

𝜀1+ 𝜀2
, 𝜎2 =

𝑞
2𝜋𝑎2

𝜀2
𝜀1+ 𝜀2

. (3.3-5)

Test: 2𝜋𝑎2(𝜎1+ 𝜎2) = 𝑞 ✓
(c) Polarisations-Flächenladungsdichte auf der Halbkugelflächeℱ1∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 > 0 :

𝜎P,1 = −Div𝑷 = −[𝑃𝑟(𝑎+) − 𝑃𝑟(𝑎−)] = −𝑃𝑟(𝑎+) = −𝜀1− 1
4𝜋

𝐶
𝑎2 = − 𝑞

2𝜋𝑎2
𝜀1− 1
𝜀1+ 𝜀2

.

Die Berechnung der Polarisations-Flächenladungsdichte auf der anderen Halbkugelfläche
ist vollkommen analog.

Polarisations-Flächenladungsdichte auf den Halbkugelflächenℱ1∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 > 0 und
ℱ2∶ 𝑟 = 𝑎, 𝑧 < 0:

𝜎P,1 = − 𝑞
2𝜋𝑎2

𝜀1− 1
𝜀1+ 𝜀2

, 𝜎P,2 = − 𝑞
2𝜋𝑎2

𝜀2− 1
𝜀1+ 𝜀2

. (3.3-6)

Weitere Polarisationsladungen gibt es (im Endlichen) nicht.

3.4*

Es liegt Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-
Achse vor. Dies bedeutet 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗);
𝐸𝑟 = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗), 𝐸𝜗 = 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗), 𝐸𝜙 = 0;
𝜎P = 𝜎P(𝜗). Die vorerst nicht bekann-
te Polarisations-Flächenladungsdichte
𝜎P auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 wird nach Lösen
der Feldgleichungenmit den Anschluss-
bedingungen und der asymptotischen
Bedingung aus 𝜎P = −Div𝑷 bestimmt.
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Da die gesamte Quellverteilung räumlich lokalisiert ist, können wir die Konvention
𝜑(𝑟 →+∞,𝜗) → 0 benützen.

(a) Für 𝑟 < 𝑎 gelten die Feld- und Materialgleichungen (A.12-1a), (A.12-1b). Somit lauten
Feldgleichungen, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝑬:

Feldgleichungen für 𝑟 < 𝑎∶ div𝑬(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎; (3.4-1a)

Feldgleichungen für 𝑟 > 𝑎∶ div𝑬(𝒓) = 4𝜋𝑞 δ(𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧) , 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎; (3.4-1b)

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑎 (Angabe: 𝜎 = 0)∶

Div𝑫 = 0 ⇒ 𝜀𝐸𝑟(𝑎−, 𝜗) = 𝐸𝑟(𝑎+, 𝜗) ; (3.4-1c)

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ 𝐸𝜗(𝑎−, 𝜗) = 𝐸𝜗(𝑎+, 𝜗) ; (3.4-1d)

asymptotische Bedingung: 𝑬(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝟎. (3.4-1e)

Bemerkung: Da es im Raumbereich 𝑟 < 𝑎 keine freien Ladungen gibt, ist dort auch 𝜌P = 0
(siehe (A.12-4)).

Feldgleichung, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für das Potential 𝜑

Feldgleichung für 𝑟 < 𝑎∶ Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = 0;

Feldgleichung für 𝑟 > 𝑎∶ Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = −4𝜋𝑞δ(𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧) ;

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑎∶

𝜀 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟
|||𝑎−

= 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎+
; 𝜑(𝑎−, 𝜗) = 𝜑(𝑎+, 𝜗) ;

asymptotische Bedingung: 𝜑(𝑟, 𝜗) −−−⟶
𝑟→+∞

0.

(3.4-2a)

(3.4-2b)

(3.4-2c)

(3.4-2d)

Bemerkung: Die Anschlussbedingung (3.4-1d) bedeutet an sich

𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗

|||𝑎−
= 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)

𝜕𝜗
|||𝑎+

,

was lediglich
𝜑(𝑎−, 𝜗) = 𝜑(𝑎+, 𝜗) + 𝐶 impliziert.

Eine solche additive Konstante würde aber nur zu einer bedeutungslosen additiven Kon-
stante im Potential für 𝑟 < 𝑎 führen.

(b) Lösungsansatz für 𝑟 > 𝑎: 𝜑1 Potential der Punktladung (Lösung der inhomogenen
Gleichung), 𝜑2 Potential der auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 durch Polarisation des Dielektrikums
hervorgerufenen (zunächst noch unbekannten) Polarisations-Flächenladungsverteilung
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𝜎P(𝜗) (wegen 𝑟 > 𝑎 Lösung der homogenen Gleichung).

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝜑1(𝑟, 𝜗) + 𝜑2(𝑟, 𝜗) ; (3.4-3a)

𝜑1(𝑟, 𝜗) =
𝑞

|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|
= 𝑞

∞

∑
𝑙=0

𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

𝑃𝑙(cos 𝜗) ; 𝜑2(𝑟, 𝜗) = 𝑞
∞

∑
𝑙=0

𝐵𝑙 (
𝑎
𝑟 )

𝑙+1𝑃𝑙(cos 𝜗) ; (3.4-3b)

𝜑(𝑎+, 𝜗) = 𝑞
∞

∑
𝑙=0

( 𝑎𝑙

𝑟𝑙+10
+ 𝐵𝑙)𝑃𝑙(cos 𝜗) . (3.4-3c)

Lösungsansatz für 𝑟 < 𝑎: Auch das Potential für denRaumbereich 𝑟 < 𝑎 lässt sich als Summe
von zwei Beiträgen, dem Beitrag der Punktladung 𝑞 und dem Beitrag der Polarisations-
Flächenladungsverteilung 𝜎P(𝜗), schreiben. Da jedoch für 𝑟 < 𝑎 beide Beiträge Lösungen
der Laplacegleichung darstellen, ist es besser gleich einen Ansatz für das Gesamtpotential
zu machen:

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
∞

∑
𝑙=0

𝐴𝑙 (
𝑟
𝑎)

𝑙𝑃𝑙(cos 𝜗) ⇒ 𝜑(𝑎−, 𝜗) = 𝑞
∞

∑
𝑙=0

𝐴𝑙𝑃𝑙(cos 𝜗) . (3.4-4)

Der Lösungsansatz für 𝑟 > 𝑎 erfüllt die Feldgleichung (3.4-2b) und die asymptotische
Bedingung (3.4-2d), der Lösungsansatz für 𝑟 < 𝑎 erfüllt die Feldgleichung (3.4-2a). Zu
erfüllen sind lediglich noch die Anschlussbedingungen (3.4-2c). Nach einer kurzen ele-
mentaren Rechnung, welche ich dem Leser überlasse, erhält man unter Ausnützen der
linearen Unabhängigkeit der Legendrepolynome

𝐴𝑙 =
2𝑙 + 1

𝜀𝑙 + 𝑙 + 1
𝑎𝑙

𝑟𝑙+10
, 𝐵𝑙 = − (𝜀 − 1) 𝑙

𝜀𝑙 + 𝑙 + 1
𝑎𝑙

𝑟𝑙+10
, 𝑙 = 0, 1, 2,… (3.4-5)

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
|𝒓 − 𝑟0𝒆𝑧|

− (𝜀 − 1)𝑞
∞

∑
𝑙=1

𝑙
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1

𝑎2𝑙+1

𝑟𝑙+10

𝑃𝑙(cos 𝜗)
𝑟𝑙+1

für 𝑟 > 𝑎;

𝜑(𝑟, 𝜗) = 𝑞
∞

∑
𝑙=0

2𝑙 + 1
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1

1
𝑟𝑙+10

𝑟𝑙𝑃𝑙(cos 𝜗) für 𝑟 < 𝑎.

(3.4-6a)

(3.4-6b)

Bemerkungen: Für 𝑟 > 𝑎 lässt sich 𝜑2(𝑟, 𝜗) nicht in der Form

𝑞′
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|

+ 𝑞″
𝑟 , 𝑟′0 < 𝑎

schreiben, außer im Grenzfall 𝜀 → +∞ (siehe Punkt (f)).
Für 𝑟 < 𝑎 lässt sich 𝜑(𝑟, 𝜗) nicht in der Form

𝑞‴
|𝒓 − 𝑟‴0 𝒆𝑧|

, 𝑟‴0 > 𝑎

schreiben, auch nicht im Grenzfall 𝜀 → +∞.
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Bemerkung: Der Hinweis in der Angabe zur elementaren Bildladungsmethode ist damit bestätigt.

(c) 𝑬, 𝑫 und 𝑷 im InnerenderdielektrischenKugel (𝜙-Komponentennull): Mit derFormel
(A.3-14) und 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑 folgt

𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) = −𝑞
∞

∑
𝑙=1

(2𝑙 + 1)𝑙
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1

𝑟𝑙−1

𝑟𝑙+10
𝑃𝑙(cos 𝜗) ,

𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) = −𝑞
∞

∑
𝑙=0

2𝑙 + 1
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1

𝑟𝑙−1

𝑟𝑙+10

𝑑𝑃𝑙(cos 𝜗)
𝑑𝜗 ;

𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓) , 𝑷(𝒓) = 𝜀 − 1
4𝜋 𝑬(𝒓) .

(3.4-7)

(3.4-8)

(d) Im Raumbereich 𝑟 < 𝑎 gibt es keine freien Ladungen. Nach der in jedem homogenen
Dielektrikum gültigen Beziehung (A.12-4) folgt also für den Raumbereich 𝑟 < 𝑎

𝜌P = 0 ⇒ 𝑞P,Raum = 0. (3.4-9)

Polarisations-Flächenladungsverteilung auf der Oberfläche der dielektrischen Kugel

Mit 𝜎P = −Div𝑷 erhalten wir

𝜎P(𝜗) = −[𝑃𝑟(𝑎+, 𝜗)⏟⎵⏟⎵⏟
0

−𝑃𝑟(𝑎−, 𝜗)] ,

𝜎P(𝜗) = 𝑃𝑟(𝑎−, 𝜗) =
𝜀 − 1
4𝜋 𝐸𝑟(𝑎−, 𝜗) ,

𝜎P(𝜗) = −𝜀 − 1
4𝜋𝑎2 𝑞

∞

∑
𝑙=1

(2𝑙 + 1)𝑙
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1 (

𝑎
𝑟0
)
𝑙+1𝑃𝑙(cos 𝜗) . (3.4-10)

Für die gesamte Polarisationsladung auf der Oberfläche der dielektrischen Kugel ergibt
sich damit (𝑑𝑓 = 𝑎2𝑑𝛺)

𝑞P,Oberfl = ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎P(𝜗) = −𝜀 − 1
2 𝑞

∞

∑
𝑙=1

(2𝑙 + 1)𝑙
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1 (

𝑎
𝑟0
)
𝑙+1

𝜋

∫
0

𝑑(cos 𝜗) 𝑃𝑙(cos 𝜗)
⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟

0 für 𝑙 = 1, 2,…

= 0.

Beachte:
∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓′ 𝜎P(𝜗
′)

|𝒓 − 𝒓′| = 𝜑2(𝑟, 𝜗) . (3.4-11)

Ich überlasse es dem Leser, dieses Integral für 𝑟 > 𝑎 und für 𝑟 < 𝑎 zu berechnen. Im
ersterenFallmuss sichder zweite TermvonGl. (3.4-6a) ergeben, im letzterenFall berechne
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der Leser durch Abziehen des Ergebnisses von 𝜑(𝑟, 𝜗)Gl. (3.4-6b) das zugehörige Potential
𝜑1(𝑟, 𝜗).
Die Abbildung zeigt als „Fleißaufgabe“ (war in der Angabe nicht verlangt) die Abschir-

mung des 𝑬-Feldes im Inneren des Dielektrikums durch die im Feld der Punktladung
induzierte Polarisations-Oberflächenladungsverteilung 𝜎P für den Fall 𝜀 = 2 und 𝑟0 = 3𝑎
(Zeichnung für 𝑞 > 0). Der Abschirmeffekt ist umso größer je größer 𝜀 ist. Für reale Substan-
zen kann 𝜀Werte bis ungefähr 160 annehmen. ImGrenzfall 𝜀 → +∞ wird die Abschirmung
total, wie im Punkt (f) gezeigt wird.

Abb. 3.4-1: Feldlinienverlauf des 𝑬-Feldes in der Umgebung der Ku-
geloberfläche und im Kugelinneren für den Fall 𝜀 = 2 und 𝑟0 = 3𝑎
(Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse; Zeichnung für 𝑞 > 0)

(e) Index1 Punktladung, Index2 Polarisations-Oberflächenladungsverteilung:

𝑊e =
1
2∫
ℱ2

𝑑𝑓𝜎2(𝒓) 𝜑1(𝒓) . (3.4-12)

Benötigte Ingredienzien:

ℱ2= 𝐹𝐾𝑎∶ 𝑑𝑓 = 𝑎2 sin 𝜗𝑑𝜗𝑑𝜙; 𝜎2(𝒓) = 𝜎P(𝜗) Gl. (3.4-10);

𝜑1(𝒓) =
𝑞

𝑑(𝜗)
mit 𝑑(𝜗) = √𝑟20 + 𝑎2− 2𝑟0𝑎 cos 𝜗 (Kosinussatz),

𝜑1(𝒓) =
𝑞
𝑟0

∞

∑
𝑛=0

( 𝑎𝑟0
)
𝑛
𝑃𝑛(cos 𝜗) (erzeugende Funktion der Legendrepolynome).
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Einsetzen in die Formel (3.4-12) gibt

𝑊e = −12 2𝜋𝑎
2 𝜀 − 1
4𝜋𝑎2

𝑞2
𝑟0

∞

∑
𝑛=0

( 𝑎𝑟0
)
𝑛

∞

∑
𝑙=1

(2𝑙 + 1)𝑙
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1 (

𝑎
𝑟0
)
𝑙+1

2
2𝑙+1

𝛿𝑛𝑙
⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞+1

∫
−1

𝑑𝜉𝑃𝑛(𝜉)𝑃𝑙(𝜉) ,

𝑊e = −(𝜀 − 1) 𝑞
2

2𝑟0

∞

∑
𝑙=1

𝑙
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1 (

𝑎
𝑟0
)
2𝑙+1. (3.4-13)

Die Kraft, welche die elektrisch polarisierte Kugel auf die Punktladung ausübt, besitzt aus
Symmetriegründen nur eine von null verschiedene 𝑧-Komponente und ist anziehend:

𝑭 = 𝑭1 = 𝐹1𝑧𝒆𝑧 ,

𝐹1𝑧 = −𝜕𝑊e
𝜕𝑟0

= −(𝜀 − 1) 𝑞
2

𝑟20

∞

∑
𝑙=1

𝑙 (𝑙 + 1)
𝜀𝑙 + 𝑙 + 1 (

𝑎
𝑟0
)
2𝑙+1.

(3.4-14a)

(3.4-14b)

(f) Grenzfall 𝜀 → +∞: Für 𝑟 > 𝑎 ergibt der Grenzübergang

𝜑2(𝑟, 𝜗) −−−⟶𝜀→+∞
−𝑞

∞

∑
𝑙=1

𝑎2𝑙+1

𝑟𝑙+10

𝑃𝑙(cos 𝜗)
𝑟𝑙+1

= (− 𝑎
𝑟0
𝑞)

∞

∑
𝑙=0

(𝑎
2

𝑟0
)
𝑙

𝑟𝑙+1
𝑃𝑙(cos 𝜗) +

𝑎
𝑟0
𝑞

𝑟 = 𝑞′
|𝒓 − 𝑟′0𝒆𝑧|

+ 𝑞″
𝑟

mit
𝑞′ = −𝑎𝑟0

𝑞, 𝑟′0 =
𝑎2
𝑟0

< 𝑎; 𝑞″= −𝑞′= 𝑎
𝑟0
𝑞.

Der Vergleich mit Aufgabe 2.1, Gl. (2.1-23), (2.1-25) zeigt: Potential 𝜑 und Feldstärke 𝑬
sind im Grenzfall 𝜀 → +∞ im Außenraum der Kugel gleich wie bei der ungeladenen Leiter-
kugel. Außerdem sehen wir, dass die dielektrische Kugel im Grenzfall 𝜀 → +∞ für das
Außenraumproblem durch zwei fiktive Bildladungen bei 𝑟 < 𝑎 ersetzt werden kann.
Damit ist auch ohne Rechnung klar, dass im Grenzfall 𝜀 → +∞ die Polarisations-Flächen-
ladungsdichte 𝜎P gegen die Influenz-Flächenladungsdichte 𝜎 von Gl. (2.1-29), Fall (III) mit
𝑄 = 0, strebt. Für Leser, welche dies explizit zeigenmöchten, eine Formel2, welche man
für die Berechnung des Grenzwertes von 𝜎P benötigt:

∞

∑
𝑙=0

(2𝑙 + 1) 𝑡𝑙+1𝑃𝑙(𝜉) =
𝑡 (1 − 𝑡2)

(1 + 𝑡2− 2𝑡𝜉)3/2
, |𝑡| < 1. (3.4-15)

Für 𝑟 < 𝑎 ergibt der Grenzübergang in Gl. (3.4-6b)

𝜑(𝑟, 𝜗) −−−⟶
𝜀→+∞

𝑞
𝑟0
= konst. ⇒ 𝑬(𝒓) −−−⟶

𝜀→+∞
𝟎.

2Diese Formel kann man durch Ableiten der erzeugende Funktion der Legendrepolynome nach 𝑡 erhalten.
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Im Grenzfall 𝜀 → +∞ liegt totale Abschirmung vor (feldfreier Raum im Inneren wie bei der
Leiterkugel).
Weiters folgt

𝐹1𝑧 −−−⟶𝜀→+∞
−𝑞2 𝑎

𝑟30

∞

∑
𝑙=1

(𝑙+1) (𝑎
2

𝑟20
)
𝑙
= −𝑞2 𝑎

𝑟30

∞

∑
𝑙=0

(
−2
𝑙 ) (

𝑎2

𝑟20
)
𝑙
+ 𝑞2 𝑎

𝑟30
= −𝑞2 𝑎

𝑟30
1

(1 − 𝑎2

𝑟20
)
2 +𝑞

2 𝑎
𝑟30
.

Dies stimmt mit Gl. (2.1-33), Fall (III) mit 𝑄 = 0, überein.
Wir haben also im Grenzfall 𝜀 → +∞ dieselben Ergebnisse wie bei der ungeladenen

Leiterkugel erhalten.

3.5

Symmetrie:
𝜑 = 𝜑(𝑅, 𝜙);
𝐸𝑅 = 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙),
𝐸𝜙 = 𝐸𝜙(𝑅, 𝜙),
𝐸𝑧 = 0;
𝜎P = 𝜎P(𝜙).

(a) Feldgleichungen, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝑬

Feldgleichungen für 𝑅 < 𝑎 und 𝑅 > 𝑎∶ div𝑬(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎;
Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎 (𝜎 = 0)∶

Div𝑫 = 0 ⇒ 𝜀𝐸𝑅(𝑎−, 𝜙) = 𝐸𝑅(𝑎+, 𝜙) ;
𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ 𝐸𝜙(𝑎−, 𝜙) = 𝐸𝜙(𝑎+, 𝜙) ;

asymptotische Bedingung: 𝑬(𝒓) −−−⟶
𝑅→+∞

𝑬0 = 𝐸0 cos 𝜙 𝒆𝑅 − 𝐸0 sin𝜙 𝒆𝜙 .

(3.5-1a)

(3.5-1b)
(3.5-1c)

(3.5-1d)

(b) Feldgleichung, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝜑

Feldgleichung für 𝑅 < 𝑎 und 𝑅 > 𝑎∶ Δ𝜑(𝑅, 𝜙) = 0 Laplacegleichung ;

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎∶

𝜀 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅
|||𝑎−

= 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅

|||𝑎+
; 𝜑(𝑎−, 𝜙) = 𝜑(𝑎+, 𝜙) ;

asymptotische Bedingung: 𝜑(𝑅 → +∞,𝜙) ∼ −𝐸0𝑅cos𝜙.

(3.5-2a)

(3.5-2b)

(3.5-2c)

Die Anschlussbedingung (3.5-1c) bedeutet an sich

A
AA

1
𝑅
𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝜙

|||𝑎−
= A

AA

1
𝑅
𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝜙

|||𝑎+
,
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was lediglich
𝜑(𝑎−, 𝜙) = 𝜑(𝑎+, 𝜙) + 𝐶 impliziert.

Eine additive Konstante im Potential ist aber in der Elektrostatik der Dielektrika bedeu-
tungslos.
(c) Es ist offensichtlich, dass es für die Berechnung des 𝑬-Feldes vorteilhaft ist von den
Gleichungen für 𝜑 auszugehen.
Lösungsansatz

𝜑(𝑅, 𝜙) = {
𝐴 𝑅

𝑎
cos 𝜙 für 𝑅 < 𝑎

𝐶 𝑎
𝑅
cos 𝜙 − 𝐸0𝑅cos𝜙 für 𝑅 > 𝑎

. (3.5-3)

Der Ansatz erfüllt die Feldgleichung (3.5-2a), ist regulär für 𝑅 < 𝑎 und erfüllt die asympto-
tische Bedingung (3.5-2c). Zu erfüllen sind nur noch die Anschlussbedingungen (3.5-2b).

Mit dem Lösungsansatz (3.5-3) ergeben die Anschlussbedingungen (3.5-2b)

𝐴 = 𝐶 − 𝐸0𝑎,
𝜀
𝑎 𝐴 = −1𝑎 𝐶 − 𝐸0 ;

𝐴 = − 2
𝜀 + 1 𝐸0𝑎, 𝐶 = 𝜀 − 1

𝜀 + 1 𝐸0𝑎.

Ergebnis für das elektrostatische Potential:

𝜑(𝑅, 𝜙) = {
− 2
𝜀+1

𝐸0𝑅cos𝜙 = − 2
𝜀+1

𝐸0𝑥 ≕ 𝜑[𝑥] für 𝑅 < 𝑎
𝜀−1
𝜀+1

𝐸0
𝑎2

𝑅
cos 𝜙 − 𝐸0𝑅cos𝜙 für 𝑅 > 𝑎

. (3.5-4)

Elektrostatisches 𝑬-Feld im Inneren des elektrisch polarisierten Zylinders

Für 𝑅 < 𝑎 folgt aus 𝜑[𝑥] = − 2
𝜀+1

𝐸0𝑥

𝑬(𝒓) = 2
𝜀 + 1 𝑬0 = 𝑬1(𝒓) + 𝑬2(𝒓) mit 𝑬1(𝒓) = 𝑬0 , 𝑬2(𝒓) = −𝜀 − 1

𝜀 + 1 𝑬0 . (3.5-5)

Im Inneren des elektrisch polarisierten Zylinders herrscht ein homogenes 𝑬-Feld in Rich-
tung von 𝑬0. Der Feldanteil 𝑬1 stellt das ursprünglich vorgegebene Feld dar, welches von
freien Ladungen im Unendlichen herrührt, der Feldanteil 𝑬2 ist das Feld der (vorerst
noch unbekannten, durch Polarisation des Dielektrikums hervorgerufenen) Polarisations-
Flächenladungsverteilung 𝜎P = 𝜎P(𝜙), welche das elektrische Feld im Inneren des Zylin-
ders abschwächt.
Im Grenzfall 𝜀 → +∞ wird das 𝑬-Feld – wie die Beziehung (3.5-5) zeigt – vollständig

aus dem Inneren des Zylinders verdrängt (𝑬 → 𝟎).3 Man spricht dann von einem idealen
Diamagneten.
3Experimentelle Werte für 𝜀 gehen bis 103 ; für Porzellan, einen sehr guten Isolator, gilt 𝜀 = 2…6. Für
𝜀 = 6 wird das Feld im Inneren schon um 71% abgeschwächt.
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Elektrostatisches 𝑬-Feld im Außenraum des elektrisch polarisierten Zylinders

Für 𝑅 > 𝑎 erhält man aus (3.5-4)

𝑬(𝒓) = 𝑬1(𝒓) + 𝑬2(𝒓) mit 𝑬1(𝒓) = 𝑬0 ,

𝑬2(𝒓) =
𝜀 − 1
𝜀 + 1 𝐸0

𝑎2
𝑅2 (cos 𝜙 𝒆𝑅 + sin𝜙 𝒆𝜙) .

(3.5-6a)

(3.5-6b)

Der Leser skizziere den Feldverlauf (Feldlinienbild).

(d) Im Inneren des elektrisch polarisierten Zylinders gilt

𝑬(𝒓) = 2
𝜀 + 1 𝑬0 , 𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓) = 2𝜀

𝜀 + 1 𝑬0 ,

𝑷(𝒓) = 𝜀 − 1
4𝜋 𝑬(𝒓) = 1

2𝜋
𝜀 − 1
𝜀 + 1 𝑬0 .

(3.5-7a)

(3.5-7b)

(e) Die Polarisations-Volumsladungsdichte im Inneren des polarisierten Zylinders ist
gemäß Gl. (A.12-4) null:

𝜌P(𝑅, 𝜙) = 0. (3.5-8)

Polarisations-Flächenladungsdichte auf der Zylinderfläche

Mit 𝜎P = −Div𝑷, 𝐸0𝑅 = 𝐸0 cos 𝜙 und (3.5-7b) erhalten wir

𝜎P(𝜙) = −[𝑃𝑅(𝑎+, 𝜙)⏟⎵⏟⎵⏟
0

−𝑃𝑅(𝑎−, 𝜙)] = 𝑃𝑅(𝑎−, 𝜙) ,

𝜎P(𝜙) =
1
2𝜋

𝜀 − 1
𝜀 + 1 𝐸0 cos 𝜙. (3.5-9)

Das ist die erwartete Winkelabhängigkeit. (Der Leser mache eine Skizze.)

3.6
Es liegt sphärische Symmetrie vor. Innerhalb des Lei-
ters ist feldfreier Raum, die Ladung 𝑞 ist auf der Lei-
teroberfläche homogen verteilt (Flächenladungsdichte
𝜎 = 𝑞/4𝜋𝑎2), und das den Leiter kugelschalenförmig um-
schließende Dielektrikum ist homogen. Dies bedeutet

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 mit 𝐸𝑟(𝑟) = 0 für 𝑟 < 𝑎. (3.6-1)

Wir haben in Aufgabe 1.2 gesehen, was der kürzeste Lösungsweg für derartige Probleme
ist:
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Ausnützen der Symmetrie des Problems, Benützen der integralen Form der div-Feldgleichung
Wir benützen für die mathematische Problemlösung das Verschiebungsfeld 𝑫, da dessen
Quellen einzig die (von vornherein) bekannten freien („expliziten“) Ladungen sind. (Im
gegebenen Fall die homogene Flächenladungsverteilung auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 mit Gesamt-
ladung 𝑞.) Für 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 gilt die Materialgleichung 𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓), das Raumgebiet 𝑟 > 𝑏
beschreiben wir formal durch 𝜀 = 1, also durch 𝑫(𝒓) = 𝑬(𝒓).

Integrale Form der Feldgleichung div𝑫 = 4𝜋𝜌 (siehe Gl. (A.12-5) von Anhang A.12; die
Feldgleichung 𝐫𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ist durch den Ansatz (3.6-1) erfüllt):

∮
ℱ(𝒦𝑟)

𝒅𝒇′•𝑫(𝒓′) = 4𝜋∫
𝒦𝑟

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) , 𝒦𝑟 Kugelvolumen vom Radius 𝑟 (𝑟 beliebig).

Wegen
𝒅𝒇′ ||ℱ(𝒦𝑟)

= 𝑟2𝑑𝛺′𝒆𝑟 , 𝑫(𝒓′)||ℱ(𝒦𝑟)
= 𝐷𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 ,

𝑟2𝐷𝑟(𝑟)∫
[4𝜋]

𝑑𝛺′= 4𝜋𝑟2𝐷𝑟(𝑟) , 4𝜋∫
𝒦𝑟

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) = 4𝜋𝑞 für 𝑟 > 𝑎

gibt die Auswertung für 𝑟 > 𝑎

4𝜋𝑟2𝐷𝑟(𝑟) = 4𝜋𝑞 ⇒ 𝐷𝑟(𝑟) =
𝑞
𝑟2 .

Mit 𝐷𝑟(𝑟) = 𝜀𝐸𝑟(𝑟) für 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 und 𝐷𝑟(𝑟) = 𝐸𝑟(𝑟) für 𝑟 > 𝑏 folgt

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 mit 𝐸𝑟(𝑟) = {
1
𝜀
𝑞
𝑟2

für 𝑎 < 𝑟 < 𝑏
𝑞
𝑟2

für 𝑟 > 𝑏
. (3.6-2)

3.7*

Es liegt axiale Symmetrie bzgl. der 𝑧-Achse vor. Dies bedeutet 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗); 𝐸𝑟 = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗),
𝐸𝜗 = 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗), 𝐸𝜙 = 0; 𝜎P,𝑎 = 𝜎P,𝑎(𝜗) und 𝜎P,𝑏 = 𝜎P,𝑏(𝜗). Die vorerst nicht bekannten
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Polarisations-Flächenladungsdichten 𝜎P,𝑎 , 𝜎P,𝑏 auf den Grenzflächen 𝑟 = 𝑎 bzw. 𝑟 = 𝑏
werden nach Lösen der Feldgleichungenmit den Anschlussbedingungen und der asymp-
totischen Bedingung aus 𝜎P = −Div𝑷 bestimmt.

(a) Feldgleichungen, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝑬

Feldgleichungen für die Raumgebiete 𝒢1, 𝒢2, 𝒢3∶

div𝑬(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎; (3.7-1a)

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑎∶

Div𝑫 = 0 ⇒ 𝐸𝑟(𝑎−, 𝜗) = 𝜀𝐸𝑟(𝑎+, 𝜗) ; (3.7-1b)

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ 𝐸𝜗(𝑎−, 𝜗) = 𝐸𝜗(𝑎+, 𝜗) ; (3.7-1c)

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑏∶

Div𝑫 = 0 ⇒ 𝜀𝐸𝑟(𝑏−, 𝜗) = 𝐸𝑟(𝑏+, 𝜗) ; (3.7-1d)

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ 𝐸𝜗(𝑏−, 𝜗) = 𝐸𝜗(𝑏+, 𝜗) ; (3.7-1e)

asymptotische Bedingung: 𝑬(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝐸0𝒆𝑧 . (3.7-1f)

Bemerkung: Da es im Raumbereich 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 keine freien Ladungen gibt, ist dort auch
𝜌P = 0 (siehe (A.12-4)).
Feldgleichung, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝜑

Feldgleichung für die Raumgebiete 𝒢1, 𝒢2, 𝒢3∶ Laplacegleichung

Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = 0;

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑎∶

𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎−
= 𝜀 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟

|||𝑎+
; 𝜑(𝑎−, 𝜗) = 𝜑(𝑎+, 𝜗) ;

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑏∶

𝜀 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟
|||𝑏−

= 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑏+
; 𝜑(𝑏−, 𝜗) = 𝜑(𝑏+, 𝜗) ;

asymptotische Bedingung:

𝜑(𝑟 → +∞,𝜗) ∼ −𝐸0 𝑟 cos 𝜗 = −𝐸0 𝑟𝑃1(cos 𝜗) = −𝐸0𝑧.

(3.7-2a)

(3.7-2b)

(3.7-2c)

(3.7-2d)

Bemerkung: Die Anschlussbedingungen (3.7-1c), (3.7-1e) bedeuten an sich

C
CC

1
𝑟
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗

|||𝑎−
= C

CC

1
𝑟
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗

|||𝑎+
, C

CC

1
𝑟
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗

|||𝑏−
= C

CC

1
𝑟
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗

|||𝑏+
,

was lediglich

𝜑(𝑎−, 𝜗) = 𝜑(𝑎+, 𝜗) + 𝐶1, 𝜑(𝑏−, 𝜗) = 𝜑(𝑏+, 𝜗) + 𝐶2
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impliziert. Additive Konstanten im Potential sind aber in der Elektrostatik der Dielektrika
bedeutungslos.
(b) Aufgrund der axialen Symmetrie benötigt man für die Lösung der Laplacegleichung
in Kugelkoordinaten für alle Teilbereiche nur Entwicklungen nach Legendrepolynomen.
Wegen der asymptotischen Bedingung (3.7-2d) können wir uns dabei auf Termemit 𝑙 = 1
beschränken.
Lösungsansatz für das Potential für die Raumgebiete 𝒢1∶ 𝑟 < 𝑎, 𝒢2∶ 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝒢3∶ 𝑟 > 𝑏

𝜑1(𝑟, 𝜗) = (𝐴 − 𝐸0)𝑟𝑃1(cos 𝜗) ,
𝜕𝜑1(𝑟, 𝜗)

𝜕𝑟 = (𝐴 − 𝐸0)𝑃1(cos 𝜗) ; (3.7-3a)

𝜑2(𝑟, 𝜗) = [(𝐵 − 𝐸0)𝑟 +
𝐶
𝑟2 ]𝑃1(cos 𝜗) ,

𝜕𝜑2(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟 = [𝐵 − 𝐸0 −

2𝐶
𝑟3 ]𝑃1(cos 𝜗) ; (3.7-3b)

𝜑3(𝑟, 𝜗) = [−𝐸0 𝑟 +
𝐷
𝑟2 ]𝑃1(cos 𝜗) ,

𝜕𝜑3(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟 = [−𝐸0 −

2𝐷
𝑟3 ]𝑃1(cos 𝜗) . (3.7-3c)

𝜑1 ist regulär in𝒢1, 𝜑2 ist regulär in𝒢2, und𝜑3 erfüllt die asymptotische Bedingung (3.7-2d).
Das „Herausziehen“ des Termes−𝐸0 𝑟𝑃1(cos 𝜗) in 𝜑1 und 𝜑2, welcher das ungestörte Feld
𝑬0 repräsentiert, dient zur Vereinfachung der Interpretation der Ergebnisse.
Mit diesem Ansatz folgt aus den Anschlussbedingungen (3.7-2b), (3.7-2c) das folgende
lineare inhomogene Gleichungssystem von vier Gleichungen für die vier unbekannten
Koeffizienten 𝐴,𝐵,𝐶 und 𝐷 :

𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 + 𝐶
𝑎2 , (3.7-4a)

𝐴− 𝐸0 = 𝜀[𝐵 − 𝐸0 −
2𝐶
𝑎3 ] , (3.7-4b)

𝐷
𝑏2 = 𝑏𝐵 + 𝐶

𝑏2 , (3.7-4c)

−𝐸0 −
2𝐷
𝑏3 = 𝜀[𝐵 − 𝐸0 −

2𝐶
𝑏3 ] . (3.7-4d)

Selbständiges Lösen dieses Gleichungssystems bedeutet fünf Seiten Rechenarbeit. Vier
Zeilen eintippen reicht, wennman ein Computer-Algebrasystem (CAS)4 benützt.
Lösung für die Koeffizienten 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷

𝐴 = + 2(𝜀 − 1)2 (𝑏3− 𝑎3)
(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3

𝐸0 , (3.7-5a)

𝐵 = −
(𝜀 − 1)[(2𝜀 + 1)𝑏3− 2(𝜀 − 1)𝑎3)]
(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3

𝐸0 , (3.7-5b)

𝐶 = − 3(𝜀 − 1)𝑎3𝑏3
(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3

𝐸0 , (3.7-5c)

𝐷 = + (2𝜀 + 1)(𝜀 − 1)(𝑏3− 𝑎3)𝑏3
(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3

𝐸0 . (3.7-5d)

4Open Source z. B. Maxima oder Reduce
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Setzt man𝐴,𝐵,𝐶 und𝐷 in (3.7-3a) bis (3.7-3c) ein, so hatman die Lösung für das Potential
in den Raumgebieten 𝒢1 , 𝒢2 und 𝒢3 .

Kontrolle 1: 𝜀 = 1 ⇒ 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 𝐷 = 0 ✓.
(In diesem Grenzfall muss 𝑬1(𝑟, 𝜗) = 𝑬2(𝑟, 𝜗) = 𝑬3(𝑟, 𝜗) = 𝑬0 sein.)
Kontrolle 2: 𝑏 = 𝑎 ⇒ 𝐴 = 𝐷 = 0 ✓.
(In diesem Grenzfall muss 𝑬1(𝑟, 𝜗) = 𝑬3(𝑟, 𝜗) = 𝑬0 sein; 𝒢2 „gibt es dann nicht“.)

Elektrische Feldstärke im Raumgebiet 𝒢1
Wegen 𝑟𝑃1(cos 𝜗) = 𝑧 gilt 𝑬1 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑1 = (𝐸0 −𝐴)𝒆𝑧 . Einsetzen von 𝐴 Gl. (3.7-5a) gibt

𝑬1(A𝑟,SS𝜗) = 𝑬0 −𝐴𝒆𝑧 = 𝑬0 −
2(𝜀 − 1)2 (𝑏3− 𝑎3)

(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3
𝑬0 ,

𝑬1 =
9𝜀𝑏3

(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3
𝑬0 .

(3.7-6)

(3.7-7)

Im Raumgebiet 𝒢1 liegt also ein homogenes Feld in Richtung von 𝑬0 vor. Der Feldanteil−𝐴𝒆𝑧
ist das Feld der Polarisationsladungen der dielektrischen Kugelschale im Raumgebiet 𝒢1.

Elektrische Feldstärke im Raumgebiet 𝒢2
In 𝜑2 Gl. (3.7-3b) stellt (𝐵 − 𝐸0)𝑟𝑃1(cos 𝜗) = (𝐵 − 𝐸0)𝑧 das Potential eines homogenen
Feldes (𝐸0−𝐵)𝒆𝑧 dar, der Anteil (𝐶/𝑟2)𝑃1(cos 𝜗) ist das Potential eines fiktiven Punktdipols
im Ursprung mit dem Dipolmoment 𝒑2 = (0, 0, 𝐶). Das homogene Feld−𝐵𝒆𝑧 und das zum
Dipolmoment 𝒑2 gehörige Dipolfeld stellen zusammen das Feld der Polarisationsladungen
der dielektrischen Kugelschale im Raumgebiet 𝒢2 dar. Einsetzen von 𝐵 Gl. (3.7-5b) und 𝐶
Gl. (3.7-5c) gibt

𝑬2(𝑟, 𝜗) = 𝑬0− 𝐵𝒆𝑧 +
3(𝒑2 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒑2

𝑟5

= 𝑬0 +
(𝜀 − 1)[(2𝜀 + 1)𝑏3− 2(𝜀 − 1)𝑎3)]
(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3

𝑬0 +
3(𝒑2 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒑2

𝑟5 ,

𝑬2(𝑟, 𝜗) =
(2𝜀 + 1)2𝑏3 − 4(𝜀 − 1)2𝑎3

(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3
𝑬0 +

3(𝒑2 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒑2
𝑟5

mit 𝒑2 = (0, 0, 𝐶) = − 3(𝜀 − 1)𝑎3𝑏3
(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3

𝑬0 .

(3.7-8a)

(3.7-8b)

(3.7-8c)

(3.7-8d)

Im Raumgebiet 𝒢2 liegt also ein homogenes Feld in Richtung von 𝑬0 plus ein Dipolfeld mit einem
Dipolmoment in Richtung von −𝑬0 vor.

Elektrische Feldstärke im Raumgebiet 𝒢3
In 𝜑3 Gl. (3.7-3c) stellt−𝐸0 𝑟𝑃1(cos 𝜗) = −𝐸0𝑧 das Potential des ursprünglichen homoge-
nen Feldes 𝑬0 dar, der Anteil (𝐷/𝑟2)𝑃1(cos 𝜗) ist das Potential eines fiktiven Punktdipols
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im Ursprung mit dem Dipolmoment 𝒑3 = (0, 0,𝐷). Das zu diesem Dipolmoment gehö-
rige Dipolfeld ist das Feld der Polarisationsladungen der dielektrischen Kugelschale im
Raumgebiet 𝒢3. Einsetzen von 𝐷 Gl. (3.7-5d) gibt

𝑬3(𝑟, 𝜗) = 𝑬0 +
3(𝒑3 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒑3

𝑟5

mit 𝒑3 = (0, 0,𝐷) = (2𝜀 + 1)(𝜀 − 1)(𝑏3− 𝑎3)𝑏3
(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3

𝑬0 ,

(3.7-9a)

(3.7-9b)

also das ursprünglich vorgegebene homogene Feld 𝑬0 plus das Feld eines fiktiven Punktdipols im
Ursprung mit einem Dipolmoment 𝒑3 in Richtung von 𝑬0.
(c)

𝑫(𝑟, 𝜗) = 𝜀𝑬2(𝑟, 𝜗) , 𝑷(𝑟, 𝜗) = 𝜀 − 1
4𝜋 𝑬2(𝑟, 𝜗) . (3.7-10)

(d) Im Raumgebiet 𝒢2 gibt es keine freien Ladungen, nach der in jedem homogenen Di-
elektrikum gültigen Beziehung (A.12-4) von Anhang A.12 folgt also für dieses Raumgebiet

𝜌P = 0 ⇒ 𝑞P,Raum = 0. (3.7-11)

Im Folgenden benötigen wir die Radialkomponente von 𝑬2(𝑟, 𝜗). Mit 𝜑2 Gl. (3.7-3b) folgt

𝐸2,𝑟(𝑟, 𝜗) = −𝜕𝜑2(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟 = (𝐸0− 𝐵 + 2𝐶
𝑟3 ) cos 𝜗. (3.7-12)

Polarisationsladungsverteilung auf der äußeren Oberfläche der dielektrischen Kugelschale

Mit 𝜎P = −Div𝑷 erhalten wir

𝜎P,𝑏(𝜗) = −[𝑃𝑟(𝑏+, 𝜗)⏟⎵⏟⎵⏟
0

−𝑃𝑟(𝑏−, 𝜗)] ,

𝜎P,𝑏(𝜗) = 𝑃𝑟(𝑏−, 𝜗) =
𝜀 − 1
4𝜋 𝐸2,𝑟(𝑏, 𝜗) =

𝜀 − 1
4𝜋 (𝐸0− 𝐵 + 2𝐶

𝑏3 ) cos 𝜗,

𝜎P,𝑏(𝜗) =
𝜀 − 1
4𝜋 𝐸0 [1 + (𝜀 − 1) (2𝜀 + 1)𝑏3− (2𝜀 + 4)𝑎3

(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3 ]
cos 𝜗. (3.7-13)

Fürdie gesamtePolarisationsladungauf derOberfläche 𝑟 = 𝑏derdielektrischenKugelschale
folgt damit (𝑑𝑓 = 𝑏2𝑑𝛺)

𝑞P,Oberfl,𝑏 = ∮
𝐹𝐾𝑏

𝑑𝑓𝜎P,𝑏(𝜗) = 0. (3.7-14)
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Polarisationsladungsverteilung auf der inneren Oberfläche der dielektrischen Kugelschale

Mit 𝜎P = −Div𝑷 erhalten wir

𝜎P,𝑎(𝜗) = −[ −𝑃𝑟(𝑎−, 𝜗)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
0

+𝑃𝑟(𝑎+, 𝜗)] ,

𝜎P,𝑎(𝜗) = −𝑃𝑟(𝑎+, 𝜗) = −𝜀 − 1
4𝜋 𝐸2,𝑟(𝑎, 𝜗) = −𝜀 − 1

4𝜋 (𝐸0− 𝐵 + 2𝐶
𝑎3 ) cos 𝜗,

𝜎P,𝑎(𝜗) = −𝜀 − 1
4𝜋 𝐸0 [1 + (𝜀 − 1) (2𝜀 − 5)𝑏3− 2(𝜀 − 1)𝑎3)

(2𝜀 + 1)(𝜀 + 2)𝑏3 − 2(𝜀 − 1)2𝑎3 ]
cos 𝜗. (3.7-15)

Fürdie gesamtePolarisationsladungaufderOberfläche 𝑟 = 𝑎derdielektrischenKugelschale
folgt damit (𝑑𝑓 = 𝑎2𝑑𝛺)

𝑞P,Oberfl,𝑎 = ∮
𝐹𝐾𝑎

𝑑𝑓𝜎P,𝑎(𝜗) = 0. (3.7-16)

Für 𝜀 = 1 musste sich natürlich 𝜎P,𝑏(𝜗) = 𝜎P,𝑎(𝜗) = 0 ergeben. Die cos 𝜗-Abhängigkeit von
𝜎P,𝑏, 𝜎P,𝑎 und damit verbunden 𝑞P,Oberfl,𝑏 = 𝑞P,Oberfl,𝑎 = 0 waren aufgrund der physikali-
schen Situation von vornherein klar (siehe die Abbildung).

3.8*

Aus Symmetriegründen:

𝐸𝑅= 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙), 𝐸𝜙= 𝐸𝜙(𝑅, 𝜙), 𝐸𝑧= 0;

𝜑 = 𝜑(𝑅, 𝜙); 𝜎P= 𝜎P(𝜙).

(a) Für 𝑅 > 𝑎 gelten die Feld- und Materialgleichungen (A.12-1a), (A.12-1b) mit 𝜌 = 0.
Somit lauten Feldgleichungen, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝑬

Feldgleichungen für 𝑅 < 𝑎∶ div𝑬(𝒓) = 4𝜋𝜏δ(𝑥 − 𝑅0) δ(𝑦) , 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎;

Feldgleichungen für 𝑅 > 𝑎∶ div𝑬(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎;

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎 (Angabe: 𝜎 = 0)∶

Div𝑫 = 0 ⇒ 𝜀𝐸𝑅(𝑎+, 𝜙) = 𝐸𝑅(𝑎−, 𝜙) ;

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ 𝐸𝜙(𝑎+, 𝜙) = 𝐸𝜙(𝑎−, 𝜙) ;

asymptotische Bedingung: 𝑬(𝒓) −−−⟶
𝑅→+∞

𝟎.

(3.8-1a)

(3.8-1b)

(3.8-1c)

(3.8-1d)

(3.8-1e)
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Bemerkung: Da es im Raumbereich 𝑅 > 𝑎 keine freien Ladungen gibt, ist dort auch 𝜌P = 0
(siehe (A.12-4)).

Feldgleichung, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingungen für 𝜑 lauten dann

Feldgleichung für 𝑅 < 𝑎∶ Δ𝜑(𝑅, 𝜙) = −4𝜋𝜏 δ(𝑅 − 𝑅0)
𝑅 δ(𝜙) ;

Feldgleichung für 𝑅 > 𝑎∶ Δ𝜑(𝑅, 𝜙) = 0;

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎∶

𝜀 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅
|||𝑎+

= 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅

|||𝑎−
; 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)

𝜕𝜙
|||𝑎+

= 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝜙

|||𝑎−
;

asymptotische Bedingungen:

𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅 −−−⟶

𝑅→+∞
0; 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)

𝜕𝜙 −−−⟶
𝑅→+∞

0.

(3.8-2a)

(3.8-2b)

(3.8-2c)

(3.8-2d)

Bemerkung: Die zweite Anschlussbedingung von (3.8-2c) ist hier günstiger zu verwenden
als 𝜑(𝑎+, 𝜙) = 𝜑(𝑎−, 𝜙).

(b) Bildladungsmethode

Abb. 1: Ansatz für 𝑅 < 𝑎 Abb. 2: Ansatz für 𝑅 > 𝑎

Lösungsweg 1: Rechnung mit 𝑬-Feld

Wer bereits Aufgabe 2.14 behandelt hat, kann die folgenden Ansätze sofort anschreiben:
Vergleich der Ersatzprobleme mit der Abbildung von Seite 119 und Verwendung von
(2.14-3). Wer Aufgabe 2.14 nicht behandelt hat, muss anknüpfend an die Formel aus der
Angabe eine kurze Zwischenrechnung ergänzen.
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Lösungsansatz

𝑅 < 𝑎∶ 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) = 2𝜏 𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

+ 2𝜏′
𝑅 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = 2𝜏 𝑅0 sin𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

+ 2𝜏′
𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

;

𝑅 > 𝑎∶ 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) = 2 𝜏
″

𝜀
𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
+ 2 𝜏

′

𝜀
1
𝑅 ,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = 2 𝜏
″

𝜀
𝑅0 sin𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
.

(3.8-3a)

(3.8-3b)

(3.8-3c)

(3.8-3d)

Dieser Lösungsansatz erfüllt die Feldgleichungen in den jeweiligen Raumbereichen sowie
die asymptotische Bedingung. Zu erfüllen sind lediglich noch die Anschlussbedingungen
(3.8-1c) und (3.8-1d). Falls diese zu keinemWiderspruch führen und 𝜏′, 𝜏″ eindeutig zu bestimmen
gestatten, ist das Problem gelöst.

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎

Anschlussbedingung (3.8-1c):

𝜀 2𝜏
″

𝜀
𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙

𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙
+ 𝜀 2𝜏

′

𝜀
1
𝑎 = 2𝜏 𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙

𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙
+ 2𝜏′

𝑎 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎3

𝑅0
cos 𝜙

;

Multiplikation vonZähler undNenner imzweitenSummandender rechtenGleichungsseite
mit 𝑅20/𝑎2, auf gemeinsamen Nenner bringen und Zusammenfassen ergibt

𝜏″+ 𝜏′= 𝜏; (3.8-4a)
Anschlussbedingung (3.8-1d):

2𝜏″
𝜀

𝑅0 sin𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

= 2𝜏 𝑅0 sin𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

+ 2𝜏′
𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎3

𝑅0
cos 𝜙

;

Multiplikation vonZähler undNenner imzweitenSummandender rechtenGleichungsseite
mit 𝑅20/𝑎2 und Zusammenfassen ergibt

𝜏″
𝜀 = 𝜏 + 𝜏′. (3.8-4b)

Aus den Gleichungen (3.8-4a), (3.8-4b) folgt

𝜏′ = −𝜀 − 1
𝜀 + 1 𝜏, 𝜏″ = 2𝜀

𝜀 + 1 𝜏. (3.8-5)
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Die Bildladungsmethode hat also zum Erfolg geführt: Einsetzen von (3.8-5) in den Lö-
sungsansatz (3.8-3a) bis (3.8-3d) gibt die Lösung des Problems.

Lösungsweg 2: Rechnung mit dem Potential
WerbereitsAufgabe2.14behandelt hat, kannden folgendenLösungsansatz sofort anschrei-
ben: Vergleich der Ersatzproblememit der Abbildung von Seite 119 und Verwendung von
(2.14-2). Wer Aufgabe 2.14 nicht behandelt hat, muss anknüpfend an die Formel aus der
Angabe eine kurze Zwischenrechnung ergänzen.
Lösungsansatz

𝑅 < 𝑎∶ 𝜑(𝑅, 𝜙) = −𝜏 log(𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙) − 𝜏′ log(𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎

2

𝑅0
𝑅cos𝜙) ;

𝑅 > 𝑎∶ 𝜑(𝑅, 𝜙) = − 𝜏″
𝜀 log(𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙) −

𝜏′
𝜀 log 𝑅2.

Dieser Lösungsansatz erfüllt die Feldgleichung für das Potential in den jeweiligen Raum-
bereichen sowie die asymptotische Bedingung. Zu erfüllen bleiben lediglich noch die
Anschlussbedingungen (3.8-2c). Da die Rechnung weitgehend gleich ist wie beim Lösungs-
weg1 überlasse ich den Rest dem Leser. Wie sich zeigt sind die beiden Lösungswege nicht
nur mathematisch, sondern auch im Rechenaufwand gleichwertig.

(c) Polarisations-Flächenladungsverteilung für 𝑅 = 𝑎

Mit 𝜎P = −Div𝑷 und Gl. (3.8-3c) erhalten wir

𝜎P(𝜙) = −[𝑃𝑅(𝑎+, 𝜙) − 𝑃𝑅(𝑎−, 𝜙)⏟⎵⏟⎵⏟
0

] = −𝜀 − 1
4𝜋 𝐸𝑅(𝑎+, 𝜙) ,

𝜎P(𝜙) = −𝜀 − 1
4𝜋 [2 𝜏

″

𝜀
𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙

𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙
+ 2 𝜏

′

𝜀
1
𝑎];

Einsetzen für 𝜏′, 𝜏″, auf gemeinsamen Nenner bringen und Zusammenfassen gibt

𝜎P(𝜙) = − 𝜏
2𝜋𝑎

1
𝜀
𝜀 − 1
𝜀 + 1 [1 + 𝜀

𝑎2− 𝑅20
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

] . (3.8-6)

Gesamte Polarisationsladung auf der Zylinderfläche pro Längeneinheit

𝜏P = 𝑎

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝜎P(𝜙) = −𝜏 1𝜀
𝜀 − 1
𝜀 + 1 [1 + 𝜀 (1 −

𝑅20
𝑎2 )

1
2𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙

1 + 𝑅20
𝑎2
− 2 𝑅0

𝑎
cos 𝜙⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

1− 𝑅20
𝑎2

],

𝜏P = −𝜏(1 − 1
𝜀 ) . (3.8-7)
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3.9 (a) Kugelsymmetrie: Alle Skalarfelder können nur von 𝑟 abhängen, alle Vektor-
felder können nur eine von 𝑟 abhängige 𝑟-Komponente besitzen.

𝑟 < 𝑎∶ 𝜌P = −div𝑷 = − 1𝑟2
𝑑
𝑑𝑟 (

𝑃0𝑟3/𝑎
⏞⎴⏞⎴⏞𝑟2𝑃𝑟(𝑟)) = −3𝑃0

1
𝑎 .

𝑟 = 𝑎∶ 𝜎P = −Div𝑷 = 𝑃𝑟(𝑎−) = 𝑃0 .

𝜌P = −3𝑃0
1
𝑎 ≕ 𝜌0 , 𝜎P = 𝑃0 ≕ 𝜎0 . (3.9-1)

Die Gesamtladung der permanent polarisierten Kugel muss natürlich null sein:

𝑞P =
4𝜋𝑎3
3 𝜌0 + 4𝜋𝑎2𝜎0 = 0 ∎ (3.9-2)

(b) Im Folgenden zeige ich:

𝑬(𝒓) = {
−4𝜋𝑷(𝒓) für 𝑟 < 𝑎

𝟎 für 𝑟 > 𝑎
, 𝑫(𝒓) = {

𝑬(𝒓) + 4𝜋𝑷(𝒓) = 𝟎 für 𝑟 < 𝑎

𝑬(𝒓) = 𝟎 für 𝑟 > 𝑎
. (3.9-3)

Da es weder im Endlichen noch im Unendlichen freie Ladungen gibt, sind die Volums- und
Flächen-Polarisationsladungen die einzigen Quellen von 𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 . Nach Aufgabe 1.2,
Gl. (1.2-6) gilt dabei 𝐸𝑟(𝑟) = 𝑞(𝑟)/𝑟2, wobei 𝑞(𝑟) die im Inneren des Kugelbereichesmit dem
Radius 𝑟 eingeschlossene Gesamtladung (hier: Polarisationsladung) ist, also

𝑞(𝑟) = {
4𝜋𝑟3

3
𝜌0 = −4𝜋𝑃0

𝑟3

𝑎
für 𝑟 < 𝑎

𝑞P = 0 für 𝑟 > 𝑎
. (3.9-4)

Damit ist die Beziehung (3.9-3) für 𝑬 gezeigt, womit auch für den ganzen Raum 𝑫(𝒓) = 𝟎
folgt.

Kommentar: Die Tatsache allein, dass es weder im Endlichen noch im Unendlichen freie
Ladungen gibt, bedeutet keineswegs, dass 𝑫(𝒓) = 𝟎 sein muss (notwendige nicht hinrei-
chende Bedingung). Vielmehr muss überall auchWirbelfreiheit gegeben sein. Für 𝑟 > 𝑎 ist
dies durch 𝑫(𝒓) = 𝑬(𝒓) garantiert, für 𝑟 = 𝑎 gilt 𝐑𝐨𝐭𝑫 = 4𝜋𝐑𝐨𝐭𝑷 = 𝟎 (keine Tangential-
komponenten) und für 𝑟 < 𝑎 ist 𝐫𝐨𝐭𝑫 = 4𝜋𝐫𝐨𝐭𝑷 = 𝟎 (siehe (A.3-19)). Wir hätten also auch
mit diesen Überlegungen beginnen können, und aus 𝑫(𝒓) = 𝟎 für 𝑬(𝒓) ohne Rechnung
sofort das Ergebnis (3.9-3) anschreiben können.
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3.10

Aus Symmetriegründen gilt:

𝐸𝑅= 𝐸𝑅(𝑅, 𝜙), 𝐸𝜙= 𝐸𝜙(𝑅, 𝜙), 𝐸𝑧= 0;

𝜑 = 𝜑(𝑅, 𝜙); 𝜎P= 𝜎P(𝜙).

(a) Polarisationsladungsdichten 𝜌P und 𝜎P
Mit

𝑷(𝒓) = 𝑷0 = 𝑃0 𝒆𝑥 , 𝑃0 > 0 (3.10-1)
folgt

𝑅 < 𝑎∶ 𝜌P(𝒓) = −div𝑷(𝒓) = 0;
𝑅 = 𝑎∶ 𝜎P(𝜙) = −Div𝑷 = 𝑃𝑅(𝑎−, 𝜙) = 𝑃0 cos 𝜙.

(3.10-2a)

(3.10-2b)

Die Gesamtladung des Zylinders pro Längeneinheit ist null.
(b) Elektrische Feldstärke
Da es weder im Endlichen noch im Unendlichen freie Ladungen gibt, sind die Flächen-
Polarisationsladungen bei 𝑅 = 𝑎 die einzigen Quellen von 𝑬. Das 𝑬-Feld lässt sich daher
sowohl für 𝑅 < 𝑎 als auch 𝑅 > 𝑎 gemäß 𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑 aus einem Potential herleiten,
welches die Laplacegleichung erfüllt.
Lösungsansatz

𝜑(𝑅, 𝜙) = {
𝐴 𝑅

𝑎
cos 𝜙 für 𝑅 ≤ 𝑎

𝐴 𝑎
𝑅
cos 𝜙 für 𝑅 ≥ 𝑎

, 𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅 = {

𝐴 1
𝑎
cos 𝜙 für 𝑅 < 𝑎

−𝐴 𝑎
𝑅2
cos 𝜙 für 𝑅 > 𝑎

. (3.10-3)

Der Ansatz erfüllt die Laplacegleichung für𝑅 < 𝑎 und𝑅 > 𝑎, ist stetig für𝑅 = 𝑎 und regulär
für 𝑅 < 𝑎 und 𝑅 > 𝑎. Zu erfüllen ist nur noch die Anschlussbedingung

Div𝑬||𝑎= 𝐸𝑅(𝑎+, 𝜙) − 𝐸𝑅(𝑎−, 𝜙) = 4𝜋𝜎P(𝜙) = 4𝜋𝑃0 cos 𝜙. (3.10-4)

Mit dem Lösungsansatz (3.10-3) ergibt die Anschlussbedingung 2𝐴 1
𝑎
= 4𝜋𝑃0 .

Ergebnis für das elektrostatische Potential:

𝜑(𝑅, 𝜙) = {
2𝜋𝑃0𝑅cos𝜙 für 𝑅 ≤ 𝑎

2𝑎2𝜋𝑃0
1
𝑅
cos 𝜙 für 𝑅 ≥ 𝑎

. (3.10-5)

Elektrostatisches Feld im Inneren des Zylinders
Für 𝑅 < 𝑎 folgt aus 𝜑[𝑥] = 2𝜋𝑃0𝑥

𝑬(𝒓) = −2𝜋𝑷0 . (3.10-6)

168



Lösungen

Im Inneren herrscht ein homogenes 𝑬-Feld in Richtung von−𝑷0.

Elektrostatisches Feld außerhalb des Zylinders

Für 𝑅 > 𝑎 folgt aus (3.10-5)

𝐸𝑅(𝑅, 𝜙) = −𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅 = 2𝑎2𝜋𝑃0
cos 𝜙
𝑅2 ,

𝐸𝜙(𝑅, 𝜙) = −1𝑅
𝜕𝜑(𝑅, 𝜙)
𝜕𝜙 = 2𝑎2𝜋𝑃0

sin𝜙
𝑅2 ,

𝐸𝑧(𝑅, 𝜙) = 0.

(3.10-7a)

(3.10-7b)

(3.10-7c)

(c) Um zu verifizieren, dass für 𝑅 > 𝑎

𝑬(𝒓) = 2𝜋𝑎2 2(𝑷0
• 𝒆𝑅)𝒆𝑅 − 𝑷0
𝑅2 (3.10-8)

gilt, bildet man mit diesem Ausdruck die inneren Produkte 𝑬 • 𝒆𝑅 = 𝐸𝑅 und 𝑬 • 𝒆𝜙 = 𝐸𝜙 .
Wegen 𝒆𝑥•𝒆𝑅 = cos𝜙 und 𝒆𝑥•𝒆𝜙 = −sin𝜙 erhält man dann wieder (3.10-7a) und (3.10-7b).

3.11 (a) Wegen
𝑷(𝒓) = 𝑃0

𝑅
𝑎 𝒆𝑅 , 𝑃0 > 0 (3.11-1)

sind Polarisations-Volumsladungsdichte 𝜌P und Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P
für den rotierenden Zylinder gleich wie für einen ruhenden Zylinder:

𝑅 < 𝑎∶ 𝜌P = −div𝑷(𝒓) = − 1
𝑅
𝑑
𝑑𝑅 (𝑅𝑃𝑅(𝑅)⏟⎵⏟⎵⏟

𝑃0𝑅2/𝑎

) = −2𝑃0
1
𝑎 ≕ 𝜌0 ;

𝑅 = 𝑎∶ 𝜎P = −Div𝑷 = 𝑃𝑅(𝑎−) = 𝑃0 ≕ 𝜎0 .

(3.11-2a)

(3.11-2b)

Die Gesamtladung des Zylinders pro Längeneinheit ist null: 𝜋𝑎2𝜌0 + 2𝜋𝑎𝜎0 = 0 ✓
Die Geschwindigkeit eines Punktes des permanent polarisierten Zylinders mit Orts-

vektor 𝒓 ist 𝑅𝜔, die Geschwindigkeit eines Punktes des Zylindermantels ist 𝑎𝜔, daher gilt
für die Volumsstromdichte 𝒋 im Zylinderinneren und die Flächenstromdichte𝑲 auf dem
Zylindermantel

𝑅 < 𝑎∶ 𝒋(𝒓) = 𝜌P(𝒓)𝑅𝜔𝒆𝜙 = −2𝑃0𝜔
𝑅
𝑎 𝒆𝜙 = 𝑗𝜙(𝑅)𝒆𝜙 ;

𝑅 = 𝑎∶ 𝑲(𝒓) = 𝜎P(𝒓)𝑎𝜔𝒆𝜙 = 𝑃0𝜔𝑎𝒆𝜙 = 𝐾𝒆𝜙 .

(3.11-3a)

(3.11-3b)

Der Gesamtstrom im Raumbereich 𝑅 ≤ 𝑎 ist null: −2𝑃0𝜔
𝑎
∫
0
𝑑𝑅 𝑅

𝑎
𝒆𝜙 + 𝑃0𝜔𝑎𝒆𝜙 = 𝟎 ✓

(b) Elektrische Feldstärke

Da es weder im Endlichen noch im Unendlichen freie Ladungen gibt, sind die Volums- und
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Flächen-Polarisationsladungen die einzigen Quellen von 𝑬, und da der Zylinder insgesamt
ungeladen ist, gilt 𝑬(𝒓) = 𝟎 für 𝑅 > 𝑎.
Die elektrische Feldstärke für 𝑅 < 𝑎 können wir am einfachsten aus den Feldgleichungen

für 𝑬 berechnen, indem wir die Symmetrie des Problems ausnützen. Der Lösungsansatz

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑅(𝑅)𝒆𝑅 (3.11-4)

erfüllt die Feldgleichung 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎, zu erfüllen bleibt die Feldgleichung div𝑬(𝒓) =
4𝜋𝜌(𝒓), also

1
𝑅
𝑑
𝑑𝑅 (𝑅𝐸𝑅(𝑅)) = 4𝜋𝜌0 , (3.11-5)

sowie die Anschlussbedingung

Div𝑬 = 4𝜋𝜎P = 4𝜋𝜎0 = 4𝜋𝑃0 für 𝑅 = 𝑎. (3.11-6)

Die reguläre Lösung der Differentialgleichung (3.11-5) ist

𝐸𝑅(𝑅) = 2𝜋𝜌0𝑅 = −4𝜋𝑃0
𝑅
𝑎 . (3.11-7)

Das Ergebnis

𝑬(𝒓) = {
−4𝜋𝑃0

𝑅
𝑎
𝒆𝑅 = −4𝜋𝑷(𝒓) für 𝑅 < 𝑎

𝟎 für 𝑅 > 𝑎
(3.11-8)

erfüllt auch die Anschlussbedingung (3.11-6).

Das Ergebnis (3.11-8) wird den Leser, der schon Aufgabe 3.9 behandelt hat, nicht überraschen.

Magnetische Feldstärke

Da sich die einzigen Wirbel von 𝑩 im Raumbereich 𝑅 ≤ 𝑎 befinden, und der Gesamtstrom
im Raumbereich 𝑅 ≤ 𝑎 null ist, gilt 𝑩(𝒓) = 𝟎 für 𝑅 > 𝑎.
Diemagnetische Feldstärke für 𝑅 < 𝑎 könnenwir ameinfachsten aus den Feldgleichungen

für 𝑩 berechnen, indem wir die Symmetrie des Problems ausnützen. Der Lösungsansatz

𝑩(𝒓) = 𝐵𝑧(𝑅)𝒆𝑧 (3.11-9)

erfüllt die Feldgleichung div𝑩(𝒓) = 0, zu erfüllen bleibt die Feldgleichung 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) =
4𝜋
𝑐 𝒋(𝒓), also (siehe die Formel (A.3-20) und Gl. (3.11-3a))

−𝑑𝐵𝑧(𝑅)𝑑𝑅 𝒆𝜙 =
4𝜋
𝑐 (−2𝑃0𝜔

𝑅
𝑎) 𝒆𝜙 (3.11-10)

mit der Anschlussbedingung (siehe Gl. (3.11-3b))

𝐑𝐨𝐭𝑩 = 4𝜋
𝑐 𝑲 = 4𝜋

𝑐 𝑃0𝜔𝑎𝒆𝜙 für 𝑅 = 𝑎. (3.11-11)
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Die Lösung der Differentialgleichung (3.11-10) lautet

𝐵𝑧(𝑅) =
4𝜋
𝑐 𝑃0𝜔

𝑅2
𝑎 + 𝐶. (3.11-12)

Der Wert der Integrationskonstanten 𝐶 folgt aus der Anschlussbedingung bei 𝑅 = 𝑎 (siehe
die Formel (A.4-2)):

𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝒆𝑅 ⨯ (−1)(
4𝜋
𝑐
𝑃0𝜔𝑎 + 𝐶)𝒆𝑧 = (4𝜋

𝑐
𝑃0𝜔𝑎 + 𝐶)𝒆𝜙

= 4𝜋
𝑐
𝑲 = 4𝜋

𝑐
𝑃0𝜔𝑎𝒆𝜙 ⇒ 𝐶 = 0.

Ergebnis:

𝑩(𝒓) = {
4𝜋
𝑐
𝑃0𝜔

𝑅2

𝑎
𝒆𝑧 für 𝑅 < 𝑎

𝟎 für 𝑅 > 𝑎
. (3.11-13)

3.12 (a) Alle Vektorfelder besitzen nur eine 𝑟-Komponente, welche von 𝑟 abhängt und
sind damit wirbelfrei; alle Flächenladungen sind homogen; das Potential hängt nur von 𝑟
ab.

Flächenladungsdichte freier Ladungen auf den Metall-
kugelschalen:

𝜎(𝑎) = 𝑄
4𝜋𝑎2 ; 𝜎(𝑏) = − 𝑄

4𝜋𝑏2 .

Verbleibende Feldgleichung: div-Gleichung für𝑫 im Di-
elektrikum, d.h. für 𝑎 < 𝑟 < 𝑏:

div𝑫 = 1
𝑟2

𝑑
𝑑𝑟 (𝑟

2𝐷𝑟) = 4𝜋𝜌 = 0 ⇒

𝐷𝑟(𝑟) =
𝐴
𝑟2 (𝐴 Konstante).

Sprungbedingung für 𝐷𝑟 bei 𝑟 = 𝑎:

Div𝑫||𝑎= 4𝜋𝜎(𝑎) ⇒

𝐷𝑟(𝑎+) − 𝐷𝑟(𝑎−) = 𝐷𝑟(𝑎+) =
𝐴
𝑎2

= 4𝜋 𝑄
4𝜋𝑎2 ⇒ 𝐴 = 𝑄.

𝑫(𝒓) = 𝐷𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 mit 𝐷𝑟(𝑟) =
𝑄
𝑟2 für 𝑎 < 𝑟 < 𝑏. (3.12-1)
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Die Sprungbedingung für 𝐷𝑟 bei 𝑟 = 𝑏 ist damit „automatisch“ erfüllt:

Div𝑫||𝑏= 4𝜋𝜎(𝑏) ⇒ 𝐷𝑟(𝑏+) − 𝐷𝑟(𝑏−) = −𝐷𝑟(𝑏−) = −𝑄𝑏2 = −4𝜋 𝑄
4𝜋𝑏2 ∎

Für die elektrische Feldstärke und das Polarisationsfeld in den homogenen Dielektrikums-
bereichen folgt

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 ; 𝑷(𝒓) = 𝑃𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 ;

𝐸𝑟(𝑟) =
1
𝜀(𝑟)

𝐷𝑟(𝑟) = {

1
𝜀1

𝑄
𝑟2

für 𝑎 < 𝑟 < 𝑐
1
𝜀2

𝑄
𝑟2

für 𝑐 < 𝑟 < 𝑏
;

𝑃𝑟(𝑟) =
𝜀(𝑟) − 1
4𝜋𝜀(𝑟)

𝐷𝑟(𝑟) = {

𝜀1−1
4𝜋𝜀1

𝑄
𝑟2

für 𝑎 < 𝑟 < 𝑐
𝜀2−1
4𝜋𝜀2

𝑄
𝑟2

für 𝑐 < 𝑟 < 𝑏
.

(3.12-2)

(3.12-3)

(3.12-4)

(b) Die Flächenladungsdichte freier Ladungen bei 𝑟 = 𝑎 bzw. bei 𝑟 = 𝑏 wurde bereits in
Punkt (a) berechnet.
Polarisations-Flächenladungsdichte bei 𝑟 = 𝑎

𝜎P(𝑎) = −Div𝑷||𝑎 = −[𝑃𝑟(𝑎+) − 𝑃𝑟(𝑎−)] = −𝑃𝑟(𝑎+) = −𝜀1 − 1
𝜀1

𝑄
4𝜋𝑎2 . (3.12-5)

Polarisations-Flächenladungsdichte bei 𝑟 = 𝑏

𝜎P(𝑏) = −Div𝑷||𝑏 = −[𝑃𝑟(𝑏+) − 𝑃𝑟(𝑏−)] = 𝑃𝑟(𝑏−) =
𝜀2 − 1
𝜀2

𝑄
4𝜋𝑏2 . (3.12-6)

Bemerkung: Die Polarisations-Flächenladungsdichte bei 𝑟 = 𝑎 bzw. bei 𝑟 = 𝑏 besitzt (wie
dies der Fall sein muss) jeweils entgegengesetztes Vorzeichen gegenüber der Flächen-
ladungsdichte freier Ladungen, aber kleineren Betrag (𝑬-Feldabschwächung durch das
Dielektrikum).

Polarisations-Flächenladungsdichte bei 𝑟 = 𝑐

𝜎P(𝑐) = −Div𝑷||𝑐 = −[𝑃𝑟(𝑐+) − 𝑃𝑟(𝑐−)] =
𝜀1 − 𝜀2
𝜀1𝜀2

𝑄
4𝜋𝑐2 . (3.12-7)

Polarisations-Raumladungsdichte im Dielektrikum
In den Raumbereichen 𝑎 < 𝑟 < 𝑐, 𝑐 < 𝑟 < 𝑏 gibt es keine freien Ladungen, nach der in
jedem homogenen Dielektrikum gültigen Beziehung (A.12-4) von Anhang A.12 folgt also
für diese Raumbereiche 𝜌P = 0. (3.12-8)
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(c) Kapazität der Anordnung: 𝐶 ≔ 𝑄
𝑈
mit 𝑈 = 𝜑(𝑎) − 𝜑(𝑏)

𝑈 =

𝑎

∫
𝑏

𝑑𝑟 𝑑𝜑(𝑟)𝑑𝑟 =

𝑏

∫
𝑎

𝑑𝑟𝐸𝑟(𝑟) =
𝑄
𝜀1

𝑐

∫
𝑎

𝑑𝑟
𝑟2 +

𝑄
𝜀2

𝑏

∫
𝑐

𝑑𝑟
𝑟2 =

𝑄
𝜀1
𝑐 − 𝑎
𝑎𝑐 + 𝑄

𝜀2
𝑏 − 𝑐
𝑐𝑏 .

Für die Kapazität der Anordnung ergibt sich damit

𝐶 = [ 1𝜀1
𝑐 − 𝑎
𝑎𝑐 + 1

𝜀2
𝑏 − 𝑐
𝑐𝑏 ]

−1
. (3.12-9)

3.13 (a) 𝑎 < 𝑏 ≪ 𝐿 bedeutet Vernachlässigbarkeit von Randeffekten; alle Vektorfelder
besitzen nur eine 𝑅-Komponente, welche von 𝑅 abhängt und sind damit wirbelfrei; alle
Flächenladungen sind homogen; Potential und Polarisations-Raumladungsdichte hängen
nur von 𝑅 ab.

Flächenladungsdichte freier Ladungen auf den Metall-
zylindern:

𝜎(𝑎) = 𝑄
2𝜋𝑎𝐿 ; 𝜎(𝑏) = − 𝑄

2𝜋𝑏𝐿 .

Verbleibende Feldgleichung: div-Gleichung für𝑫 im Di-
elektrikum, d.h. für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏:

div𝑫 = 1
𝑅
𝑑
𝑑𝑅 (𝑅𝐷𝑅) = 4𝜋𝜌 = 0 ⇒

𝐷𝑅(𝑅) =
𝐴
𝑅 (𝐴 Konstante).

Sprungbedingung für 𝐷𝑅 bei 𝑅 = 𝑎:

Div𝑫||𝑎= 4𝜋𝜎(𝑎) ⇒

𝐷𝑅(𝑎+) − 𝐷𝑅(𝑎−) = 𝐷𝑅(𝑎+) =
𝐴
𝑎

= 4𝜋 𝑄
2𝜋𝑎𝐿 ⇒ 𝐴 = 2𝑄

𝐿 .

𝑫(𝒓) = 𝐷𝑅(𝑅) 𝒆𝑅 mit 𝐷𝑅(𝑅) =
2𝑄
𝐿

1
𝑅 für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏. (3.13-1)

Die Sprungbedingung für 𝐷𝑅 bei 𝑅 = 𝑏 ist damit „automatisch“ erfüllt:

Div𝑫||𝑏= 4𝜋𝜎(𝑏) ⇒ 𝐷𝑅(𝑏+) − 𝐷𝑅(𝑏−) = −𝐷𝑅(𝑏−) = −2𝑄𝐿
1
𝑏 = −4𝜋 𝑄

2𝜋𝑏𝐿 ∎
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Für die elektrische Feldstärke und das Polarisationsfeld im Dielektrikum folgt

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑅(𝑅) 𝒆𝑅 ; 𝑷(𝒓) = 𝑃𝑅(𝑅) 𝒆𝑅 ;

𝐸𝑅(𝑅) =
1

𝜀(𝑅)
𝐷𝑅(𝑅) =

2𝑄
𝐿

1
𝑅

1
𝜀0 + 𝛥𝜀 𝑅−𝑎

𝑏−𝑎

für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏;

𝑃𝑅(𝑅) =
𝜀(𝑅) − 1
4𝜋𝜀(𝑅)

𝐷𝑅(𝑅) =
𝑄
2𝜋𝐿

1
𝑅 [1 − 1

𝜀0 + 𝛥𝜀 𝑅−𝑎
𝑏−𝑎

] für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏.

(3.13-2)

(3.13-3)

(3.13-4)

(b) Die Flächenladungsdichte freier Ladungen bei 𝑅 = 𝑎 bzw. bei 𝑅 = 𝑏 wurde bereits in
Punkt (a) berechnet.
Polarisations-Flächenladungsdichte bei 𝑅 = 𝑎

𝜎P(𝑎) = −Div𝑷||𝑎 = −[𝑃𝑅(𝑎+) − 𝑃𝑅(𝑎−)] = −𝑃𝑅(𝑎+) = − 𝑄
2𝜋𝐿

1
𝑎 [1 − 1

𝜀0
] . (3.13-5)

Polarisations-Flächenladungsdichte bei 𝑅 = 𝑏

𝜎P(𝑏) = −Div𝑷||𝑏 = −[𝑃𝑅(𝑏+) − 𝑃𝑅(𝑏−)] = 𝑃𝑅(𝑏−) =
𝑄
2𝜋𝐿

1
𝑏 [1 −

1
𝜀0 + 𝛥𝜀] . (3.13-6)

Bemerkung: Die Polarisations-Flächenladungsdichte bei 𝑅 = 𝑎 bzw. bei 𝑅 = 𝑏 besitzt
(wie dies der Fall sein muss) jeweils entgegengesetztes Vorzeichen gegenüber der Flächen-
ladungsdichte freier Ladungen, aber kleineren Betrag (𝑬-Feldabschwächung durch das
Dielektrikum).

Polarisations-Raumladungsdichte im Dielektrikum, d.h. für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏

𝜌P(𝑅) = −div𝑷(𝒓) = −1𝑅
𝑑
𝑑𝑅 (𝑅𝑃𝑅(𝑅)) =

𝑄
2𝜋𝐿

1
𝑏 − 𝑎

1
𝑅

𝛥𝜀

(𝜀0 + 𝛥𝜀 𝑅−𝑎
𝑏−𝑎

)
2 . (3.13-7)

(c) Kapazität der Anordnung: 𝐶 ≔ 𝑄
𝑈
mit 𝑈 = 𝜑(𝑎) − 𝜑(𝑏)

𝑈 =

𝑎

∫
𝑏

𝑑𝑅 𝑑𝜑(𝑅)𝑑𝑅 =

𝑏

∫
𝑎

𝑑𝑅𝐸𝑅(𝑅) =
2𝑄
𝐿

𝑏

∫
𝑎

𝑑𝑅
𝑅(𝜀0 + 𝛥𝜀 𝑅−𝑎

𝑏−𝑎
)
= 2𝑄

𝐿

𝑏

∫
𝑎

𝑑𝑅
𝑅(𝜀0 − 𝛥𝜀 𝑎

𝑏−𝑎
+ 𝛥𝜀

𝑏−𝑎
𝑅)
,

undmit dem unbestimmten Integral aus der Angabe folgt schließlich

𝑈 = −2𝑄𝐿
1

𝜀0 − 𝛥𝜀 𝑎
𝑏−𝑎

log
|
|
|

𝜀0 + 𝛥𝜀 𝑅−𝑎
𝑏−𝑎

𝑅
|
|
|
|
|
|

𝑏

𝑎
= −2𝑄𝐿

1
𝜀0 − 𝛥𝜀 𝑎

𝑏−𝑎

log (𝜀0 + 𝛥𝜀
𝜀0

𝑎
𝑏) .
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Für die Kapazität der Anordnung pro Längeneinheit in Achsenrichtung ergibt sich damit

𝘤 ≔ 𝐶
𝐿 = 1

2 [𝜀0 − 𝛥𝜀 𝑎
𝑏 − 𝑎]

1
log ( 𝜀0

𝜀0+𝛥𝜀
𝑏
𝑎
)
. (3.13-8)

3.14 (a)
Es liegt axiale Symmetrie bzgl. der 𝑧-Achse vor.
Dies bedeutet, dass alle Feldgrößennur von 𝑟und
𝜗 abhängen können, und die 𝜙-Komponenten
null sind. Die vorerst nicht bekannten Flächen-
ladungsdichten freier Ladungen und Polarisa-
tionsladungen werden nach Lösen der Feldglei-
chungenmit den Randbedingungen aus den Be-
ziehungen („links“) Div𝑬 = 4𝜋𝜎 bzw. („rechts“)
Div𝑫 = 4𝜋𝜎 und 𝜎P = −Div𝑷 bestimmt.

Ich definiere zwei Raumgebiete: 𝒢1: 0 < 𝜗 < 𝜋
2 , 𝑟 ∈ (𝑎, 𝑏) und 𝒢2:

𝜋
2 < 𝜗 < 𝜋, 𝑟 ∈ (𝑎, 𝑏)

(siehe die Abbildung). In 𝒢1 gibt es keine von null verschiedene Raumladungsdichte freier
Ladungen und daher gemäß Gl. (A.12-4) auch keine von null verschiedene Polarisations-
Raumladungsdichte. Das 𝑬-Feld besitzt also in 𝒢1 und 𝒢2 keine Raumladungsdichten
freier Ladungen oder Polarisationsladungen, und da es auch wirbelfrei ist, lässt es sich im
gesamten Bereich 𝑟 ∈ (𝑎, 𝑏) aus einem Potential herleiten, welches die Laplacegleichung
erfüllt.

Laplacegleichung für das Potential in 𝒢1 und 𝒢2
Das Potentialmuss auf der jeweiligen gesamten Leiter-Kugelschalenoberfläche den gleichen
konstanten Wert besitzen (𝜑0𝑎 für 𝑟 = 𝑎 und 𝜑0𝑏 für 𝑟 = 𝑏). Es muss daher in 𝒢1 und 𝒢2
gleich sein und kann aus Symmetriegründen nur von 𝑟 abhängen.
Δ𝜑(𝑟) = 0 mit den Randbedingungen 𝜑(𝑎) = 𝜑0𝑎 , 𝜑(𝑏) = 𝜑0𝑏
Lösungsansatz

𝜑(𝑟) = 𝐴0 +
𝐵0
𝑟 . (3.14-1)

Einsetzen der Randbedingungen gibt

𝐵0 = (𝜑0𝑎 − 𝜑0𝑏)
𝑎𝑏
𝑏 − 𝑎 . (3.14-2)

Somit:
𝜑(𝑟) = 𝐴0 +

𝐵0
𝑟 ; 𝐸𝑟(𝑟) =

𝐵0
𝑟2 , 𝑬(𝒓) = 𝐵0𝒓

𝑟3 in 𝒢1 und 𝒢2 . (3.14-3)

Bemerkung: Auf der Grenzfläche 𝜗 = 𝜋
2 , 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, muss 𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 gelten. Das unter Verwendung

eines Symmetrieargumentes gefundene 𝑬-Feld erfüllt dies.
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Daraus, dass 𝑬 nur eine von null verschiedene Radialkomponente besitzt, folgt mit der
Materialgleichung in 𝒢1, dass in 𝒢1 das 𝑫- und 𝑷-Feld nur eine von null verschiedene
Radialkomponente besitzen.
Die Konstante 𝐵0 erhalten wir, indem wir mit 𝑫 = 𝜀𝑬 für 𝒢1 und (formal) mit 𝑫 = 𝑬

für 𝒢2 die integrale Form (A.12-5) der div𝑫-Feldgleichung für ein Kugelvolumen𝒦𝑟 vom
Radius 𝑟 (𝑟 ∈ (𝑎, 𝑏) beliebig) anschreiben und dabei berücksichtigen, dass 𝑫(𝒓′) = 𝐷𝑟(𝑟′) 𝒆𝑟
gilt:

∮
ℱ(𝒦𝑟)

𝒅𝒇′•𝑫(𝒓′) = 4𝜋∫
𝒦𝑟

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) = 4𝜋𝑄. (3.14-4)

Wegen
𝒅𝒇′ ||ℱ(𝒦𝑟)

= 𝑟2𝑑𝛺′𝒆𝑟 , 𝑫(𝒓′)||ℱ(𝒦𝑟)
= 𝐷𝑟(𝑟) 𝒆𝑟 ,

folgt aus (3.14-4)
𝑟2𝜀𝐸𝑟(𝑟)2𝜋 + 𝑟2𝐸𝑟(𝑟)2𝜋 = 4𝜋𝑄.

Ergebnisse:

𝑬(𝒓) = 2
𝜀 + 1

𝑄𝒓
𝑟3 in 𝒢1 und 𝒢2 ;

𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓) = 2𝜀
𝜀 + 1

𝑄𝒓
𝑟3 in 𝒢1 ,

𝑷(𝒓) = 𝜀 − 1
4𝜋 𝑬(𝒓) = 1

2𝜋
𝜀 − 1
𝜀 + 1

𝑄𝒓
𝑟3 in 𝒢1 .

(3.14-5a)

(3.14-5b)

(3.14-5c)

Mit denBeziehungen (3.14-2), (3.14-3) undGl. (3.14-5a) erhaltenwirdiePotentialdifferenz
zwischen den Leiterkugelschalen

𝜑0𝑎 − 𝜑0𝑏 =
2

𝜀 + 1
𝑏 − 𝑎
𝑎𝑏 𝑄. (3.14-6)

(b) Mit 𝐶 = 𝑄/𝑈 und 𝑈 = 𝜑0𝑎 − 𝜑0𝑏 folgt für die Kapazität des Kugelkondensators

𝐶 = 𝜀 + 1
2

𝑎𝑏
𝑏 − 𝑎 . (3.14-7)

Bemerkung: Mit 𝜀 = 1 (kein Dielektrikum zwischen den Leiterkugelschalen) ergibt sich daraus
das bekannte Ergebnis für den „gewöhnlichen“ Kugelkondensator. Für die Kapazität eines Kugel-
kondensators mit Dielektrikum im gesamten Raum zwischen den Leiterkugelschalen gilt 𝐶 = 𝜀 𝑎𝑏

𝑏−𝑎
.

(c) Flächenladungsdichten freier Ladungen
„Links“, d. h. für 𝜋

2 < 𝜗 < 𝜋, gilt Div𝑬 = 4𝜋𝜎 bzw. (Flächennormalenvektor von der
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Leiteroberfläche nach außen) 𝐸n = 4𝜋𝜎 mit 𝐸n = 𝐸𝑟(𝑎) bei 𝑟 = 𝑎 und 𝐸n = −𝐸𝑟(𝑏) bei
𝑟 = 𝑏. Mit Gl. (3.14-5a):

𝜎(𝑎) = 1
𝜀 + 1

𝑄
2𝜋𝑎2 , 𝜎(𝑏) = − 1

𝜀 + 1
𝑄

2𝜋𝑏2 für 𝜋
2 < 𝜗 < 𝜋. (3.14-8)

„Rechts“, d. h. für 0 < 𝜗 < 𝜋
2 , gilt Div𝑫 = 4𝜋𝜎 bzw. (Flächennormalenvektor von der

Leiteroberfläche nach außen) 𝐷n = 4𝜋𝜎 mit 𝐷n = 𝐷𝑟(𝑎) bei 𝑟 = 𝑎 und 𝐷n = −𝐷𝑟(𝑏) bei
𝑟 = 𝑏. Mit Gl. (3.14-5b):

𝜎(𝑎) = 𝜀
𝜀 + 1

𝑄
2𝜋𝑎2 , 𝜎(𝑏) = − 𝜀

𝜀 + 1
𝑄

2𝜋𝑏2 für 0 < 𝜗 < 𝜋
2 . (3.14-9)

(d) Polarisations-Flächenladungsdichten
„Rechts“, d. h. für 0 < 𝜗 < 𝜋

2 , gilt 𝜎P = −Div𝑷 bzw. (Flächennormalenvektor von der
Dielektrikumsoberfläche nach außen) 𝜎P = 𝑃n mit 𝑃n = −𝑃𝑟(𝑎) bei 𝑟 = 𝑎 und 𝑃n = 𝑃𝑟(𝑏) bei
𝑟 = 𝑏. Mit Gl. (3.14-5c):

𝜎P(𝑎) = −𝜀 − 1
𝜀 + 1

𝑄
2𝜋𝑎2 , 𝜎P(𝑏) =

𝜀 − 1
𝜀 + 1

𝑄
2𝜋𝑏2 für 0 < 𝜗 < 𝜋

2 . (3.14-10)

Auf der Grenzfläche 𝜗 = 𝜋
2 , 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, gilt 𝑃n = 0, weshalb dort die Polarisations-Flächen-

ladungsdichte null ist.
Bemerkung: Addiert man für 𝑟 = 𝑎 bzw. für 𝑟 = 𝑏 für 0 < 𝜗 < 𝜋

2 jeweils die Flächenladungsdichten
𝜎 und 𝜎P, so ist diese Summe gleich mit 𝜎 für

𝜋
2 < 𝜗 < 𝜋. Das ist der physikalische Grund dafür, dass das

𝑬-Feld, dessen Quellen freie Ladungen und Polarisationsladungen sind, in 𝒢1 und 𝒢2 gleich ist.

3.15
Es liegt Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse vor. Dies
bedeutet 𝜑 = 𝜑(𝑟, 𝜗); 𝐸𝑟= 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗), 𝐸𝜗= 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗), 𝐸𝜙= 0;
𝜎P = 𝜎P(𝜗). Die vorerst nicht bekannte Polarisations-
Flächenladungsdichte 𝜎P auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 wird
nach Lösen der Feldgleichungen mit den Anschluss-
bedingungen und der asymptotischen Bedingung aus
𝜎P = −Div𝑷 bestimmt.

Da die gesamte Quellverteilung räumlich lokalisiert ist, können wir die Konvention
𝜑(𝑟 →+∞,𝜗) → 0 benützen.

(a) Für 𝑟 < 𝑎 gelten die Feldgleichung (A.12-2a) und die Materialgleichung (A.12-2b).
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Feldgleichung, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für das Potential 𝜑

Feldgleichung für 𝑟 < 𝑎∶ Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = 4𝜋
𝜀 𝒑 •𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓) ;

Feldgleichung für 𝑟 > 𝑎∶ Δ𝜑(𝑟, 𝜗) = 0;

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑎∶

Div𝑫 = 0∶ 𝜀 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)𝜕𝑟
|||𝑎−

= 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎+
;

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎∶ 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝜗

|||𝑎−
= 𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)

𝜕𝜗
|||𝑎+

ersetzt durch 𝜑(𝑎−, 𝜗) = 𝜑(𝑎+, 𝜗) ;

asymptotische Bedingung: 𝜑(𝑟, 𝜗) −−−⟶
𝑟→+∞

0.

(3.15-1a)

(3.15-1b)

(3.15-1c)

(3.15-1d)

(3.15-1e)

Zur Anschlussbedingung (3.15-1d) siehe die Bemerkung bei der Aufgabe 3.4.
(b) Lösungsansatz

𝜑(𝑟, 𝜗) = {
𝑝cos𝜗
𝜀𝑟2

+𝐴 𝑝𝑟cos𝜗
𝑎3

für 𝑟 ≤ 𝑎
𝑝cos𝜗
𝜀𝑟2

+𝐴 𝑝cos𝜗
𝑟2

für 𝑟 ≥ 𝑎
, (3.15-2)

𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟 = {

−2𝑝cos𝜗
𝜀𝑟3

+𝐴 𝑝cos𝜗
𝑎3

für 𝑟 < 𝑎

−2𝑝cos𝜗
𝜀𝑟3

−𝐴 2𝑝cos𝜗
𝑟3

für 𝑟 > 𝑎
. (3.15-3)

Physikalisch: Das Einbringen des elektrischen Punktdipols mit Moment 𝒑 in das Zen-
trum der dielektrischen Kugel führt zu einer elektrischen Polarisierung der Kugel. Gemäß
Gl. (A.12-4) von Anhang A.12 wird am Ort des eingebrachten Dipols ein Polarisations-
Punktdipol mit demMoment𝒑P = −[(𝜀 − 1)/𝜀]𝒑 „induziert“, und auf der Kugeloberfläche
bildet sich eine (zunächst nochunbekannte) Polarisations-Flächenladungsverteilung𝜎P(𝜗)
aus. Die Überlagerung der beiden am gleichen Ort befindlichen Punktdipole mit den Mo-
menten 𝒑 und 𝒑P gibt einen Punktdipol mit demMoment 𝒑/𝜀, den ich im Folgenden als
zentralen Punktdipol bezeichne.
Mathematisch: Im Lösungsansatz für 𝑟 < 𝑎 ist der erste Term das Potential des zentralen
Punktdipols mit Moment 𝒑/𝜀 (Partikulärintegral der inhomogenen Gleichung (3.15-1a)),
der zweite Term ist ein reguläres Partikulärintegral der Laplacegleichung (wegen 𝑟 < 𝑎 Lö-
sung der homogenenGleichung zu (3.15-1a)) und stellt das Potential der auf der Fläche 𝑟 = 𝑎
durch Polarisation des Dielektrikums hervorgerufenen Polarisations-Flächenladungsver-
teilung 𝜎P(𝜗) dar.
Im Lösungsansatz für 𝑟 > 𝑎 ist der erste Term das Potential des zentralen Punktdipols
mit Moment 𝒑/𝜀 (für 𝑟 > 𝑎 Partikulärintegral der Laplacegleichung (3.15-1b)), der zweite
Term ist ein reguläres Partikulärintegral der Laplacegleichung (3.15-1b) und stellt das
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Potential der auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 durch Polarisation des Dielektrikums hervorgerufenen
Polarisations-Flächenladungsverteilung 𝜎P(𝜗) dar.
Der Lösungsansatz erfüllt die Feldgleichungen (3.15-1a), (3.15-1b), die Anschlussbedin-
gung (3.15-1d) und die asymptotische Bedingung (3.15-1e). Zu erfüllen bleibt lediglich
noch die Anschlussbedingung (3.15-1c).

Bemerkung: Wegen der speziellen mathematischen Form der Partikulärlösung der inhomogenen
Gleichung benötigt man im Lösungsansatz für die Partikulärlösungen der Laplacegleichung nur
den Termmit 𝑙 = 1. Damit ist aber auch schon an dieser Stelle klar, dass das Feld der Polarisations-
Oberflächenladungsverteilung im Außenraum ebenfalls ein elektrisches Punktdipolfeld ist.

Mit dem Lösungsansatz (3.15-2) ergibt die Anschlussbedingung (3.15-1c)

−2 + 𝜀𝐴 = −2𝜀 − 2𝐴 ⇒ 𝐴 = 2(𝜀 − 1)
𝜀(𝜀 + 2)

. (3.15-4)

Ergebnis für das elektrostatische Potential:

𝜑(𝑟, 𝜗) = {
𝒑•𝒓
𝜀𝑟3

(1 + 2(𝜀−1)
𝜀+2

𝑟3

𝑎3
) für 𝑟 ≤ 𝑎

3
𝜀+2

𝒑•𝒓
𝑟3

= 𝒑•𝒓
𝑟3
(1 − 𝜀−1

𝜀+2
) für 𝑟 ≥ 𝑎

. (3.15-5)

Im Außenraum der dielektrischen Kugel liegt ein elektrostatisches Dipolfeld vor.
Für 𝜀 = 1 erhält man im ganzen Raum das Feld des Punktdipols im Ursprung mit dem
Moment𝒑. ✓ Durch die Polarisation der Kugel wird das Dipolfeld im Bereich 𝑟 > 𝑎 um den
Faktor 3/(𝜀+2) abgeschwächt. Der zweite Term bei 𝑟 < 𝑎 ist das Potential der Polarisations-
Oberflächenladungsverteilung, der zweite Termbei 𝑟 > 𝑎 ist das Potential des Polarisations-
Punktdipols im Ursprung plus der Polarisations-Oberflächenladungsverteilung.

(c) Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P und Polarisations-Oberflächenladungsdichte 𝜎P
In einem homogenen Dielektrikum ist die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P nur dort
von null verschieden, wo die freie Raumladungsdichte von null verschieden ist, und zwar
besteht der Zusammenhang (A.12-4). Somit:

𝜌P(𝒓) = −𝜀 − 1
𝜀 𝜌(𝒓) = 𝜀 − 1

𝜀 𝒑 • 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓) ,

d. h. Polarisations-Punktdipol 𝒑P im Ursprung, sonst 𝜌P(𝒓) = 0.
(3.15-6)

Die zugehörige Gesamtladung 𝑞P,Raum ist null.

Die Polarisations-Flächenladungsverteilung auf der Oberfläche der dielektrischen Kugel
erhalten wir aus 𝜎P = −Div𝑷 :

𝜎P(𝜗) = −[𝑃𝑟(𝑎+, 𝜗)⏟⎵⏟⎵⏟
0

−𝑃𝑟(𝑎−, 𝜗)] = 𝑃𝑟(𝑎−, 𝜗) =
𝜀 − 1
4𝜋 𝐸𝑟(𝑎−, 𝜗) = −𝜀 − 1

4𝜋
𝜕𝜑(𝑟, 𝜗)
𝜕𝑟

|||𝑎−
.
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Mit Gl. (3.15-3) und (3.15-4) gibt das

𝜎P(𝜗) =
𝜀 − 1

𝜀(𝜀 + 2)
3𝑝 cos 𝜗
2𝜋𝑎3 . (3.15-7)

Die zugehörige Gesamtladung 𝑞P,Oberfl ist null.

Siehe auch die Testaufgabe T3.11.
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Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T3.1

(a) Ein allseitig unendlich ausgedehntes Dielektrikummit der Dielektrizitätskonstante 𝜀
sei homogen polarisiert mit Polarisation 𝑷0 . Welche Feldstärke 𝑬0 herrscht dann im
Dielektrikum?

(b) In dem zunächst gemäß (a) polarisierten Dielektrikum werde ein kugelförmiger Hohl-
raummit Radius 𝑎 erzeugt.

(b1) Schreibe für das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 die im Innen- und Außenraum
der Kugel geltenden Feldgleichungen an. Welche Bedingungen müssen 𝜑 und 𝑬
auf der Kugelfläche 𝑟 = 𝑎 und im Unendlichen erfüllen?

(b2) Zeige durch Lösen der Feldgleichungen von (b1), dass für die elektrische Feld-
stärke im Hohlraum

𝑬 = 12𝜋𝜀
(2𝜀 + 1)(𝜀 − 1)

𝑷0

gilt. Ist der Betrag dieser Feldstärke kleiner oder größer als jener von 𝑬0, d. h. hat
die Feldstärke durch Erzeugen des Hohlraumes in diesem Raumbereich ab- oder
zugenommen?

(b3) Berechne die Polarisation 𝑷 und die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im
Dielektrikumsowie die Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf derOberfläche
des Hohlraumes.

Anleitung: Wähle den Kugelmittelpunkt als Koordinatenursprung und die Richtung von 𝑷0 als
𝑧-Richtung.

T3.2

Ein allseitig unendlich ausgedehntes Dielek-
trikummit der Dielektrizitätskonstante 𝜀 hat
einen kugelförmigen Hohlraum vom Radius 𝑎.
Das Dielektrikum befindet sich im Feld einer
Punktladung 𝑞, welche im Hohlraum im Ab-
stand 𝑟0 < 𝑎 vom Kugelmittelpunkt ruht. Der
Ursprung des Koordinatensystems soll in den
Kugelmittelpunkt, und die 𝑧-Achse soll durch
den Ort der Punktladung gelegt werden.
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(a) Schreibe für die Feldstärke 𝑬 und das zugehörige Potential 𝜑 die im Innen- bzw. im
Außenraum der Kugel geltenden Feldgleichungen an. Welche Anschlussbedingungen
und asymptotischen Bedingungen müssen 𝜑 und 𝑬 auf der Kugelfläche 𝐹𝐾𝑎 und im
Unendlichen erfüllen?

(b) Berechne das Potential 𝜑 im Innen- und Außenraum der Kugel.

(c) Berechne das Polarisationsfeld 𝑷 und das Verschiebungsfeld𝑫 im Dielektrikum.

(d) Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Dielektrikum und die Polarisa-
tions-Flächenladungsdichte 𝜎P auf der Kugelfläche 𝐹𝐾𝑎 sowie die zugehörigen Gesamt-
ladungen 𝑞P,Raum und 𝑞P,Kugelfl..

Hinweis: Die elementare Bildladungsmethode ist bei diesem Problem nicht zielführend.

Allen Lesern, welche die Testaufgabe T2.3 gelöst haben, empfehle ich, die Ergebnisse der vorliegen-
den Aufgabe für 𝜑, 𝜎P, 𝑞P und 𝑬 für den Grenzfall 𝜀 → +∞ mit den entsprechenden Ergebnissen
der Testaufgabe T2.3 zu vergleichen.

T3.3 Ein allseitig unendlich ausgedehntes Dielektrikummit der Dielektrizitätskon-
stante 𝜀 hat einen kugelförmigen Hohlraum vom Radius 𝑎. Das Dielektrikum befindet
sich im Feld eines elektrischen Punktdipols mit demMoment 𝒑 = 𝑝𝒆𝑧 , welcher sich im
Zentrum des Hohlraumes befindet. Der Ursprung des Koordinatensystems soll in den
Kugelmittelpunkt gelegt werden.

(a) Schreibe für das Potential 𝜑 die im Innen- bzw. im Außenraum der Kugel geltenden
Feldgleichungenan.WelcheAnschlussbedingungenundasymptotischenBedingungen
müssen auf der Kugelfläche 𝑟 = 𝑎 und im Unendlichen erfüllt sein?

(b) Berechne das Potential 𝜑 im Innen- und Außenraum der Kugel.

(c) Berechne die Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf der Kugelfläche 𝑟 = 𝑎.

Hinweise: Zur Ladungsdichte eines elektrischen Punktdipols siehe Punkt 1.2 von Anhang A.11.
Beachte ferner, dass cos 𝜗 = 𝑃1(cos 𝜗) gilt.

T3.4 Eine dielektrische Kugel (Radius 𝑎, Dielektrizitätskonstante 𝜀 ) werde in ein (ur-
sprünglich) homogenes elektrisches Feld 𝑬0 = (0, 0, 𝐸0) (Kugelmittelpunkt= Ursprung)
gebracht.

(a) Schreibe für das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 die im Innen- bzw. im Außenraum
der Kugel geltenden Feldgleichungen an. Welche Bedingungenmüssen 𝜑 und 𝑬 auf
der Kugeloberfläche und im Unendlichen erfüllen?
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(b) Berechne das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 im Innen- und Außenraum der Kugel.
Zeige, dass die Kugel für das Außenraumproblem durch einen fiktiven Punktdipol im
Ursprung ersetzt werden kann (𝒑 = ?).

(c) Berechne das Polarisationsfeld 𝑷 und das Verschiebungsfeld𝑫 im Kugelinneren und
zeige, dass im Kugelinneren 𝑫 + 2𝑬 = 3𝑬0 gilt. Berechne ferner das Raumintegral von
𝑷 über das Kugelvolumen.

(d) Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Inneren der Kugel und die
Polarisations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf ihrer Oberfläche sowie die zugehörigen
Gesamtladungen 𝑞P,Raum und 𝑞P,Oberfl.

Anleitung: Beachte, dass axiale Symmetrie bezüglich der 𝑧-Achse vorliegt.

T3.5 Eine Punktladung 𝑞 befindet sich im Vakuum, und zwar im Abstand 𝑑 von einem
dielektrischen Halbraummit der Dielektrizitätskonstante 𝜀.

(a) Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Dielektrikum sowie die Polari-
sations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf der Grenzfläche zum Vakuum.

(b) Berechne die Kraft 𝑭, welche auf die Punktladung 𝑞wirkt.

Verwende die Bildladungsmethode; siehe Aufgabe 3.1. Siehe auch die folgende Testaufgabe.

T3.6 Ein dielektrischer Halbraum ℋ∶ 𝑧 < 0 mit der Dielektrizitätskonstante 𝜀 be-
findet sich im Feld eines am Ort 𝒓0= (0, 0, 𝑑), 𝑑 > 0, im Vakuum ruhenden elektrischen
Punktdipols mit demMoment 𝒑 = (0, 0, 𝑝𝑧), 𝑝𝑧 > 0.
Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Dielektrikum sowie die Polari-

sations-Flächenladungsdichte 𝜎P auf der Grenzfläche zum Vakuum und diskutiere, auf
welchem Teil der Grenzfläche 𝜎P positives bzw. negatives Vorzeichen besitzt.
Verwende die Bildladungsmethode; siehe Aufgabe 3.1. Das Feld eines elektrischen Punktdipols
kann als bekannt angesehen werden.

T3.7

Ein leitenderHalbraum,der sich auf dem
Potential null befindet, grenzt an einen
Halbraum mit einem Dielektrikum mit
der Dielektrizitätskonstante 𝜀. Im Dielek-
trikum befindet sich am Ort 𝒓0 = (0, 0, 𝑑)
ein Punktdipol mit dem Dipolmoment
𝒑 = (𝑝𝑥, 0, 𝑝𝑧) = (𝑝 sin𝜗, 0, 𝑝 cos 𝜗) (sie-
he die Abbildung).
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(a) Berechne die Wechselwirkungsenergie𝑊 (e)
12 zwischen dem Punktdipol und der Influ-

enz-Flächenladungsverteilung auf der Leiteroberfläche.

(b) Berechne die Kraft 𝑭, welche auf den Punktdipol wirkt.

Hinweis 1: Siehe die analoge Aufgabe 3.2.
Hinweis 2: Die Formel für die Wechselwirkungsenergie zweier voneinander unabhängiger elektri-
scher Punktdipole imVakuum (sieheGl. (1.7-2)) soll als bekannt angesehenwerden. ImDielektrikum
kommt ein Faktor 1/𝜀 hinzu, und da Dipol und Bilddipol nicht voneinander unabhängig sind, tritt
auch noch ein zusätzlicher Faktor 1/2 auf. (Siehe den analogen Hinweis bei der Aufgabe 3.4.)

Ergebnisse: 𝑊 (e)
12 = − 𝑝2

16𝑑3𝜀 (1 + cos2𝜗); 𝑭 = 𝐹𝑧𝒆𝑧 mit 𝐹𝑧 = − 3𝑝2
16𝑑4𝜀 (1 + cos2𝜗)

(anziehende Kraft).

T3.8

(a) Ein allseitig unendlich ausgedehntes Dielektrikummit der Dielektrizitätskonstante
𝜀 sei homogen polarisiert mit Polarisation 𝑷0 = 𝑃0𝒆𝑦 . Welche Feldstärke 𝑬0 herrscht
dann im Dielektrikum?

(b) In dem zunächst gemäß (a) polarisierten Dielektrikum werde ein unendlich langer
zylinderförmiger Hohlraummit Radius 𝑎 und der 𝑧-Achse als Zylinderachse erzeugt.

(b1) Schreibe für das Potential 𝜑 und die Feldstärke 𝑬 die im Innen- und Außenraum
des Zylinders geltenden Feldgleichungen an. Welche Bedingungenmüssen 𝜑 und
𝑬 auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎 und für 𝑅 → +∞ erfüllen? (𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2 )

(b2) Zeige durch Lösen der Feldgleichungen von (b1), dass für die elektrische Feld-
stärke im Hohlraum

𝑬 = 8𝜋𝜀
(𝜀 + 1)(𝜀 − 1)

𝑷0

gilt. Ist der Betrag dieser Feldstärke kleiner oder größer als jener von 𝑬0, d. h. hat
die Feldstärke durch Erzeugen des Hohlraumes in diesem Raumbereich ab- oder
zugenommen?

(b3) Berechne die Polarisation 𝑷 und die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im
Dielektrikumsowie die Polarisations-Flächenladungsdichte𝜎P auf der Oberfläche
des Hohlraumes.

T3.9 Gegeben sei eine Anordnung von zwei unendlich dünnen konzentrischen Me-
tallkugelschalen (Kugelmittelpunkt= Koordinatenursprung) mit Radien 𝑎, 𝑏 (𝑏 > 𝑎). Die
innere Kugelschale trägt die freie Gesamtladung+𝑄, die äußere die freie Gesamtladung
−𝑄 (siehe die Abbildung). Der Raum zwischen den Metallkugelschalen ist mit einem Di-
elektrikum gefüllt, dessen Dielektrizitätskonstante gemäß

𝜀(𝑟) = 𝜀0
𝑎2
𝑟2

184



Testaufgaben

vom Ort abhängt.

(a) Berechne das Verschiebungsfeld𝑫, die elektrische
Feldstärke 𝑬 und das Polarisationsfeld 𝑷 im Dielek-
trikum.

(b) Berechne die Polarisations-Flächenladungsdichte
bei 𝑟 = 𝑎 und bei 𝑟 = 𝑏 sowie die Polarisations-
Raumladungsdichte im Dielektrikum.

(c) Berechne die Kapazität der Anordnung.

Ergebnis für die Kapazität:
𝐶 = 𝜀0

𝑎2
𝑏 − 𝑎 .

Hinweis: Die Kapazität ist gleich der Kapazität eines Plattenkondensators mit der Plattenfläche
𝐴 = 4𝜋𝑎2 und dem Plattenabstand 𝑑 = 𝑏 − 𝑎, welcher mit einem homogenen Dielektrikum der
Dielektrizitätskonstante 𝜀0 gefüllt ist (Vernachlässigung von Randeffekten).

T3.10

Gegeben sei eine Anordnung von zwei unendlich dün-
nen konzentrischen Metall-Kreiszylindern (Zylinder-
achsen = 𝑧-Achse) mit Radien 𝑎, 𝑏 (𝑏 > 𝑎), der Länge
𝐿 ≫ 𝑏 und den freien Gesamtladungen +𝑄 bzw. −𝑄
(siehe die Abbildung). Der Raum zwischen den Metall-
zylindern sei im Bereich 𝑎 < 𝑅 < 𝑐 Vakuum und im
Bereich 𝑐 < 𝑅 < 𝑏mit einem Dielektrikum der Dielek-
trizitätskonstante 𝜀 gefüllt.

Berechne die Kapazität der Anordnung pro Längeneinheit in Achsenrichtung.

T3.11
In das Zentrum einer dielektrischen Kugel (Dielektrizitätskonstante 𝜀, Kugelmittelpunkt =
Koordinatenursprung, Kugelradius 𝑎) werde eine positive Punktladung 𝑞 eingebracht.

(a) Berechne das Verschiebungsfeld𝑫, die elektrische Feldstärke 𝑬 und das Polarisations-
feld 𝑷 im Dielektrikum.

(b) Berechne das 𝑬-Feld im Außenraum der dielektrischen Kugel.
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3. Elektrostatik elektrisch polarisierbarer Materie

(c) Berechne die Polarisations-Raumladungsdichte 𝜌P im Inneren der Kugel und die
Polarisations-Oberflächenladungsdichte 𝜎P auf ihrer Oberfläche sowie die zugehö-
rigen Gesamtladungen 𝑞P,Raum und 𝑞P,Oberfl.

Warum ist es bei dieser Aufgabe vorteilhaft, zuerst das𝑫-Feld zu berechnen?

Hinweise: Formeln zur Elektrostatik homogener Dielektrika siehe Anhang A.12.

T3.12 Gegeben sei eine Anordnung von zwei unendlich dünnen parallelen kreisför-
migen Metallplatten mit Radius 𝑅0, Abstand 𝑑 ≪ 𝑅0 und den freien Gesamtladungen+𝑄
bzw.−𝑄 (siehe die Abbildung). Der Raum zwischen den Platten ist mit einemDielektrikum
gefüllt, dessen Dielektrizitätskonstante gemäß

𝜀(𝑧) = 𝜀0 + 𝛥𝜀 𝑧𝑑
vom Ort abhängt.

(a) Berechne, die elektrische Feldstärke 𝑬, das Polarisationsfeld 𝑷 und das Verschiebungs-
feld𝑫 im Dielektrikum.

(b) Berechne die Flächenladungsdichten freier Ladungen und Polarisationsladungen bei
𝑧 = 𝑑 und 𝑧 = 0 sowie die Polarisations-Raumladungsdichte im Dielektrikum.

(c) Berechne die Kapazität der Anordnung.

Hinweis zu Punkt (a): Es ist vorteilhaft, zuerst das Verschiebungsfeld𝑫 zu berechnen.

Hinweis zu Punkt (c): Im Grenzfall 𝛥𝜀 → 0+muss sich die bekannte Formel für die Kapazität eines
gewöhnlichen Plattenkondensators ergeben.
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4. Magnetostatik im Vakuum ohne
Randbedingungen im Endlichen

Angaben

4.1*
Ein kreisringförmiger Linienleiter ℒ mit
dem Radius 𝑎 liegt in der 𝑥𝑦-Ebene (Zen-
trum= Koordinatenursprung) und ist von
einem Strom 𝐼 durchflossen.
Berechneunter Verwendung von Zylinderko-
ordinaten das Vektorpotential im gesamten
Raum und drücke das Ergebnis durch die
in Gl. (A.2-48) von Anhang A.2 definierten
vollständigen elliptischen Integrale erster
und zweiter Art 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) aus.

Anleitung: Da die Stromverteilung räumlich lokalisiert ist, kann das Vektorpotential mithilfe der
Biot-Savart-Formel (A.9-11) berechnet werden. Beachte die vorhandenen Symmetrien, verwende
die Substitution 𝜙′= 𝜋− 2𝛽 und setze cos2𝛽 = 1 − 2 sin2𝛽 ein.

Siehe auch die Testaufgabe T4.2 sowie die analogen Aufgaben 1.11 und T1.10 in der Elektrostatik.

4.2 Es werden die folgenden von 𝑧 unabhängigen Probleme betrachtet:
(𝛼): Gegeben ist eine elektrostatische Ladungsverteilung 𝜌(𝑅, 𝜙)mit 𝜌(𝑅, 𝜙) = 0 für

𝑅 > 𝑅0, gesucht ist das zugehörige elektrostatische Potential 𝜑(𝑅, 𝜙).
(𝛽): Gegeben ist eine zeitlich konstante Stromverteilung 𝒋(𝑅, 𝜙) = 𝑗𝑧(𝑅, 𝜙)𝒆𝑧 mit

𝑗𝑧(𝑅, 𝜙) = 0 für 𝑅 > 𝑅0, gesucht ist das zugehörige Vektorpotential 𝑨(𝑅, 𝜙) in
Coulombeichung.

Zeige, dass diese Problemstellungenmathematisch äquivalent sind, wobei die Korrespon-
denz 𝜌 ↔ 𝑗𝑧/𝑐, 𝜑 ↔ 𝐴𝑧 gilt (𝐴𝑥, 𝐴𝑦 konstant, i. a. null gewählt).
Bemerkung: Diese Korrespondenz besteht auch, wenn der Raum homogenmit Materie gefüllt ist,
und die einfachen Materialgleichungen

𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓) , 𝑯(𝒓) = 1
𝜇 𝑩(𝒓)

gelten. Es tritt dann noch die Korrespondenz 𝜀 ↔ 1/𝜇 hinzu.
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4. Magnetostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

4.3 Ein unendlich langer zylindrischer Leiter (Radius 𝑎, Zylinderachse = 𝑧-Achse)
wird in positiver 𝑧-Richtung von einem über den Querschnitt gleichmäßig verteilten Strom
𝐼 durchflossen.

(a) Berechne das Vektorpotential 𝑨.

(b) Berechne daraus das zugehörige Magnetfeld 𝑩.

Hinweis zu (a): Wer bereits Aufgabe 4.2 bearbeitet hat, kann die Lösung am einfachsten
mithilfe der Aussagen von Aufgabe 4.2 finden.

4.4 Zwei parallele unendlich lange dünne gerade Leiterℒ1,ℒ2mit Abstand 2𝑏werden
von zeitlich konstanten Strömen 𝐼1, 𝐼2 durchflossen (siehe die Abbildung).

(a) Berechne das Vektorpotential 𝑨 und
das zugehörige Magnetfeld 𝑩.

(b) Berechne die Kräfte, die pro Längen-
einheit auf die Leiter wirken.

Allgemeine Formeln: siehe Anhang A.9.

Hinweis zu (a): Wer bereits Aufgabe 4.2
und Aufgabe 1.4 bearbeitet hat, kann die
Lösung am einfachsten mithilfe der Ana-
logie von Aufgabe 4.2 finden.

Siehe auch die Testaufgabe T4.1.

4.5 Eine (als starrer Körper idealisierte) Isolatorkugel mit Radius 𝑎, deren Oberfläche
gleichförmig geladen ist (Gesamtladung 𝑞), rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit 𝜔 um eine durch den Kugelmittelpunkt gehende Achse (𝜔𝑎≪ 𝑐).

(a) Berechne das magnetische Moment𝒎 der entsprechenden Stromverteilung.

(b)* Berechne für den Innen- und Außenbereich der Kugel das Vektorpotential 𝑨 und das
Magnetfeld 𝑩.

(c) Verifiziere, dass das Magnetfeld 𝑩 im Außenraum ein Punktdipolfeld ist.

Hinweis: Beachte, dass sich sin 𝜗 cos𝜙 und sin 𝜗 sin𝜙 als Linearkombinationen der Kugelflächen-
funktionen 𝑌11(𝜗, 𝜙) und 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙) ausdrücken lassen.

Bei einem der vorgeführten Lösungswege werden die Vektorpoissongleichung und Vektorkugelflä-
chenfunktionen benützt. Dazu siehe den Anhang A.5.

Siehe auch die folgende Aufgabe. Testaufgaben zum Selbstüben: T4.7, T4.4.
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Angaben

4.6 Eine (als starrer Körper idealisierte) dünne Isolatorkreisscheibe mit innerem
Radius 𝑎 und äußeremRadius 𝑏, deren Oberfläche gleichförmig geladen ist (Gesamtladung
𝑞), rotiert mit der konstantenWinkelgeschwindigkeit 𝜔 um eine durch den Mittelpunkt
der Kreisscheibe gehende Achse (𝜔𝑎≪ 𝑐).

Das Koordinatensystem soll wie in der Abbildung
dargestellt gewählt werden.
Berechne die magnetische Feldstärke 𝑩 in Punk-
ten P(0, 0, 𝑧). Spezialisiere das Ergebnis für das
Zentrum der rotierenden Scheibe.

4.7 Auf einer unendlich langen dünnen Zylinderschale (Radius 𝑎, 𝑧-Achse= Zylinder-
achse) fließt ein Flächenstrom

𝑲(𝜙) = 𝐾𝑧(𝜙)𝒆𝑧 , 𝐾𝑧(𝜙) =
𝐼
𝜋𝑎 cos

2 𝜙
2 .

(a) Berechne den in 𝑧-Richtung fließenden Gesamtstrom.

(b) Berechne ausgehend von der Vektorpoissongleichung das Vektorpotential 𝑨 und das
Magnetfeld 𝑩 im Innen- und im Außenraum der Zylinderschale. Welche besondere
Eigenschaft besitzt das Magnetfeld im Innenraum?

Anleitung: Schreibe 𝐾𝑧(𝜙) als Fourierreihe an und mache für das Vektorpotential einen Ansatz der
Form 𝑨(𝒓) = 𝐴𝑧(𝑅, 𝜙)𝒆𝑧 .
Siehe auch die folgende Aufgabe und die Testaufgabe T4.6.

4.8 Im Inneren eines unendlich langen Zylinders (Radius 𝑎, 𝑧-Achse= Zylinderachse)
fließt ein Strommit der Volumsstromdichte

𝒋(𝑅, 𝜙) = −2𝐾0
𝑅
𝑎2 𝒆𝜙 ,

auf der Mantelfläche des Zylinders fließt ein Strommit der Flächenstromdichte

𝑲(𝜙) = 𝐾0 𝒆𝜙

(𝐾0 konstant). Berechne das zugehörige Magnetfeld 𝑩 im gesamten Raum.

4.9 In einem unendlich langen zylindrischen Leiter (𝑧-Achse= Zylinderachse) vom
Radius 𝑎 fließt in Achsenrichtung ein Strommit der Stromdichte

𝒋(𝑅) = 𝑗0 cos
𝜋𝑅
2𝑎 𝒆𝑧 , 𝑅 < 𝑎.

189



4. Magnetostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(a) Berechne den Gesamtstrom 𝐼.
Verwende das unbestimmte Integral

∫𝑑𝜉𝜉 cos𝛼𝜉 = cos𝛼𝜉
𝛼2 + 𝜉 sin𝛼𝜉

𝛼 .

(b) Bestimme im gesamten Raum das Magnetfeld 𝑩.

4.10 In einem unendlich langen zylindrischen Leiter (𝑧-Achse= Zylinderachse) vom
Radius 𝑎 fließt in Achsenrichtung ein über die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilter
Strom 𝐼 („Hinleitung“). Dieser Leiter ist von einem koaxialen leitenden Hohlzylinder mit
dem inneren Radius 𝑏 (𝑏 > 𝑎) und dem äußeren Radius 𝑑 umschlossen, in welchem der
über die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilte Strom−𝐼 fließt („Rückleitung“).

(a) Bestimme das in den verschiedenen Raumbereichen vorliegende Magnetfeld 𝑩.

(b) Berechne die Feldenergie 𝑤m pro Längeneinheit in 𝑧-Richtung sowie die Selbstindukti-
vität ℓ pro Längeneinheit. Was ergibt sich für ℓ speziell, falls „Hin-“ und „Rückleitung“
gleichen Querschnitt besitzen, und außerdem die isolierende Schicht zwischen den
beiden Leitern sehr dünn ist, d. h. 𝑎 ≈ 𝑏 gesetzt werden kann?

Anleitung zu (a): Für die Berechnungder Stromdichten in denTeilbereichen ist eine Skizze nützlich.
Siehe auch die folgende Aufgabe und die Testaufgabe T4.8.

4.11* Zwei unendlich lange zylindrische Leiterℒ1,ℒ2mit Achsen parallel zur 𝑧-Achse
und Radien 𝑎, 𝑏 besitzen den Achsenabstand 𝑑 > 𝑎 + 𝑏. Im Leiter ℒ1 fließt in Achsenrich-
tung ein über die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilter Strom 𝐼 („Hinleitung“), im
Leiter ℒ2 ein über die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilter Strom−𝐼 („Rückleitung“).
Zeige dass die Selbstinduktivität pro Längeneinheit durch

ℓ = 1
𝑐2 (1 + 2 log 𝑑

2

𝑎𝑏)

gegeben ist.
Warum wird es vorteilhaft sein für die Berechnung der Feldenergie nicht die Formel
(A.9-12), sondern (A.9-13) zu Grunde zu legen?
Das Ergebnis (4.3-5b) von Aufgabe 4.3 kann dabei als bekannt angesehen werden.
Anleitung:
(1) Lege die 𝑧-Achse in die Zylinderachse von Leiter ℒ1.
(2) Verwende das bestimmte Integral (siehe [11], Formel 4.224.14)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 log (𝑅2+ 𝑑2− 2𝑑𝑅cos𝜙) = 2𝜋log𝑑2 .

Siehe auch die Testaufgabe T4.8.
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4.12 Zwei unendlich lange zylindrische Leiterℒ1,ℒ2 besitzen Querschnitte und räum-
liche Lage wie in der Abbildung dargestellt. Der Leiterℒ1 wird in positive 𝑧-Richtung, der
Leiter ℒ2 in negative 𝑧-Richtung von einem über den Querschnitt gleichmäßig verteilten
elektrischen Strom der Dichte 𝑗0 durchflossen.

Berechne das Magnetfeld 𝑩 in dem
zwischen den Leitern eingeschlos-
senen zylindrischen Raumbereich.

4.13 Ein dünner gerader Leiter ℒ1 und ein dünner kreisförmiger Leiter ℒ2, welche
zueinander wie in der Abbildung dargestellt liegen, werden von zeitlich konstanten Strö-
men 𝐼1 bzw. 𝐼2 durchflossen. Der senkrechte Abstand vonℒ1 von der Ebene vonℒ2 sei 𝑑,
der Radius vonℒ2 sei 𝑎. Berechne die auf die Leiter wirkenden Kräfte 𝑭1, 𝑭2.

Anleitung: Wähle das Koordinatensystem wie in der Abbildung dargestellt. Überlege, welche Rich-
tung die Kraft 𝑭2 besitzen wird. Verwende ferner die Formel

𝜋

∫
0

𝑑𝜙
𝑎2 sin2𝜙 + 𝑑2 = 𝜋

𝑑√𝑎2 + 𝑑2
.

Testaufgaben zum Selbstüben: T4.9, T4.10 und T4.11.
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4. Magnetostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

4.14

Entlang der 𝑧-Achse fließt in positiver 𝑧-Richtung
ein Strom 𝐼1. In der 𝑥𝑦-Ebene fließt längs einer
Leiterschleifeℒ2 der in der Abbildung dargestell-
ten Art im angegebenen Umlaufsinn ein Strom 𝐼2 ,
wobei 0 < 𝛼 < 𝜋

2 gelten soll. Berechne die Kraft
auf die Leiterschleifeℒ2 und das bezüglich des Ur-
sprungs auf die Leiterschleifeℒ2 wirkende Dreh-
moment.

Das Magnetfeld eines Linienstromes 𝐼1, welcher im Vakuum längs der 𝑧-Achse in positiver 𝑧-
Richtung fließt, kann als bekannt angesehen werden (siehe Aufgabe 4.4):

𝑩1(𝒓) =
2𝐼1
𝑐

1
𝑅 𝒆𝜙 =

2𝐼1
𝑐 (−

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 0) .

4.15*

Der Gegeninduktionskoeffizient zweier räumlich ge-
trennter geschlossener Linienstromkreiseℒ1,ℒ2
ist durch Gl. (A.9-23) definiert.

(a) Berechne für den Fall der in der Abbildung dargestellten quadratischen Stromkreise
ℒ1,ℒ2 den Gegeninduktionskoeffizienten.

(b) Sind die Stromkreise von Strömen 𝐼1, 𝐼2 durchflossen, so wirken zwischen ihnen Kräfte,
welche durch Ableiten der Wechselwirkungsenergie𝑊 (m)

12 = 𝐿12 𝐼1𝐼2 nach 𝑑 berechnet
werden können.
Zeige, dass sich daraus für die Kraft auf den Stromkreisℒ2

𝑭2 =
8𝐼1𝐼2
𝑐2 [1 − 𝑎2+ 2𝑑2

𝑑√𝑎2 + 𝑑2
+ 𝑑√2𝑎2 + 𝑑2

𝑎2+ 𝑑2 ]𝒆𝑧

ergibt.
Was erhält man für die Kraft 𝑭2 im Fall 𝑑 ≫ 𝑎?

Siehe auch die beiden folgenden Aufgaben.

4.16* Der Gegeninduktionskoeffizient zweier räumlich getrennter geschlossener Linien-
stromkreiseℒ1,ℒ2 ist durch Gl. (A.9-23) definiert.
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Berechne für den Fall der in der Abbildung dar-
gestellten kreisförmigen Stromkreise ℒ1, ℒ2 den
Gegeninduktionskoeffizienten und drücke das Er-
gebnis durch die in Gl. (A.2-48) von Anhang A.2
definierten vollständigen elliptischen Integrale
erster und zweiter Art 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) aus.
Was ergibt sich daraus im Fall 𝑑 ≫ 𝑎, 𝑏?

Hinweis: Wer die Aufgabe 4.1 gelöst hat, kann ab einembestimmten Punkt Rechenarbeit einsparen,
wenn er sich an die Lösung von Aufgabe 4.1 erinnert.

Anleitung: Verwende Zylinderkoordinaten und beachte die vorhandenen Symmetrien. Es gelingt
dadurch zu einem einfachen Azimut-Integral zu gelangen, das vom selben Typ ist wie das Integral
in Gl. (4.1-3) von Aufgabe 4.1. Damit gelangt man auf analoge Weise zur Lösung wie in Aufgabe 4.1:
Substitution 𝜙 = 𝜋 − 2𝛽 und Einsetzen von cos2𝛽 = 1 − 2 sin2𝛽. Für den Spezialfall siehe die
Entwicklungen (A.2-50) der vollständigen elliptischen Integrale 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) für kleine Werte von 𝑘.

Siehe die ähnliche Aufgabe 1.12 in der Elektrostatik.

4.17*

Berechne für die in der Abbildung dargestellten
Kreisströme die wechselseitigen Kräfte. Das Ma-
gnetfeld eines Kreisstromes soll dabei als bekannt
angesehen werden.
Was ergibt sich für die Kräfte im Fall 𝑑 ≫ 𝑎, 𝑏?

Anleitung: Da es sich umzwei räumlich lokalisierte nicht überlappende Stromverteilungenhandelt,
können die Kräfte mithilfe der Formeln von Anhang A.9.4 berechnet werden.

Für einen Kreisstrom 𝐼mit dem Radius 𝑎, welcher in der 𝑥𝑦-Ebene liegt (Zentrum = Koordina-
tenursprung) sind die Formeln für das Magnetfeld in den Gleichungen (4.1-8a) bis (4.1-8c) von
Aufgabe 4.1 angeschrieben.

Für den Spezialfall siehe die Entwicklungen (A.2-50) der vollständigen elliptischen Integrale
𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) für kleine Werte von 𝑘.

4.18* In Aufgabe 4.4 wurde das von zwei parallelen unendlich langen dünnen geraden
Leitern ℒ1, ℒ2, welche von zeitlich konstanten Strömen 𝐼1, 𝐼2 durchflossen werden, verur-
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sachte Magnetfeld berechnet. (Siehe die Abbildung zu Aufgabe 4.4.) Außerdem wurden
mit den Formeln (A.9-25) und 𝑭2 = −𝑭1 die Kräfte, die pro Längeneinheit auf die Leiter
wirken, berechnet.
Hier sollen diese Kräfte mithilfe desmaxwellschen Spannungstensors berechnet werden.

Beachte: ZumMaxwelltensor siehe den Anhang A.9.5. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von𝑩 nicht linear, und esmuss das Gesamtfeld inklusive Eigenfeld des betreffenden Leiters eingesetzt
werden.

Anleitung: Wähle als Integrationsfläche die Oberflächeℱ(𝒵) eines Zylinders𝒵 der Höhe 1mit dem
aus der Abbildung ersichtlichen Querschnitt und lasse dabei 𝜌0 gegen unendlich streben.
DasMagnetfeld eines Linienstromes 𝐼, welcher imVakuum längs der 𝑧-Achse in positiver 𝑧-Richtung
fließt, soll als bekannt angesehen werden (siehe Aufgabe 4.4). Die entsprechende Feldstärke 𝑩 ist
durch

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 0)

gegeben. Verwende ferner die bestimmten Integrale (siehe [11], Formel 3.264.2)

+∞

∫
0

𝑑𝑢 𝑢2 ∓𝐴𝐵
[𝑢2+𝐴2][𝑢2+ 𝐵2]

= {
0
𝜋

𝐴+𝐵

, 𝐴 > 0, 𝐵 > 0.

Siehe auch die Aufgaben zum maxwellschen Spannungstensor in der Elektrostatik: 1.23, 1.24,
T1.17 und T1.18.
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Angaben

4.19 Eine (als starrer Körper idealisierte) Isolatorkugel mit Radius 𝑎, deren Oberfläche
gleichförmig geladen ist (Gesamtladung 𝑞), rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit𝜔umeine durch denKugelmittelpunkt gehendeAchse (𝜔𝑎≪ 𝑐). Berechnemithilfe des
Maxwelltensors die Kraft, welche die „südliche“ Halbkugel auf die „nördliche“ Halbkugel
ausübt. Welche Flächen bieten sich bei dieser Aufgabe als geschlossene Oberflächen für
die Integration an?

Beachte: ZumMaxwelltensor siehe den Anhang A.9.5. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von 𝑩 nicht linear, und es gehen die Komponenten des Gesamtfeldes ein.
Anleitung: Das magnetische Feld der rotierende Isolatorkugel mit vorgegebener Oberflächenla-
dungsdichte kann als bekannt angesehen werden (siehe die Gln. (4.5-8a), (4.5-8b)).
Siehe auch die Aufgaben zum maxwellschen Spannungstensor in der Elektrostatik: 1.23, 1.24,
T1.17 und T1.18.

195



4. Magnetostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

Lösungen

4.1*
Aufgrund der Rotationssymmetrie bezüglich
der 𝑧-Achse folgt bei Verwendung von Zylin-
derkoordinaten 𝐴𝜙 = 𝐴𝜙(𝑅, 𝑧), 𝐴𝑅 = 𝐴𝑧 = 0.
Da die Stromverteilung räumlich lokalisiert
ist, kann das Vektorpotential mithilfe der
Biot-Savart-Formel (A.9-11) von Anhang A.9,
d. h.

𝑨(𝒓) = 𝐼
𝑐 ∫

ℒ

𝒅𝒓′
|𝒓 − 𝒓′| ,

berechnet werden.

ℒ∶ 𝑅′= 𝑎, 0 ≤ 𝜙′< 2𝜋, 𝑧′= 0; 𝒅𝒓′= 𝑎𝑑𝜙′𝒆𝜙′ ; (4.1-1a)

𝒆𝜙′ = −sin𝜙′𝒆𝑥 + cos𝜙′𝒆𝑦 . (4.1-1b)

Da wir wissen, dass 𝐴𝜙 nicht von 𝜙 abhängt, können wir 𝐴𝜙 im Raumpunkt P(𝑅, 0, 𝑧),
welcher in der 𝑧𝑥-Ebene liegt, berechnen:

𝐴𝜙(𝑅, 𝑧) = 𝐴𝑦(𝑅, 0, 𝑧) =
𝐼𝑎
𝑐

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ cos 𝜙
′

|𝒓 − 𝒓′|
|
|
|𝑅′=𝑎,𝑧′=0

𝜙=0

. (4.1-2)

Berechnung des Integranden: Für 𝑅′= 𝑎, 𝑧′= 0, 𝜙 = 0 gilt

|𝒓 − 𝒓′| = {(𝑅 − 𝑎 cos𝜙′)2+ 𝑎2 sin2𝜙′+ 𝑧2}1/2 = {𝑅2+ 𝑎2+ 𝑧2− 2𝑎𝑅cos𝜙′}1/2.

Da im Raumpunkt P(𝑅, 0, 𝑧) der Beitrag von der „linken“ Kreisstromhälfte (𝜋 < 𝜙 < 2𝜋)
und der „rechten“ Kreisstromhälfte (0 < 𝜙 < 𝜋) aus Symmetriegründen gleich ist, gilt:

𝐴𝜙(𝑅, 𝑧) =
2𝐼𝑎
𝑐

𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ cos 𝜙′ {𝑅2+ 𝑎2+ 𝑧2− 2𝑎𝑅cos𝜙′}−1/2. (4.1-3)

Mit der Substitution 𝜙′= 𝜋− 2𝛽 folgt weiter

𝐴𝜙(𝑅, 𝑧) = −4𝐼𝑎𝑐

𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽 cos2𝛽 {𝑅2+ 𝑎2+ 𝑧2+ 2𝑎𝑅cos2𝛽}−1/2. (4.1-4)

Setzen wir hier cos2𝛽 = 1 − 2 sin2𝛽 ein, so erhalten wir

𝐴𝜙(𝑅, 𝑧) =
4𝐼𝑎
𝑐

𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽 (2 sin2𝛽 − 1){(𝑅 + 𝑎)2+ 𝑧2− 4𝑎𝑅sin2𝛽}−1/2 . (4.1-5)
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Mit

{(𝑅 + 𝑎)2+ 𝑧2− 4𝑎𝑅sin2𝛽}1/2 =

2
𝑘
√𝑎𝑅

⏞⎴⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⎴⏞{(𝑅 + 𝑎)2+ 𝑧2}1/2 [1 −

≕ 𝑘2(𝑅, 𝑧)
⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞4𝑎𝑅
(𝑅 + 𝑎)2+ 𝑧2

sin2𝛽]
1/2

folgt weiter

𝐴𝜙(𝑅, 𝑧) =
2𝐼
𝑐 (

𝑎
𝑅)

1/2
𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽 (2 sin2𝛽 − 1)𝑘
(1 − 𝑘2 sin2𝛽)1/2

. (4.1-6)

𝐴𝜙 lässt sich als Linearkombination der vollständigen elliptischen Integrale 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) von
Gl. (A.2-48) darstellen, wennman Koeffizienten 𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘) angeben kann, sodass

(2 sin2𝛽 − 1)𝑘 (1 − 𝑘2 sin2𝛽)−1/2 = 𝐴(𝑘) (1 − 𝑘2 sin2𝛽)−1/2 + 𝐵(𝑘) (1 − 𝑘2 sin2𝛽)+1/2

gilt. Wie man in zwei Zeilen Rechnung verifizieren kann ist diese Beziehung mit

𝐴(𝑘) = 2
𝑘 − 𝑘, 𝐵(𝑘) = −2𝑘

identisch erfüllt, womit man für 𝐴𝜙(𝑅, 𝑧)mit 𝑘 = 𝑘(𝑅, 𝑧) das folgende Ergebnis erhält:

𝐴𝜙(𝑅, 𝑧) =
2𝐼
𝑐 (

𝑎
𝑅)

1/2
[( 2𝑘 − 𝑘)𝐾(𝑘) − 2

𝑘 𝐸(𝑘)] , 𝐴𝑅 = 𝐴𝑧 = 0 mit 𝑘2 = 4𝑎𝑅
(𝑅 + 𝑎)2+ 𝑧2

.

(4.1-7)

Weiterführende Bemerkungen

Aus dem Vektorpotential Gl. (4.1-7) erhält man durch Rotorbildung die exakte Lösung für die magne-
tische Feldstärke 𝑩. Offensichtlich ist 𝐵𝜙(𝑅, 𝑧) = 0. Die Berechnung von 𝐵𝑅(𝑅, 𝑧), 𝐵𝑧(𝑅, 𝑧) ist wegen
𝑘 = 𝑘(𝑅, 𝑧) ziemlich aufwendig. Für die Durchführung der Rechnung benötigtman die funktionalen
Beziehungen (A.2-49) von Anhang A.2. Für ehrgeizige Leser, welche diese Mühe als Übung auf sich
nehmen, gebe ich zu Vergleichszwecken das Endergebnis an:

𝐵𝑅(𝑅, 𝑧) =
2𝐼
𝑐
𝑧
𝑅

1
[(𝑅 + 𝑎)2+ 𝑧2]1/2

[ 𝑎
2+ 𝑅2+ 𝑧2

(𝑅 − 𝑎)2+ 𝑧2
𝐸(𝑘) − 𝐾(𝑘)] ,

𝐵𝑧(𝑅, 𝑧) =
2𝐼
𝑐

1
[(𝑅 + 𝑎)2+ 𝑧2]1/2

[ 𝑎
2− 𝑅2− 𝑧2

(𝑅 − 𝑎)2+ 𝑧2
𝐸(𝑘) + 𝐾(𝑘)] ,

𝐵𝜙(𝑅, 𝑧) = 0.

(4.1-8a)

(4.1-8b)

(4.1-8c)

Bei naiver Betrachtungsweise scheint die Berechnung desMagnetfeldes eines kreisförmigen Linien-
stromes eine elementare Aufgabenstellung zu sein. Man darf aber die mathematische Komplexheit
der Maxwelltheorie nicht unterschätzen. Elementar ist lediglich die Berechnung des Magnetfeldes
für Punkte auf der 𝑧-Achse:

𝐵𝑅(𝑧) = 0, 𝐵𝑧(𝑧) =
𝐼
𝑐

2𝜋𝑎2

(𝑧2+ 𝑎2)3/2
.
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Dieses Ergebnis ergibt sich mit 𝐾(0) = 𝐸(0) = 𝜋/2 auch aus den allgemeinen Formeln.

Das Vektorpotential kann alternativ unter Verwendung von Kugelkoordinaten berechnet werden. Die
weitgehend analoge Rechnung überlasse ich dem Leser als Testaufgabe T4.2.

4.2 (𝜶)

Δ𝜑(𝑅, 𝜙) = −4𝜋𝜀 𝜌(𝑅, 𝜙) mit 𝜌(𝑅, 𝜙) = 0 für 𝑅 > 𝑅0 , (4.2-1a)

𝜑(𝑅, 𝜙) für 𝑅 → +∞ regulär oder höchstens logarithmisch singulär; (4.2-1b)

⇓

𝜑(𝑅, 𝜙) eindeutig bestimmt bis auf additive Konstante. (4.2-2)

Die asymptotische Bedingung gewährleistet 𝑬(𝑅, 𝜙) → 𝟎 für 𝑅 → +∞. Bezüglich eines
Falles mit logarithmisch singulärem Potential siehe die Aufgabe 1.4.

Begründung von (4.2-2): Hat man ein Partikulärintegral von (4.2-1a), (4.2-1b), so kann
man nur mehr eine im Endlichen und im unendlichen reguläre Lösung der Laplaceglei-
chung, also eine Konstante, hinzufügen.

(𝜷) Mit der Wahl 𝐴𝑥(𝑅, 𝜙) = 𝐴𝑦(𝑅, 𝜙) = 0 bleibt

Δ𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) = −4𝜋𝜇𝑐 𝑗𝑧(𝑅, 𝜙) mit 𝑗𝑧(𝑅, 𝜙) = 0 für 𝑅 > 𝑅0 , (4.2-3a)

𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) für 𝑅 → +∞ regulär oder höchstens logarithmisch singulär; (4.2-3b)

⇓

𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) eindeutig bestimmt bis auf additive Konstante. (4.2-4)

Die asymptotische Bedingung gewährleistet 𝑩(𝑅, 𝜙) → 𝟎 für 𝑅 → +∞, die Nebenbedin-
gung div𝑨 = 0 (Coulombeichung) ist wegen 𝐴𝑥 = 0, 𝐴𝑦 = 0, 𝐴𝑧 unabhängig von 𝑧 erfüllt.
Damit ist die Korrespondenz 𝜌 ↔ 𝑗𝑧/𝑐, 𝜑 ↔ 𝐴𝑧, 𝜀 ↔ 1/𝜇 gezeigt (𝐴𝑥 = 𝐴𝑦 = 0).

Die Aufgabe 4.4 zeigt wie vorteilhaft es ist, wennman diese Analogie zwischen Elektrostatik
und Magnetostatik kennt.

4.3 (a), (b) Wegen der axialen Symmetrie sind alle Feldgrößen von 𝜙 unabhängig,
undmit derWahl 𝐴𝑥(𝑅) = 𝐴𝑦(𝑅) = 0, 𝐴𝑧 = 𝐴𝑧(𝑅) ist die Nebenbedingung div𝑨 = 0 erfüllt.
Mit dem Vektorpotential

𝑨(𝒓) = 𝐴𝑧(𝑅) 𝒆𝑧 (4.3-1)

folgt für die magnetische Feldstärke (siehe die Formel (A.3-20))

𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅) 𝒆𝜙 mit 𝐵𝜙(𝑅) = −𝐴′
𝑧(𝑅). (4.3-2)
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Zu lösen bleibt

Δ𝐴𝑧(𝑅) = −4𝜋𝑐 𝑗𝑧(𝑅) mit 𝑗𝑧(𝑅) = {
𝐼

𝜋𝑎2
für 𝑅 ≤ 𝑎

0 für 𝑅 > 𝑎
(4.3-3)

unter den folgenden Bedingungen:
(1) Stetigkeit von 𝐴𝑧(𝑅) für 𝑅 = 𝑎
(2) Stetigkeit von 𝐴′

𝑧(𝑅) für 𝑅 = 𝑎 (wegen 𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝟎, d. h. Stetigkeit von 𝐵𝜙(𝑅))
(3) Regularität von 𝐴′

𝑧(𝑅) für 𝑅 = 0 (wegen Regularität von 𝐵𝜙(𝑅))

Lösen der Differentialgleichung (4.3-3) mit den Bedingungen (1) bis (3):

1
𝑅 (𝑅𝐴

′
𝑧(𝑅))′ = {

−4𝐼
𝑐

1
𝑎2

für 𝑅 ≤ 𝑎

0 für 𝑅 > 𝑎
, 𝐴′

𝑧(𝑅) = {
−2𝐼

𝑐
𝑅
𝑎2
+ 𝐶1

𝑅
für 𝑅 ≤ 𝑎

𝐶2

𝑅
für 𝑅 > 𝑎

. (4.3-4)

Bedingung (3) ⟹ 𝐶1 = 0 ; Bedingung (2) ⟹ 𝐶2 = −2𝐼
𝑐

⟹

𝐴′
𝑧(𝑅) = −𝐵𝜙(𝑅) = −2𝐼

𝑐
⋅ {

𝑅
𝑎2

für 𝑅 ≤ 𝑎
1
𝑅

für 𝑅 ≥ 𝑎
,

𝐴𝑧(𝑅) = − 𝐼
𝑐
⋅ {

𝑅2

𝑎2
+𝐶 für 𝑅 ≤ 𝑎

2 log 𝑅
𝑎
+ 1 + 𝐶 für 𝑅 ≥ 𝑎

.

(4.3-5a)

(4.3-5b)

Beim letzten Schritt wurden die Integrationskonstanten so gewählt, dass die Bedingung (1)
erfüllt ist.

Bemerkung: Das Lösen der Vektorpoissongleichung für das Vektorpotential in Zylinderkoordinaten
und kartesischen Vektorkomponenten unter Ausnützen der Symmetrie, und die Berechnung des
Magnetfeldes aus 𝑩 = 𝐫𝐨𝐭𝑨 wurde hier als Beispiel für den in der vorigen Aufgabe skizzierten
Lösungsweg vorgeführt. Schneller kommtman zur Lösung, wennman zuerst das Magnetfeld unter
Ausnützen der Symmetrie aus der integralen Form der Feldgleichungen und dann das Vektorpoten-
tial durch Integration von 𝐴′

𝑧(𝑅) = −𝐵𝜙(𝑅) berechnet.

4.4 (a)

Lösungsweg 1: 1. Schritt: Benützung der mathematischen Analogie zwischen Magnetosta-
tik und Elektrostatik von Aufgabe 4.2 und Verwendung der Lösung von Aufgabe 1.4 aus der
Elektrostatik
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𝒋(𝒓) = 𝑗𝑧(𝑥, 𝑦)𝒆𝑧
𝑗𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝐼 δ(𝑥) δ(𝑦) 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜏δ(𝑥) δ(𝑦)

𝑗𝑧
𝑐 ⟷ 𝜌

𝐼
𝑐 ⟷ 𝜏

𝑨(𝒓) = 𝐴𝑧(𝑥, 𝑦)𝒆𝑧
𝐴𝑧(𝑥, 𝑦) ⟷ Gl. (1.4-4): (Konstante null gewählt)

𝜑(𝑥, 𝑦) = −𝜏 log (𝑥2+ 𝑦2) = −2𝜏log 𝑅

Somit gilt für das Vektorpotential und das Magnetfeld eines Linienstromes 𝐼 längs der
𝑧-Achse:

𝐴𝑧(𝑥, 𝑦) = −𝐼𝑐 log (𝑥
2+ 𝑦2) = −2𝐼𝑐 log 𝑅 = 𝐴𝑧(𝑅) ;

𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) = −𝐴′
𝑧(𝑅) 𝒆𝜙 =

2𝐼
𝑐
1
𝑅 𝒆𝜙 = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 .

(4.4-1a)

(4.4-1b)

Für den folgenden 2. Schritt in kartesischen Koordinaten und kartesischen Komponenten
angeschrieben (siehe Gl. (A.3-10)):

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
𝑥2+ 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2+ 𝑦2 , 0) . (4.4-2)

2. Schritt: Translation, Substitution und Superposition (wie beim analogen Problem 1.4 in
der Elektrostatik)
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(a) Leiter ℒ1 …Translation 𝒓 → 𝒓 − 𝑏𝒆𝑥 und
Substitution 𝐼 → 𝐼1

(b) Leiterℒ2…Translation 𝒓 → 𝒓 + 𝑏𝒆𝑥 und
Substitution 𝐼 → 𝐼2

(c) Superposition

𝑨(𝒓) = −𝐼1𝑐 log[(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2] 𝒆𝑧 −
𝐼2
𝑐 log[(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2] 𝒆𝑧 ;

𝑩(𝒓) = 𝑩1(𝒓) + 𝑩2(𝒓) =
2𝐼1
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑥 − 𝑏
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 0)

+ 2𝐼2
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑥 + 𝑏
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 0) .

(4.4-3a)

(4.4-3b)

Lösungsweg 2: Kennt man die beim Lösungsweg1 ausgenützte mathematische Analogie
zwischen Magnetostatik und Elektrostatik von Aufgabe 4.2 nicht oder hat man die analoge
Aufgabe 1.4 aus der Elektrostatik nicht gelöst, mussman vom Biot-Savart-Gesetz ausgehen.

1. Schritt: Linienstrom 𝐼 längs der 𝑧-Achse (linke Abbildung auf der Vorseite)

Wegen 𝒅𝒓′⨯ (𝒓−𝒓′) ∥ 𝒆𝜙 sagt unsdasBiot-Savart-
Gesetz (A.9-11), dass aus Symmetriegründen
𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 gelten muss. Nach (A.3-17) ist
damit die Feldgleichung div𝑩(𝒓) = 0 erfüllt. Die
Berechnung von 𝐵𝜙(𝑅) erfolgt am einfachsten
mithilfe der integralen Form (A.9-4) der zwei-
ten Feldgleichung:

∮
𝒞(ℱ)

𝒅𝒓 •𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 ∫

ℱ

𝒅𝒇•𝒋(𝒓) ≕ 4𝜋
𝑐 𝐼(ℱ) , ∀ℱ.

Wählt man als Integrationsflächeℱ eine Kreisfläche in der 𝑥𝑦-Ebene mit demMittelpunkt
im Ursprung und dem festen (aber beliebigen) Radius 𝑅, so gilt auf der Randkurve 𝒞(ℱ)
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4. Magnetostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(Kreislinie vom Radius 𝑅) 𝒅𝒓 •𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝑅𝑑𝜙, und die integrale Form der Feldgleichung
liefert

𝐵𝜙(𝑅)2𝜋𝑅 =
4𝜋
𝑐 𝐼 ⇒ 𝐵𝜙(𝑅) =

2𝐼
𝑐
1
𝑅 .

Damit haben wir für das 𝑩-Feld wieder (4.4-1b) bzw. (4.4-2) erhalten. Den Ausdruck
(4.4-1a) für das Vektorpotential erhält man dann mit dem Ansatz 𝑨(𝒓) = 𝐴𝑧(𝑅)𝒆𝑧 aus
−𝐴′

𝑧(𝑅) = 𝐵𝜙(𝑅) (siehe Gl. (4.4-1b)).

2. Schritt: Translation, Substitution und Superposition: identisch mit dem 2. Schritt von
Lösungsweg1

(b) Zur Berechnung von Kräften in der Magnetostatik siehe den Anhang A.9.4.

In der vorliegenden Aufgabe hat man es mit räumlich nicht lokalisierten Stromverteilungen
zu tun, die Gesamtkräfte auf die Leiter sind unendlich, und es hat nur einen Sinn nach
den Kräften pro Längeneinheit der stromdurchflossenen Leiter zu fragen. Es gilt:

𝒇1 =
𝐼1
𝑐 ∫
ℓ1

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩2(𝒓) ; ℓ1 beliebiges Stück der
Länge 1 von Leiterℒ1;

ℓ1… 𝒓 = 𝑏𝒆𝑥+ 𝑧𝒆𝑧 , 𝑧 ∈ [𝑧0, 𝑧0+ 1],
𝑧0 ∈ ℝ beliebig (fest); 𝒅𝒓 = 𝑑𝑧 𝒆𝑧 ;

𝑩2(𝒓)||ℓ1= 𝑩2(𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 0)

= 2𝐼2
𝑐 (0, 1/(2𝑏), 0) = 𝐼2

𝑐
1
𝑏 𝒆𝑦 ;

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩2(𝒓)||ℓ1= −𝐼2𝑐
1
𝑏 𝑑𝑧 𝒆𝑥 ;

𝒇1 = −𝐼1𝐼2𝑐2
1
𝑏 𝒆𝑥

𝑧0+1

∫
𝑧0

𝑑𝑧 = −𝐼1𝐼2𝑐2
1
𝑏 𝒆𝑥 = −𝒇2 .

Die Kraft ist anziehend oder abstoßend je nachdem, ob sign (𝐼1𝐼2) = +1 oder−1 ist.

4.5 Eine gleichförmig geladene Kugelfläche mit dem Radius 𝑎 und der Gesamtladung
𝑞 rotiert im betreffenden Bezugssystemmit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 𝜔 um
eine durch den Kugelmittelpunkt gehende Achse (𝜔𝑎≪ 𝑐). Wählen wir diese Rotations-
achse als 𝑧-Achse des Koordinatensystems, so fließt auf der Kugelfläche ein Flächenstrom
𝑲 = 𝐾𝜙(𝜗) 𝒆𝜙 , und da die Geschwindigkeit eines Punktes der Kugelfläche mit gegebenem
Polarwinkel 𝜗 (Abstand 𝑎 sin𝜗 von der Achse) durch 𝑣(𝜗) = 𝜔𝑎 sin𝜗 gegeben ist, gilt

𝑲 = 𝐾𝜙(𝜗) 𝒆𝜙 =
𝑞

4𝜋𝑎2 𝜔𝑎 sin𝜗 𝒆𝜙 =
𝑞𝜔
4𝜋

1
𝑎 sin𝜗 𝒆𝜙 . (4.5-1)
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Für die folgenden Rechnungen ist es zweckmäßig, die Stromdichte mithilfe einer Distribu-
tion als Volumsstromdichte anzuschreiben (siehe dazu Anhang A.11, Beispiel 2.5):

𝒋(𝒓) = 𝑞𝜔
4𝜋

δ(𝑟 − 𝑎)
𝑟 sin 𝜗 𝒆𝜙 =

𝑞𝜔
4𝜋

δ(𝑟 − 𝑎)
𝑟 (− sin𝜗 sin𝜙, sin 𝜗 cos𝜙, 0) . (4.5-2)

(a) Aus Symmetriegründen kann das magnetische Moment nur eine von null verschie-
dene 𝑧-Komponente besitzen: 𝒎 = 𝑚𝑧 𝒆𝑧. Mit der Formel (A.15-15) für das magnetische
Moment erhalten wir (sin2𝜙 + cos2𝜙 = 1)

𝑚𝑧 =
1
2𝑐∫

ℝ3

𝑑3𝑟 [𝑥𝑗𝑦(𝒓) − 𝑦𝑗𝑥(𝒓)] =
1
2𝑐

𝑞𝜔
4𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑟𝑟2δ(𝑟 − 𝑎)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin3𝜗 = 𝑞𝜔
3𝑐 𝑎

2 ;

𝒎 = 𝑞𝜔
3𝑐 𝑎

2𝒆𝑧 . (4.5-3)

(b)* Lösungsweg 1: Berechnung des Biot-Savart-Potentials (A.9-8)
Die Formel ist anwendbar, da die Stromverteilung räumlich lokalisiert ist. Das Biot-Savart-
Potential erfüllt div𝑨(𝒓) = 0.

Wegen Gl. (A.2-10) können wir sin 𝜗 sin𝜙 und sin 𝜗 cos𝜙 als Linearkombinationen der
Kugelflächenfunktionen 𝑌11(𝜗, 𝜙) und 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙) ausdrücken:

sin 𝜗 sin𝜙 = 𝑖√
2𝜋
3 [𝑌11(𝜗, 𝜙) + 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)] ,

sin 𝜗 cos 𝜙 = −√
2𝜋
3 [𝑌11(𝜗, 𝜙) − 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)] .

Einsetzen in (4.5-2) gibt dann

𝒋(𝒓) == −𝑞𝜔4𝜋 √
2𝜋
3
δ(𝑟 − 𝑎)

𝑟 (𝑖 [𝑌11(𝜗, 𝜙) + 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)], 𝑌11(𝜗, 𝜙) − 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙), 0) . (4.5-4)

Zusammenmit der Entwicklung der greenschen Funktion des Laplaceoperators für natür-
liche Randbedingungen (A.2-13) erhalten wir neben 𝐴𝑧(𝒓) = 0

𝐴𝑥(𝒓) = − 𝑞𝜔
4𝜋𝑐 √

2𝜋
3 𝑖∑

𝑙𝑚

4𝜋
2𝑙 + 1

+∞

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2 𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

δ(𝑟′− 𝑎)
𝑟′ 𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜙)

× ∫
[4𝜋]

𝑑𝛺′𝑌∗
𝑙𝑚(𝜗′, 𝜙′)[𝑌11(𝜗′, 𝜙′) + 𝑌1,−1(𝜗′, 𝜙′)]

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟
𝛿𝑙1𝛿𝑚1+ 𝛿𝑙1𝛿𝑚,−1

,
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𝐴𝑥(𝒓) = − 𝑞𝜔
4𝜋𝑐 √

2𝜋
3 𝑖 4𝜋3

+∞

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′ 𝑟<
𝑟2>
δ(𝑟′− 𝑎) [𝑌11(𝜗, 𝜙) + 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)]⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

−𝑖√
3
2𝜋

sin 𝜗 sin𝜙

,

𝐴𝑥(𝒓) = −𝑞𝜔3𝑐 sin𝜗 sin𝜙 [
1
𝑟2

𝑟

∫
0

𝑑𝑟′𝑟′2 δ(𝑟′− 𝑎) + 𝑟

+∞

∫
𝑟

𝑑𝑟′ δ(𝑟
′− 𝑎)
𝑟′ ] ,

𝐴𝑥(𝒓) = −𝑞𝜔3𝑐 sin𝜗 sin𝜙 ⋅ {
𝑟
𝑎

für 𝑟 ≤ 𝑎
𝑎2

𝑟2
für 𝑟 ≥ 𝑎

.

Analog (Selbstüben):

𝐴𝑦(𝒓) = +𝑞𝜔3𝑐 sin𝜗 cos𝜙 ⋅ {
𝑟
𝑎

für 𝑟 ≤ 𝑎
𝑎2

𝑟2
für 𝑟 ≥ 𝑎

.

Zusammengefasst:

𝑨(𝒓) = 𝐴𝜙(𝑟, 𝜗) 𝒆𝜙 mit 𝐴𝜙(𝑟, 𝜗) =
𝑞𝜔
3𝑐 sin𝜗 ⋅ {

𝑟
𝑎

für 𝑟 ≤ 𝑎
𝑎2

𝑟2
für 𝑟 ≥ 𝑎

. (4.5-5)

Die Berechnung von 𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) mithilfe der Formel (A.3-19) ist elementar, ich über-
lasse sie dem Leser. Das Ergebnis lautet

𝑩(𝒓) = 𝐵𝑟(𝑟, 𝜗) 𝒆𝑟 + 𝐵𝜗(𝑟, 𝜗) 𝒆𝜗 mit (4.5-6a)

𝐵𝑟(𝑟, 𝜗) =
𝑞𝜔
3𝑐 cos 𝜗 ⋅ {

2
𝑎

für 𝑟 ≤ 𝑎
2𝑎2

𝑟3
für 𝑟 ≥ 𝑎

, (4.5-6b)

𝐵𝜗(𝑟, 𝜗) =
𝑞𝜔
3𝑐 sin𝜗 ⋅ {

− 2
𝑎

für 𝑟 < 𝑎
𝑎2

𝑟3
für 𝑟 > 𝑎

. (4.5-6c)

Bemerkung: Der Sprung der Tangentialkomponente 𝐵𝜗 für 𝑟 = 𝑎 hängt mit dem Flächen-
strom zusammen. Wie man unmittelbar sieht ist die Sprungbedingung

𝐑𝐨𝐭𝑩||𝑎=
4𝜋
𝑐 𝑲 ⇔ 𝐵𝜗 ||𝑎+− 𝐵𝜗 ||𝑎−=

𝑞𝜔
𝑐𝑎 sin𝜗 (4.5-7)

identisch erfüllt.
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Die Ausdrücke für die Magnetfeldstärke formen wir noch um. Einsetzen von (4.5-6b) und
(4.5-6c) in (4.5-6a) gibt (siehe Gl. (A.5-1) von Anhang A.5)

𝑩(𝒓) = 2𝑞𝜔
3𝑐𝑎 [cos 𝜗 𝒆𝑟 − sin𝜗 𝒆𝜗] =

2𝑞𝜔
3𝑐𝑎 𝒆𝑧 für 𝑟 < 𝑎;

𝑩(𝒓) = 𝑞𝜔
3𝑐𝑎

𝑎3
𝑟3 [2 cos 𝜗 𝒆𝑟 + sin𝜗 𝒆𝜗] für 𝑟 > 𝑎.

(4.5-8a)

(4.5-8b)

Im Inneren der rotierenden homogen geladenenKugelfläche liegt also ein homogenes Feld in
Richtung der Rotationsachse vor. Vom Feld im Außenraum werden wir im Punkt (c) zeigen,
dass es ein Punktdipolfeld ist.

Lösungsweg 2: Komponentenweises Lösen der Vektorpoissongleichung in kartesischen Kompo-
nenten und Berücksichtigen der Nebenbedingung div𝑨(𝒓) = 0
Diese „Fußgängermethode“ zum Lösen der Vektorpoissongleichung skizziere ich hier nur, ich
ermuntere aber den Leser die Rechnungen selbständig im Detail auszuführen. Wer sich dann die
avancierte, mathematisch adäquate Behandlung der Vektorpoissongleichung mithilfe von Vektor-
kugelflächenfunktionen beim Lösungsweg3 ansieht, wird dadurch vielleicht dazu motiviert den
Inhalt von Anhang A.5 zu erarbeiten.

Δ𝑨(𝒓) = −4𝜋𝑐 𝒋(𝒓) = 𝑞𝜔
𝑐 √

2𝜋
3
δ(𝑟 − 𝑎)

𝑟 (𝑖 [𝑌11(𝜗, 𝜙)+𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)], 𝑌11(𝜗, 𝜙)−𝑌1,−1(𝜗, 𝜙), 0).

Äquivalent dazu: Lösen der Laplacegleichung für die kartesischen Komponenten mit
Stetigkeitsforderung plus Nebenbedingung div𝑨(𝒓) = 0 plus Sprungbedingung (4.5-7).
(1) Lösungsansatz für die Laplacegleichungen für 𝐴𝑥 und 𝐴𝑦 (𝐴𝑧 = 0):

𝑟 < 𝑎∶ 𝐴𝑥 = 𝑎1
𝑟
𝑎 𝑖√

2𝜋
3 [𝑌11(𝜗, 𝜙) + 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)] ,

𝐴𝑦 = 𝑏1
𝑟
𝑎 √

2𝜋
3 [𝑌11(𝜗, 𝜙) − 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)] ;

𝑟 > 𝑎∶ 𝐴𝑥 = 𝑐1
𝑎2
𝑟2 𝑖√

2𝜋
3 [𝑌11(𝜗, 𝜙) + 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)] ,

𝐴𝑦 = 𝑑1
𝑎2
𝑟2 √

2𝜋
3 [𝑌11(𝜗, 𝜙) − 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙)] ;

(2) Stetigkeit von 𝐴𝑥 , 𝐴𝑦 ; (3) div𝑨 = 0; (4) 𝑩 berechnen; (5) letzten unbekannten Koeffi-
zienten aus der Sprungbedingung (4.5-7) bestimmen.

Lösungsweg 3: Lösen der Vektorpoissongleichung in Kugelkomponenten durch Entwickeln des
Vektorpotentials nach Vektorkugelflächenfunktionen und Berücksichtigen der Nebenbedingung
div𝑨(𝒓) = 0
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Mit (4.5-2) und der Vektorkugelflächenfunktion 𝒀110(𝛺) Gl. (A.5-21) lautet die Vektorpois-
songleichung für das gegebene Problem

𝚫𝑨(𝒓) = −4𝜋𝑐 𝒋(𝒓) = −𝑞𝜔𝑐
δ(𝑟 − 𝑎)

𝑟 sin 𝜗 𝒆𝜙

= 𝑞𝜔
𝑐 𝑖√

8𝜋
3

δ(𝑟 − 𝑎)
𝑟 𝒀110(𝛺).

(4.5-9)

Äquivalent dazu: Lösen der Vektorlaplacegleichung für die Kugelkomponenten mit Stetig-
keitsforderung plus Nebenbedingung div𝑨(𝒓) = 0 plus Sprungbedingung (4.5-7).
Lösungsansatz für eine stetige Lösung der Vektorlaplacegleichung (siehe (A.5-36))

𝑨(𝒓) = 𝑏 (−𝑖√
8𝜋
3 )𝒀110(𝛺) ⋅ {

𝑟
𝑎

für 𝑟 ≤ 𝑎
𝑎2

𝑟2
für 𝑟 ≥ 𝑎

(4.5-10)

= 𝑏 sin𝜗 𝒆𝜙 ⋅ {
𝑟
𝑎

für 𝑟 ≤ 𝑎
𝑎2

𝑟2
für 𝑟 ≥ 𝑎

.

Dieser Ansatz erfüllt auch die Nebenbedingung div𝑨(𝒓) = 0 (siehe (A.5-37)).
Berechnung von 𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) gibt dann

𝑩(𝒓) = 𝐵𝑟(𝑟, 𝜗) 𝒆𝑟 + 𝐵𝜗(𝑟, 𝜗) 𝒆𝜗 mit (4.5-11a)

𝐵𝑟(𝑟, 𝜗) = 𝑏 cos 𝜗 ⋅ {
2
𝑎

für 𝑟 ≤ 𝑎
2𝑎2

𝑟3
für 𝑟 ≥ 𝑎

, (4.5-11b)

𝐵𝜗(𝑟, 𝜗) = 𝑏 sin𝜗 ⋅ {
− 2
𝑎

für 𝑟 < 𝑎
𝑎2

𝑟3
für 𝑟 > 𝑎

, (4.5-11c)

und die Sprungbedingung (4.5-7) liefert

𝑏 = 𝑞𝜔
3𝑐 . (4.5-12)

Einsetzen für 𝑏 in die Gleichungen (4.5-10) und (4.5-11a) bis (4.5-11c) gibt wieder die
Ergebnisse von Lösungsweg1.
(c) Falls die Behauptung stimmt, dass die rotierende homogen geladenen Kugelfläche
für den Außenraum wie ein fiktiver magnetischer Punktdipol im Kugelmittelpunkt mit
demmagnetischenMoment𝒎Gl. (4.5-3) der rotierenden homogen geladenen Kugelfläche
wirkt, muss sich (4.5-8b) in der Form

𝑩(𝒓) = 3(𝒎 • 𝒓)𝒓
𝑟5 − 𝒎

𝑟3 (4.5-13)
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schreiben lassen. Mit

𝒎 = 𝑞𝜔
3𝑐 𝑎

2𝒆𝑧 =
𝑞𝜔
3𝑐 𝑎

2 [cos 𝜗 𝒆𝑟 − sin𝜗 𝒆𝜗] , 𝒓 = 𝑟𝒆𝑟 , 𝒎 • 𝒓 = 𝑞𝜔
3𝑐 𝑎

2𝑟 cos 𝜗

folgt (𝜙-Komponente null)

[3(𝒎
• 𝒓)𝒓
𝑟5 − 𝒎

𝑟3 ]𝑟
= 𝑞𝜔

3𝑐𝑎
𝑎3
𝑟3 2 cos 𝜗, [3(𝒎

• 𝒓)𝒓
𝑟5 − 𝒎

𝑟3 ]𝜗
= 𝑞𝜔

3𝑐𝑎
𝑎3
𝑟3 sin 𝜗 ∎

4.6 Vorbemerkung: Warumwurde in der Angabe die Berechnung desMagnetfeldes nur für Punkte
auf der 𝑧-Achse verlangt?Weilman nur für Punkte auf der 𝑧-Achse einen geschlossenenmathematischen
Ausdruck für die Komponenten des Magnetfeldes erhalten kann.

Das Magnetfeld in einem Punkt P(0, 0, 𝑧)
muss aus Symmetriegründen 𝑧-Richtung
besitzen:

𝑩(0, 0, 𝑧) = 𝐵𝑧(0, 0, 𝑧) 𝒆𝑧 . (4.6-1)

Die Stromverteilung ist räumlich lokali-
siert, und es liegen keine Randbedingun-
gen im Endlichen vor (natürliche Randbe-
dingungen).

Die Feldstärke kann deshalb mithilfe der Biot-Savart-Formel (A.9-10) berechnet werden:

𝑩(𝒓) = 1
𝑐∫
ℱ

𝑑𝑓′ 𝑲(𝒓
′) ⨯ (𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

,

𝐵𝑧(0, 0, 𝑧) =
1
𝑐∫
ℱ

𝑑𝑓′ [𝑲(𝒓
′) ⨯ (𝒓 − 𝒓′)]𝑧
|𝒓 − 𝒓′|3

|||𝑥=𝑦=0
. (4.6-2)

Dabei ist𝑲(𝒓′) die Flächenstromdichte im Bereich der Scheibe, d. h. für 𝒓′∈ ℱ. (Beachte:
𝑅′𝜔𝒆𝜙 ist die Geschwindigkeit eines Punktes der Scheibe mit Abstand 𝑅′ vom Zentrum.)

𝑲(𝒓′) = 𝜎0𝑅′𝜔𝒆𝜙 mit 𝜎0 =
𝑞

(𝑏2 − 𝑎2)𝜋
. (4.6-3)

Elementare Zwischenrechnung:

Auf ℱ (𝑎 < 𝑅′< 𝑏, 0 ≤ 𝜙′ < 2𝜋, 𝑧′ = 0 ) gilt für 𝑥 = 𝑦 = 0:

|𝒓 − 𝒓′|3 = [𝑥′2+ 𝑦′2+ 𝑧2]3/2 = [𝑅′2+ 𝑧2]3/2 ;

𝑲(𝒓′) ⨯ (𝒓 − 𝒓′) = 𝜎0𝜔(𝑅′2𝒆𝑧− 𝑅′𝑧𝒆𝑅) , [𝑲(𝒓′) ⨯ (𝒓 − 𝒓′)]𝑧 = 𝜎0𝜔𝑅′2 .
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Einsetzen in (4.6-2) gibt

𝐵𝑧(0, 0, 𝑧) =
2𝜋
𝑐 𝜎0𝜔

𝑏

∫
𝑎

𝑑𝑅′𝑅′ 𝑅′2

[𝑅′2+ 𝑧2]3/2
= 𝜋

𝑐 𝜎0𝜔

𝑏2

∫
𝑎2

𝑑𝜉 𝜉
[𝜉 + 𝑧2]3/2

= 2𝜋
𝑐 𝜎0𝜔([𝜉 + 𝑧2]1/2 + 𝑧2

[𝜉 + 𝑧2]1/2
) |||

𝑏2

𝑎2

Ergebnis

𝑩(0, 0, 𝑧) = 2𝜋
𝑐 𝜎0𝜔(√𝑏2+ 𝑧2 + 𝑧2

√𝑏2+ 𝑧2
−√𝑎2+ 𝑧2 − 𝑧2

√𝑎2+ 𝑧2
)𝒆𝑧 .

𝑩(0, 0, 0) = 2𝜋
𝑐 𝜎0𝜔 (𝑏 − 𝑎) 𝒆𝑧 .

(4.6-4)

(4.6-5)

4.7 (a) Gesamtstrom in 𝑧-Richtung

𝐼ges = 𝑎

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝐾𝑧(𝜙) =
𝐼
𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 cos2 𝜙2 =
𝐼
2𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 (1 + cos𝜙) = 𝐼. (4.7-1)

(b) 𝐾𝑧(𝜙) =
𝐼

2𝜋𝑎+
𝐼

2𝜋𝑎 cos𝜙. (4.7-2)

Δ𝑨(𝒓) = −4𝜋𝑐 𝐾𝑧(𝜙) δ(𝑅 − 𝑎) 𝒆𝑧 ,

div𝑨(𝒓) = 0.

(4.7-3a)

(4.7-3b)

Lösungsansatz 𝑨(𝒓) = 𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) 𝒆𝑧 . (4.7-4)

Damit sind 𝑥- und 𝑦-Komponente von Gl. (4.7-3a) sowie Gl. (4.7-3b) erfüllt, und es bleibt

Δ𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) = −4𝜋𝑐 𝐾𝑧(𝜙) δ(𝑅 − 𝑎). (4.7-5)

Lösungsansatz für die homogene Differentialgleichung (stetig für 𝑅 = 𝑎)

𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) = {
𝐵0

𝑅
𝑎
cos 𝜙 für 𝑅 ≤ 𝑎

𝐷0 log
𝑅
𝑎
+ 𝐵0

𝑎
𝑅
cos 𝜙 für 𝑅 ≥ 𝑎

. (4.7-6)

Die Koeffizienten 𝐵0, 𝐷0 sind aus der Sprungbedingung 𝐑𝐨𝐭𝑩 = 4𝜋
𝑐
𝑲 zu bestimmen. Mit

der Formel (A.3-20) erhalten wir für 𝑩 = 𝐫𝐨𝐭𝑨

𝐵𝑅 =
1
𝑅
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜙 , 𝐵𝜙 = −𝜕𝐴𝑧𝜕𝑅 , 𝐵𝑧 = 0; (4.7-7)
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𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) = −𝐵0 sin𝜙 ⋅ {
1
𝑎

für 𝑅 ≤ 𝑎
𝑎
𝑅2

für 𝑅 ≥ 𝑎
, (4.7-8)

𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) = {
−𝐵0

1
𝑎
cos 𝜙 für 𝑅 < 𝑎

−𝐷0
1
𝑅
+ 𝐵0

𝑎
𝑅2
cos 𝜙 für 𝑅 > 𝑎

. (4.7-9)

𝐵𝑧 ist für 𝑅 = 𝑎 wegen 𝐾𝜙 = 0 stetig, 𝐵𝑅 ist für 𝑅 = 𝑎 stetig entsprechend der Randbedin-
gung Div𝑩 = 0 und 𝐵𝜙 ist unstetig entsprechend der Sprungbedingung 𝐑𝐨𝐭𝑩 = 4𝜋

𝑐
𝑲 :

𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙) − 𝐵𝜙(𝑎−, 𝜙) =
4𝜋
𝑐 𝐾𝑧(𝜙) . (4.7-10)

Einsetzen von (4.7-9) und (4.7-2):

−𝐷0𝑎 + 2𝐵0
𝑎 cos𝜙 = 2𝐼

𝑐𝑎 +
2𝐼
𝑐𝑎 cos𝜙 ⇒ 𝐷0 = −2𝐼𝑐 , 𝐵0 =

𝐼
𝑐 . (4.7-11)

Somit erhalten wir für 𝑅 < 𝑎

𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) =
𝐼
𝑐𝑎 𝑅 cos𝜙 =

𝐼
𝑐𝑎 𝑥 = 𝐴𝑧(𝑥) ⇒ 𝑩(𝒓) = − 𝐼

𝑐𝑎 𝒆𝑦 , (4.7-12)

also ein homogenes Magnetfeld in 𝑦-Richtung, und für 𝑅 > 𝑎

𝐴𝑧(𝑅, 𝜙) =
2𝐼
𝑐 log

𝑎
𝑅 + 𝐼

𝑐
𝑎
𝑅 cos𝜙;

𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) = −𝐼𝑐
𝑎
𝑅2 sin𝜙, 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) =

2𝐼
𝑐
1
𝑅 + 𝐼

𝑐
𝑎
𝑅2 cos 𝜙, 𝐵𝑧(𝑅, 𝜙) = 0.

(4.7-13a)

(4.7-13b)

4.8 Ausnützen der Symmetrie des Problems und Benützen der Feldgleichungen (A.9-1)
und (A.9-2)
Aus Symmetriegründen: Ansatz:

𝑩(𝒓) = 𝐵𝑧(𝑅)𝒆𝑧 . (4.8-1)

Der Ansatz erfüllt im ganzen Raum die Feldgleichung (A.9-1) (siehe (A.3-17)) und die
AnschlussbedingungDiv𝑩 = 0 für 𝑅 = 𝑎.

Der Gesamtstrom im Raumbereich 𝑅 ≤ 𝑎 ist null: −2𝐾0
𝑎
∫
0
𝑑𝑅 𝑅

𝑎2
𝒆𝜙 +𝐾0𝒆𝜙 = 𝟎, woraus

𝐵𝑧(𝑅) = 0 für 𝑅 > 𝑎 folgt.
Zu erfüllen bleibt noch die Feldgleichung 𝐫𝐨𝐭𝑩 = (4𝜋/𝑐)𝒋 für 𝑅 < 𝑎 und die Sprungbedin-
gung 𝐑𝐨𝐭𝑩 = (4𝜋/𝑐)𝑲 für 𝑅 = 𝑎.
Da mit dem Ansatz (4.8-1) (siehe (A.3-20))

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = −𝐵′𝑧(𝑅) 𝒆𝜙 (4.8-2)
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gilt, erhalten wir für 𝑅 < 𝑎 die gewöhnliche Differentialgleichung

𝐵′𝑧(𝑅) =
4𝜋
𝑐 2𝐾0

𝑅
𝑎2 ⇒ 𝐵𝑧(𝑅) =

4𝜋
𝑐 𝐾0

𝑅2
𝑎2 + 𝐵0 .

Die Integrationskonstante 𝐵0 ergibt sich aus der Sprungbedingung. Mit der Formel (A.4-2)
und 𝒆𝑅 ⨯ 𝒆𝑧 = −𝒆𝜙 folgt

𝐑𝐨𝐭𝑩||𝑎= 𝒆𝑅 ⨯ [𝟎 − (4𝜋
𝑐
𝐾0 + 𝐵0)𝒆𝑧] = (4𝜋

𝑐
𝐾0 + 𝐵0)𝒆𝜙 =

4𝜋
𝑐
𝑲 = 4𝜋

𝑐
𝐾0𝒆𝜙 ⇒ 𝐵0 = 0.

Ergebnis:

𝑩(𝒓) = {
4𝜋
𝑐
𝐾0

𝑅2

𝑎2
𝒆𝑧 für 𝑅 < 𝑎

𝟎 für 𝑅 > 𝑎
. (4.8-3)

4.9 Es liegt Zylindersymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse vor. Dies bedeutet

𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 . (4.9-1)

Da auf der Grenzfläche 𝑅 = 𝑎 kein Flächenstrom fließt gilt dort 𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝟎 und 𝐵𝜙(𝑅) ist
für 𝑅 = 𝑎 stetig.
(a) Im Hinblick auf Punkt (b) berechne ich den Gesamtstrom durch eine Kreisfläche 𝐾𝑅
bei 𝑧 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡 mit Mittelpunkt auf der 𝑧-Achse und festem Radius 𝑅, 0 < 𝑅 < +∞:

𝐼(𝐾𝑅) ≡ 𝐼(𝑅) = ∫
𝐾𝑅

𝒅𝒇′ • 𝒋(𝒓′) .

Mit der Stromdichte aus der Angabe erhalte ich für 𝑅 ≤ 𝑎

𝐼(𝑅) = 2𝜋𝑗0

𝑅

∫
0

𝑑𝑅′𝑅′cos 𝜋𝑅
′

2𝑎 .

Daraus folgt mit dem unbestimmten Integral aus der Angabe

𝐼(𝑅) = {
2𝑗0[2𝑎𝑅sin

𝜋𝑅
2𝑎
+ 4𝑎2

𝜋
(cos 𝜋𝑅

2𝑎
− 1)] für 𝑅 ≤ 𝑎,

𝐼(𝑎) = 𝐼 = 4𝑗0𝑎2(1 −
2
𝜋
) für 𝑅 ≥ 𝑎

. (4.9-2)

(b) Integrale Form der 𝐫𝐨𝐭𝑩-Feldgleichung (siehe Gl. (A.9-4) von Anhang A.9; die Feldglei-
chung div𝑩 = 0 ist durch den Ansatz (4.9-1) erfüllt): 𝒞(𝐾𝑅) Berandung von 𝐾𝑅

∮
𝒞(𝐾𝑅)

𝒅𝒓′ • 𝑩(𝒓′) = 4𝜋
𝑐 ∫
𝐾𝑅

𝒅𝒇′ • 𝒋(𝒓′) ≕ 4𝜋
𝑐 𝐼(𝑅) , ∀𝑅.
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Wegen
𝒅𝒓′||𝒞(𝐾𝑅)

= 𝑅𝑑𝜙′𝒆𝜙 , 𝑩(𝒓′)||𝒞(𝐾𝑅)
= 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙

gibt die Auswertung

2𝜋𝑅𝐵𝜙(𝑅) =
4𝜋
𝑐 𝐼(𝑅) ⇒ 𝐵𝜙(𝑅) =

2𝐼(𝑅)
𝑐

1
𝑅 für 0 < 𝑅 < +∞. (4.9-3)

Setzt man hier 𝐼(𝑅) Gl. (4.9-2) ein, so erhält man 𝐵𝜙(𝑅) für die Raumbereiche 𝑅 ≤ 𝑎 und
𝑅 ≥ 𝑎.

4.10 (a) Ausnützen der Symmetrie des Problems und Benützen der Feldgleichungen
(A.9-1) und (A.9-4)
Aus Symmetriegründen: Ansatz:

𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 . (4.10-1)

Der Ansatz erfüllt in allen Teilbereichen die Feldgleichung (A.9-1) (siehe (A.3-17)) und an
allen Grenzflächen Div𝑩 = 0. Da auf keiner der Grenzflächen ein Flächenstrom fließt gilt
auch auf allen Grenzflächen 𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝟎 und 𝐵𝜙(𝑅) ist für 𝑅 = 𝑎,𝑅 = 𝑏 und 𝑅 = 𝑑 stetig.
Überdies gilt 𝐵𝜙(𝑅) = 0 für 𝑅 ≥ 𝑑, da der Gesamtstrom im Raumbereich 𝑅 ≤ 𝑑 null ist.
Zu erfüllen bleibt in den Teilbereichen bei 𝑅 ≤ 𝑑 noch die Feldgleichung (A.9-4). Dazu
benötigen wir die Stromdichten in den Bereichen 𝑅 ≤ 𝑎 und 𝑏 ≤ 𝑅 ≤ 𝑑:

Bereich 𝑅 ≤ 𝑎: 𝒋(𝒓) = 𝐼
𝜋𝑎2 𝒆𝑧 , Bereich 𝑏 ≤ 𝑅 ≤ 𝑑: 𝒋(𝒓) = − 𝐼

𝜋(𝑑2− 𝑏2)
𝒆𝑧 . (4.10-2)

Wähltman in der integralen Feldgleichung (A.9-4) als Integrationsflächeℱ eineKreisfläche
in der 𝑥𝑦-Ebene mit demMittelpunkt im Ursprung und dem festen Radius 𝑅 (𝑅 aus dem
jeweiligen Teilbereich) so gilt auf der Randkurve 𝒞(ℱ) (Kreislinie vom Radius 𝑅) jeweils
𝒅𝒓 • 𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝑅𝑑𝜙 und wir erhalten:

𝑅 ≤ 𝑎∶ 2𝜋𝑅𝐵𝜙(𝑅) =
4𝜋
𝑐

𝐼
𝜋𝑎2 𝜋𝑅

2 ⇒ 𝐵𝜙(𝑅) =
2𝐼
𝑐
𝑅
𝑎2 ;

𝑎 ≤ 𝑅 ≤ 𝑏∶ 2𝜋𝑅𝐵𝜙(𝑅) =
4𝜋
𝑐 𝐼 ⇒ 𝐵𝜙(𝑅) =

2𝐼
𝑐
1
𝑅 ;

𝑏 ≤ 𝑅 ≤ 𝑑∶ 2𝜋𝑅𝐵𝜙(𝑅) =
4𝜋
𝑐 𝐼 − 4𝜋

𝑐
𝐼

𝜋(𝑑2− 𝑏2)
𝜋(𝑅2− 𝑏2) ⇒ 𝐵𝜙(𝑅) =

2𝐼
𝑐
1
𝑅 − 2𝐼

𝑐
𝑅2− 𝑏2
𝑑2− 𝑏2

1
𝑅 .

Ergebnis:

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 ⋅

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑅
𝑎2 𝒆𝜙 für 𝑅 ≤ 𝑎

1
𝑅 𝒆𝜙 für 𝑎 ≤ 𝑅 ≤ 𝑏

1
𝑅
𝑑2− 𝑅2
𝑑2− 𝑏2 𝒆𝜙 für 𝑏 ≤ 𝑅 ≤ 𝑑

𝟎 für 𝑅 ≥ 𝑑

. (4.10-3)
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(b) Setzt man in

𝑤m = 1
8𝜋

1

∫
0

𝑑𝑧

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙

+∞

∫
0

𝑑𝑅𝑅[𝐵𝜙(𝑅)]2 =
1
4

+∞

∫
0

𝑑𝑅𝑅[𝐵𝜙(𝑅)]2 (4.10-4)

für die Teilintervalle 𝑅 ≤ 𝑎, 𝑎 ≤ 𝑅 ≤ 𝑏 und 𝑏 ≤ 𝑅 ≤ 𝑑 die entsprechenden Ausdrücke für
[𝐵𝜙(𝑅)]2 ein, führt man die elementaren Integrationen durch und fasst man die erhaltenen
Terme zusammen (sechs Zeilen elementare Rechnung), so erhält man

𝑤m = 𝐼2
𝑐2 [log

𝑏
𝑎 +

𝑑4
(𝑑2− 𝑏2)2

log 𝑑𝑏 −
𝑑2

2(𝑑2− 𝑏2)]
;

ℓ = 1
𝑐2 [log

𝑏2
𝑎2 +

𝑑4
(𝑑2− 𝑏2)2

log 𝑑
2

𝑏2 −
𝑑2

𝑑2− 𝑏2 ] .

(4.10-5a)

(4.10-5b)

Bei gleichen Leiterquerschnitten (𝑑2− 𝑏2= 𝑎2) folgt daraus für die Selbstinduktivität pro
Längeneinheit

ℓ = 1
𝑐2 [log

𝑏2
𝑎2 +

(𝑎2+ 𝑏2)2
𝑎4 log 𝑎

2+ 𝑏2
𝑏2 − 𝑎2+ 𝑏2

𝑎2 ] (4.10-6)

und speziell im Falle 𝑎 ≈ 𝑏

ℓ ≈ 1
𝑐2 [4 log 2 − 2] = 0,7726

𝑐2 . (4.10-7)

Bemerkung: Im gaußschen Maßsystem ist die Einheit der Selbstinduktivität s2/cm. Die
Einheit der Selbstinduktivität im SI-System ist 1 Henry = 1 Vs/A =̂ 1

9⋅1011
s2/cm.

4.11*

Warum wird es vorteilhaft sein für die Be-
rechnung der Feldenergie (pro Längenein-
heit in 𝑧-Richtung) nicht von der Formel
(A.9-12), sondern von (A.9-13) auszuge-
hen?

(1) Bei der Verwendung von (A.9-13) hat man nur zwei Integrale, nämlich über ein Zy-
lindervolumen der Höhe ℎ = 1mit 𝑅 < 𝑎 und ein Zylindervolumen der Höhe ℎ = 1mit
𝑅′< 𝑏 (bezüglich 𝑅′ siehe die Abbildung). Dagegen hat man bei Verwendung von (A.9-12)
zusätzlich ein drittes Integral, nämlich über ein Volumen der Höhe ℎ = 1mit 𝑅 > 𝑎 und
𝑅′ > 𝑏, ein Integral mit sehr „unangenehmen“ Integrationsgrenzen.
(2) Bei Verwendung von (A.9-13) hat man in den Integranden neben den konstanten
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Stromdichten das nach dem Superpositionsprinzip für das System der beiden Leiterℒ1,
ℒ2 berechnete Vektorpotential 𝑨(𝒓) = 𝑨1(𝒓) + 𝑨2(𝒓), wogegenman bei Verwendung von
(A.9-12) in den drei Integralen den Integranden 𝑩2(𝒓) = 𝑩2

1(𝒓) + 2𝑩1(𝒓) •𝑩2(𝒓) +𝑩2
2(𝒓) hat.

Das Vektorpotential 𝑨(𝒓) = 𝑨1(𝒓) + 𝑨2(𝒓) = 𝐴𝑧(𝒓) 𝒆𝑧 können wir gleich anschreiben,
wenn wir das Ergebnis (4.3-5b) von Aufgabe 4.3 benützen:

𝐴𝑧(𝒓) = −[ 𝐼
𝑐
⋅ {

𝑅2

𝑎2
für 𝑅 ≤ 𝑎

2 log 𝑅
𝑎
+ 1 für 𝑅 ≥ 𝑎

− 𝐼
𝑐
⋅ {

𝑅′2

𝑏2
für 𝑅′≤ 𝑏

2 log 𝑅′

𝑏
+ 1 für 𝑅′≥ 𝑏

]. (4.11-1)

Die Integrationskonstante konnten wir weglassen, da sie bei der Berechnung der Gesamt-
energie pro Längeneinheit in 𝑧-Richtung herausfällt (Gesamtstrom 𝐼 + (−𝐼) = 0 ).
Wir müssen nur das Integral über den Leiter ℒ1 berechnen, aus der Symmetrie der

Formeln für die Integrale über ℒ1 und ℒ2 sehen wir, dass wir im Ergebnis 𝑤(m)
1 lediglich 𝑎

und 𝑏 vertauschenmüssen, um den Energieanteil 𝑤(m)
2 zu erhalten.

Berechnung von 𝑤(m)
1 : Mit der Formel (A.9-13), der Ladungsdichte (4.3-3) und dem

Vektorpotential (4.11-1) folgt

𝑤(m)
1 =

𝐼2

2𝜋𝑎2𝑐2

⏞⎴⏞⎴⏞1
2𝑐

𝐼
𝜋𝑎2

𝐼
𝑐

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙

𝑎

∫
0

𝑑𝑅𝑅 (1 − 𝑅2
𝑎2 + log 𝑅

′2

𝑏2 ) , (4.11-2)

wobei für 𝑅′2 nach dem Kosinussatz 𝑅′2 = 𝑅2+ 𝑑2− 2𝑑𝑅cos𝜙 gilt (siehe die Abbildung).
Bis auf das Integral mit log𝑅′2 im Integranden sind alle Integrale elementar, ersteres kann
aber mit der Formel

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 log (𝑅2+ 𝑑2− 2𝑑𝑅cos𝜙) = 2𝜋log𝑑2 (4.11-3)

aus der Angabe ebenfalls einfach berechnet werden. Das Gesamtergebnis ist

𝑤(m)
1 = 𝐼2

4𝑐2 (1 + 2 log 𝑑
2

𝑏2 ) , 𝑤(m)
2 = 𝐼2

4𝑐2 (1 + 2 log 𝑑
2

𝑎2 ) ; 𝑤m = 𝐼2
2𝑐2 (1 + 2 log 𝑑

2

𝑎𝑏 ). (4.11-4)

Aus (A.9-30) folgt dann für die Selbstinduktivität pro Längeneinheit in 𝑧-Richtung

ℓ = 1
𝑐2 (1 + 2 log 𝑑

2

𝑎𝑏 ). (4.11-5)

4.12 Wir betrachten zuerst einen unendlichen zylindrischen Leiter mit der 𝑧-Achse
als Zylinderachse und der gleichförmigen Stromdichte 𝒋(𝒓) = 𝑗0𝒆𝑧. Für diesen Fall kön-
nen wir das Ergebnis für das Magnetfeld im Inneren des Zylinders von der vorigen Aufgabe
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übernehmen. Wir müssen lediglich in der dortigen Lösung für 𝑅 ≤ 𝑎 (siehe Gl. (4.10-3))
die Größe 𝐼/𝜋𝑎2 durch 𝑗0 ersetzen (siehe auch (A.3-10)):

𝑩(𝑅, 𝜙) = 2𝜋𝑗0
𝑐 𝑅 𝒆𝜙 =

2𝜋𝑗0
𝑐 (−𝑦, 𝑥, 0) = 𝑩(𝑥, 𝑦) . (4.12-1)

Die Lösung für die gegebene Auf-
gabe erhalten wir dann durch
Translation und Superposition.

Magnetfeld in dem zwischen den Leitern eingeschlossenen zylindrischen Raumbereich
|𝒓 − 𝑎𝒆𝑥| ≤ 𝑏, |𝒓 + 𝑎𝒆𝑥| ≤ 𝑏:

𝑩(𝑥, 𝑦) = 𝑩1(𝑥, 𝑦) + 𝑩2(𝑥, 𝑦) =
2𝜋𝑗0
𝑐 (−𝑦, 𝑥 − 𝑎, 0) + 2𝜋(−𝑗0)

𝑐 (−𝑦, 𝑥 + 𝑎, 0)

𝑩(𝑥, 𝑦) = −4𝜋𝑎𝑗0𝑐 𝒆𝑦 (homogenes Feld in negativer 𝑦-Richtung). (4.12-2)

4.13 Zur Berechnung von Kräften in der Magnetostatik siehe den Anhang A.9.4.

Im gegebenen Fall gilt

𝑭2 = 𝑭1→2 =
𝐼2
𝑐 ∫

ℒ2

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1(𝒓) = −𝑭1 . (4.13-1)

Die Magnetfeldstärke 𝑩1(𝒓) können wir sofort anschreiben, wir müssen nur das Ergebnis
von Aufgabe 4.4, Gl. (4.4-2) auf das andere Koordinatensystem sowie die Tatsache, dass
der Leiterℒ2 nicht auf der 𝑥-Achse liegt, adaptieren, und dabei die Richtungen der Ströme
beachten. (Der Leser zeichne sich die zu vergleichenden Anordnungen auf.)

𝑩1(𝒓) =
2𝐼1
𝑐 (0,− 𝑧 − 𝑑

(𝑧 − 𝑑)2+ 𝑦2
, 𝑦
(𝑧 − 𝑑)2+ 𝑦2 )

. (4.13-2)
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Linienstromℒ2: 𝒓 = (𝑎 cos𝜙, 𝑎 sin𝜙, 0) , 𝒅𝒓 = (−𝑎 sin𝜙, 𝑎 cos 𝜙, 0) 𝑑𝜙, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋;

𝑩1(𝒓)||ℒ2
= 2𝐼1

𝑐 (0, 𝑑
𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙 ,

𝑎 sin𝜙
𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙),

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1(𝒓)||ℒ2
= 2𝐼1

𝑐 𝑑𝜙 ( 𝑎
2 sin𝜙 cos𝜙

𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙 ,
𝑎2 sin2𝜙

𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙 ,−
𝑑𝑎 sin𝜙

𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙).

(4.13-3)
Benötigte bestimmte Integrale:

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 sin𝜙 cos𝜙
𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙 = 0 (Variablensubstitution 𝑢 = sin2𝜙);

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 𝑎2 sin2𝜙 + 𝑑2− 𝑑2
𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙 = 2𝜋(1 − 𝑑

√𝑎2+ 𝑑2
) ;

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 sin𝜙
𝑑2+ 𝑎2 sin2𝜙 = 0.

Einsetzen von (4.13-3) in (4.13-1) gibt daher

𝑭2 = −𝑭1 =
4𝜋𝐼1𝐼2
𝑐2 (1 − 𝑑

√𝑎2+ 𝑑2
)𝒆𝑦 . (4.13-5)

4.14

Für die Kraft auf die Leiterschleife ℒ2 und für das
bezüglich des Ursprungs auf die Leiterschleife ℒ2
wirkende Drehmoment gilt

𝑭 = 𝐼2
𝑐 ∫

ℒ2

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1(𝒓) ; (4.14-1)

𝑵 = 𝐼2
𝑐 ∫

ℒ2

[𝒓 ⨯ (𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1(𝒓))] . (4.14-2)

Auf dem Kreisbogen besitzen 𝒅𝒓 und 𝑩1(𝒓) beide 𝜙-Richtung, weshalb auf dem Kreisbogen
𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1(𝒓) = 𝟎 gilt. Zur Kraft 𝑭 und zum Drehmoment 𝑵 kann es daher nur längs des
geraden Leiterstückes von null verschiedene Beiträge geben.
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Gerades Leiterstück:

𝒓 = (𝑎 cos𝛼, 𝑦) , −𝑎 sin𝛼 ≤ 𝑦 ≤ +𝑎 sin𝛼; 𝒅𝒓 = 𝑑𝑦 𝒆𝑦 ;

𝑩1 = 𝐵1𝑥(𝑎 cos 𝛼, 𝑦) 𝒆𝑥 + 𝐵1𝑦(𝑎 cos 𝛼, 𝑦) 𝒆𝑦 ;

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1 = −𝐵1𝑥(𝑎 cos 𝛼, 𝑦)𝑑𝑦 𝒆𝑧 =
2𝐼1
𝑐

𝑦
𝑎2 cos2𝛼 + 𝑦2

𝑑𝑦 𝒆𝑧 ;

𝒓 ⨯ (𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1(𝒓)) =
2𝐼1
𝑐

𝑦2
𝑎2 cos2𝛼 + 𝑦2

𝑑𝑦 𝒆𝑥 −
2𝐼1
𝑐

𝑎𝑦 cos 𝛼
𝑎2 cos2𝛼 + 𝑦2

𝑑𝑦 𝒆𝑦 .

Da die Integration einer ungeraden Funktion über ein symmetrisches Intervall null ergibt,
folgt 𝑭 = 𝟎 und 𝑵 = 𝑁𝑥𝒆𝑥 mit

𝑁𝑥 =
4𝐼1𝐼2
𝑐2

𝑎sin𝛼

∫
0

𝑑𝑦 𝑦2
𝑎2 cos2𝛼 + 𝑦2

= 4𝐼1𝐼2
𝑐2 [𝑦 − 𝑎 cos𝛼 arctan 𝑦

𝑎 cos 𝛼 ]
|
|
|

𝑎sin𝛼

0

= 4𝐼1𝐼2
𝑐2 𝑎(sin𝛼 − 𝛼cos𝛼) .

Ergebnisse:

𝑭 = 𝟎 ; 𝑵 = 4𝐼1𝐼2
𝑐2 𝑎(sin𝛼 − 𝛼cos𝛼)𝒆𝑥 . (4.14-3)

4.15*
(a) Um für den Fall der in der Abbildung darge-
stellten quadratischen Stromkreise ℒ1, ℒ2 den
durch Gl. (A.9-23), d. h. durch

𝐿12 =
1
𝑐2 ∮

ℒ1

∮
ℒ2

𝒅𝒓1 • 𝒅𝒓2
|𝒓1− 𝒓2|

,

definierten Gegeninduktionskoeffizienten zu be-
rechnen, schreibe ich die von null verschiedenen
Beiträge an.

Von null verschiedene Beiträge zu 𝐿12 gibt es von folgenden Stromkreisstücken (siehe die
Abbildung):
(a) (1)(1’), (2)(2’),(3)(3’),(4)(4’)

Diese Beiträge sind alle gleich groß (gleiche Abstände und jeweils gleiche Orientie-
rung), so dass wir nur den Beitrag (1)(1’) berechnenmüssen.

(b) (1)(3’), (2)(4’),(3)(1’),(4)(2’)
Diese Beiträge sind ebenfalls alle gleich groß (größere aber gleiche Abstände und
jeweils entgegengesetzte Orientierung), so dass wir nur den Beitrag (1)(3’) berechnen
müssen.
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Beitrag (1)(1’) (Faktor 1/𝑐2 vorerst weggelassen):

ℐ11′ ≔

+𝑎
2

∫

−𝑎
2

𝑑𝑦2

+𝑎
2

∫

−𝑎
2

𝑑𝑦1
1

√(𝑦1 − 𝑦2)2 + 𝑑2
=

+𝑎
2

∫

−𝑎
2

𝑑𝑦2 [arsinh
+𝑎

2 − 𝑦2
𝑑 − arsinh

−𝑎
2 − 𝑦2
𝑑 ]

=

𝑎

∫
0

𝑑𝜂 arsinh 𝜂𝑑 +

−𝑎

∫
0

𝑑𝜂 arsinh 𝜂𝑑

= [𝜂 arsinh
𝜂
𝑑 −

√𝜂2 + 𝑑2]||
𝑎

0
+ [𝜂 arsinh

𝜂
𝑑 −

√𝜂2 + 𝑑2]||
−𝑎

0

= 2[𝑑 −√𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎arsinh 𝑎𝑑];

Ergebnis:

ℐ11′ = 2[𝑑 −√𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎 log 𝑎 +
√𝑎2 + 𝑑2
𝑑 ]. (4.15-1)

Den Beitrag (1)(3’) können wir nun ebenfalls anschreiben: negatives Vorzeichen, da entge-
gengesetzte Orientierung der Stromkreisstücke, und Abstand 𝑑 ersetzt durch den Abstand
√𝑎2 + 𝑑2

ℐ13′ = −2[√𝑎2 + 𝑑2 −√2𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎 log 𝑎 +
√2𝑎2 + 𝑑2

√𝑎2 + 𝑑2
] . (4.15-2)

Damit können wir den Gegeninduktionskoeffizienten berechnen: 𝐿12 =
1
𝑐2
4 (ℐ11′ +ℐ13′),

𝐿12 =
8
𝑐2 [𝑑 − 2√𝑎2 + 𝑑2 +√2𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎 log 𝑎 +

√𝑎2 + 𝑑2
𝑑 − 𝑎 log 𝑎 +

√2𝑎2 + 𝑑2

√𝑎2 + 𝑑2
] .

(4.15-3)

(b) Nach Gl. (A.9-23) von Anhang A.9.4 gilt für die Wechselwirkungsenergie der beiden
Stromkreise

𝑊 (m)
12 = 𝐿12 𝐼1𝐼2 . (4.15-4)

Die Kräfte zwischen den beiden Leitern kannman daraus gemäß

𝑭2 = −𝑭1 =
𝜕𝑊 (m)

12
𝜕𝑑 𝒆𝑧 = 𝐼1𝐼2

𝜕𝐿12
𝜕𝑑 𝒆𝑧 (4.15-5)
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berechnen. Die Rechnung ist elementar, aber etwas mühsam.

𝜕
𝜕𝑑 [𝑑 − 2√𝑎2+ 𝑑2 +√2𝑎2+ 𝑑2] = 1 − 2𝑑

√𝑎2+ 𝑑2
+ 𝑑
√2𝑎2+ 𝑑2

;

𝜕
𝜕𝑑 [𝑎 log

𝑎 +√𝑎2+ 𝑑2
𝑑 ] = −𝑎𝑑 [

𝑎 −√𝑎2 + 𝑑2

√𝑎2+ 𝑑2
+ 1] = − 𝑎2

𝑑√𝑎2+ 𝑑2
;

𝜕
𝜕𝑑 [−𝑎 log

𝑎 +√2𝑎2+ 𝑑2

√𝑎2+ 𝑑2
] = 𝑎𝑑

𝑎2+ 𝑑2 [
𝑎 −√2𝑎2+ 𝑑2

√2𝑎2+ 𝑑2
+ 1] = 𝑎2𝑑

(𝑎2+ 𝑑2)√2𝑎2+ 𝑑2
;

Summe:

1 − 2𝑑
√𝑎2+ 𝑑2

− 𝑎2

𝑑√𝑎2+ 𝑑2
+ 𝑑
√2𝑎2+ 𝑑2

+ 𝑎2𝑑
(𝑎2+ 𝑑2)√2𝑎2+ 𝑑2

,

1 − 1
𝑑√𝑎2+ 𝑑2

(2𝑑2+ 𝑎2) + 𝑑
√2𝑎2+ 𝑑2

[1 + 𝑎2
𝑎2+ 𝑑2 ] = 1 − 𝑎2+ 2𝑑2

𝑑√𝑎2+ 𝑑2
+ 𝑑√2𝑎2+ 𝑑2

𝑎2+ 𝑑2 .

Ergebnis:

𝑭2 =
8𝐼1𝐼2
𝑐2 [1 − 𝑎2+ 2𝑑2

𝑑√𝑎2 + 𝑑2
+ 𝑑√2𝑎2 + 𝑑2

𝑎2+ 𝑑2 ]𝒆𝑧 . (4.15-6)

Spezialfall 𝑑 ≫ 𝑎: Kannman bereits vor der Rechnung wissen, was herauskommenmuss?
Ja. (Siehe dazu die Bemerkungen am Ende der Aufgabe.)
Binomialentwicklung und geometrische Reihe ergeben:

1 − 𝑎2+ 2𝑑2

𝑑√𝑎2+ 𝑑2
+ 𝑑√2𝑎2 + 𝑑2

𝑎2+ 𝑑2 = 1 − 2
1 + 𝑎2

2𝑑2

(1 + 𝑎2

𝑑2
)
1/2

+
(1 + 2𝑎2

𝑑2
)
1/2

1 + 𝑎2

𝑑2

= 1 − 2(1 + 𝑎2
2𝑑2 )(1 −

1
2
𝑎2
𝑑2 +

3
8
𝑎4
𝑑4 +⋯) + (1 + 1

2
2𝑎2
𝑑2 − 1

8
4𝑎4
𝑑4 +⋯)(1 − 𝑎2

𝑑2 +
𝑎4
𝑑4 +⋯)

= −34
𝑎4
𝑑4 +⋯

Ergebnis:

𝑭2 ≈ −6𝐼1𝐼2𝑐2
𝑎4
𝑑4 𝒆𝑧 . (4.15-7)

Bemerkungen

Warum hätte man das Ergebnis (4.15-7) sofort anschreiben können?
Die magnetischen Dipolmomente der beiden Stromkreise sind 𝑚1 =

𝐼1
𝑐
𝑎2, 𝑚2 =

𝐼2
𝑐
𝑎2. Im Fall

𝑑 ≫ 𝑎 kannman die Stromkreise durch magnetische Punktdipole mit den Momenten𝒎1 = 𝑚1𝒆𝑧 ,
𝒎2 = 𝑚2𝒆𝑧 ersetzen.
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Ruhen zwei magnetische Punktdipole mit den Momenten𝒎1,𝒎2 an den Stellen 𝒓1 bzw. 𝒓2 so gilt
mit 𝑹 ≔ 𝒓2− 𝒓1 für die Kräfte auf die Dipole die Formel

𝑭1 = −𝑭2 =
15(𝒎1 • 𝑹)(𝒎2 • 𝑹)𝑹 − 3𝑅2[(𝒎1 •𝒎2)𝑹 + (𝒎2 • 𝑹)𝒎1 + (𝒎1 • 𝑹)𝒎2]

𝑅7 . (4.15-8)

(Für den Fall von elektrischen Punktdipolen wurde die entsprechende Formel (1.7-3) in Aufgabe 1.7
abgeleitet.)

Im Spezialfall𝒎1 = 𝑚1𝒆𝑧 , 𝒎2 = 𝑚2𝒆𝑧 , 𝑹 = 𝑑𝒆𝑧 ergibt diese Formel (vergleichemit (1.7-4))

𝑭1 = −𝑭2 =
6𝑚1𝑚2
𝑑4 𝒆𝑧 . (4.15-9)

4.16*
Um für den Fall der in der Abbildung dargestell-
ten kreisförmigen Stromkreise ℒ1, ℒ2 den durch
Gl. (A.9-23), d. h. durch

𝐿12 =
1
𝑐2 ∮

ℒ1

∮
ℒ2

𝒅𝒓1 • 𝒅𝒓2
|𝒓1− 𝒓2|

,

definierten Gegeninduktionskoeffizienten zu be-
rechnen, schreibe ich die benötigten Ingredienzi-
en in Zylinderkoordinaten an:

ℒ1∶ 𝑅1 = 𝑎, 0 ≤ 𝜙1 < 2𝜋, 𝑧1 = 0; 𝒅𝒓1= 𝑎𝑑𝜙1𝒆𝜙1 ; (4.16-1a)

𝒆𝜙1 = −sin𝜙1𝒆𝑥 + cos𝜙1𝒆𝑦 ; (4.16-1b)

ℒ2∶ 𝑅2 = 𝑏, 0 ≤ 𝜙2 < 2𝜋, 𝑧2 = 𝑑; 𝒅𝒓2 = 𝑏𝑑𝜙2𝒆𝜙2 ; (4.16-1c)

𝒆𝜙2 = −sin𝜙2𝒆𝑥 + cos𝜙2𝒆𝑦 ; (4.16-1d)

𝒓1 ∈ℒ1, 𝒓2 ∈ ℒ2∶ 𝒅𝒓1 • 𝒅𝒓2 = 𝑎𝑏 cos (𝜙1− 𝜙2) 𝑑𝜙1𝑑𝜙2 ; (4.16-1e)

|𝒓1− 𝒓2| = {(𝑎 cos𝜙1 − 𝑏cos𝜙2)2+ (𝑎 sin𝜙1 − 𝑏 sin𝜙2)2+ 𝑑2}1/2
(4.16-1f)

= {𝑑2+ 𝑎2+ 𝑏2− 2𝑎𝑏cos(𝜙1− 𝜙2)}1/2.

Einsetzen in die Definitionsgleichung von 𝐿12 gibt

𝐿12 =
𝑎𝑏
𝑐2

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙1

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙2 cos (𝜙1 − 𝜙2) {𝑑2+ 𝑎2+ 𝑏2− 2𝑎𝑏cos(𝜙1− 𝜙2)}−1/2.
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DerWert des 𝜙2-Integrals kann aus Symmetriegründen nicht von𝜙1 abhängen.Wir können
deshalb 𝜙1 = 0 setzen. Da dann im verbleibenden 𝜙2-Integral die Intervalle (𝜋, 2𝜋) und
(0, 𝜋) aus Symmetriegründen gleich viel beitragen, erhalten wir mit 𝜙2→ 𝜙

𝐿12 =
4𝜋𝑎𝑏
𝑐2

𝜋

∫
0

𝑑𝜙 cos𝜙 {𝑑2+ 𝑎2+ 𝑏2− 2𝑎𝑏cos𝜙}−1/2. (4.16-2)

Wer die Aufgabe 4.1 gelöst hat und sich an die Lösung erinnert, kann ab hier viel Rechen-
arbeit einsparen. Der Ausdruck (4.16-2) ist formal vollkommen gleich wie der Ausdruck
(4.1-3) von Aufgabe 4.1. Vergleich von (4.1-3) und (4.16-2) zeigt folgende Korresponden-
zen: 𝑅 ↔ 𝑏, 𝑧 ↔ 𝑑, 2𝐼/𝑐 ↔ 4𝜋𝑏/𝑐2. Führt man die entsprechenden Ersetzungen im
Endergebnis (4.1-7) von Aufgabe 4.1 durch, so erhält man

𝐿12 =
4𝜋
𝑐2 (𝑎𝑏)

1/2 [( 2𝑘 − 𝑘)𝐾(𝑘) − 2
𝑘 𝐸(𝑘)] mit 𝑘2 ≔ 4𝑎𝑏

(𝑎 + 𝑏)2+ 𝑑2
. (4.16-3)

Wer die Aufgabe 4.1 nicht gelöst hat, geht ab Gl. (4.16-2) wie in der Anleitung empfohlen
weiter vor, kann dabei aber mit der Lösung von Aufgabe 4.1 ab Gl. (4.1-3) vergleichen.

Spezialfall 𝑑 ≫ 𝑎, 𝑏: In diesem Fall gilt 𝑘 ≈ 2(𝑎𝑏)1/2/𝑑 ≪ 1, und Einsetzen der Entwick-
lungen (A.2-50) für 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) gibt nach einer kurzen elementaren Zwischenrechnung in
niedrigster „nicht verschwindender“ Näherung

𝐿12 ≈
4𝜋
𝑐2 (𝑎𝑏)

1/2 𝜋
2
𝑘3
8 = 2𝜋2

𝑐2
𝑎2𝑏2
𝑑3 . (4.16-4)

4.17*
Ich berechne die Kräfte auf die beiden Kreisströ-
memithilfe der Formeln

𝑭2 =
𝐼2
𝑐 ∮

ℒ2

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1(𝒓) , 𝑭1 = −𝑭2 . (4.17-1)

Dabei gilt aufℒ2 (Annahme: 𝑑 > 0)

𝑅 = 𝑏, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 𝑧= 𝑑; 𝒅𝒓 = 𝑏𝑑𝜙𝒆𝜙 ;
𝒆𝜙 = −sin𝜙 𝒆𝑥 + cos𝜙 𝒆𝑦 ;

𝑩1 = 𝐵1𝑅(𝑏, 𝑑) 𝒆𝑅 + 𝐵1𝑧(𝑏, 𝑑) 𝒆𝑧 ,

𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1 = −𝑏𝑑𝜙𝐵1𝑅(𝑏, 𝑑) 𝒆𝑧 + 𝑏𝑑𝜙𝐵1𝑧(𝑏, 𝑑) 𝒆𝑅 .

Aus Symmetriegründenmuss
𝑭2 = 𝐹2𝑧𝒆𝑧 (4.17-2)
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gelten. Der zweite Term in 𝒅𝒓 ⨯ 𝑩1 gibt wegen 𝒆𝑅 = cos𝜙 𝒆𝑥 + sin𝜙 𝒆𝑦 bei der 𝜙-Integration
keinen Beitrag. Der erste Term ist 𝜙-unabhängig, die 𝜙-Integration gibt nur einen Faktor
2𝜋. Daher folgt mit (siehe (4.1-8a))

𝐵1𝑅(𝑏, 𝑑) =
2𝐼1
𝑐
𝑑
𝑏

1
[(𝑎 + 𝑏)2+ 𝑑2]1/2

[ 𝑎
2+ 𝑏2+ 𝑑2

(𝑎 − 𝑏)2+ 𝑑2
𝐸(𝑘) − 𝐾(𝑘)] > 0

das Ergebnis

𝑭2 = −4𝜋𝐼1𝐼2𝑐2
𝑑

[(𝑎 + 𝑏)2+ 𝑑2]1/2
[ 𝑎

2+ 𝑏2+ 𝑑2
(𝑎 − 𝑏)2+ 𝑑2

𝐸(𝑘) − 𝐾(𝑘)]𝒆𝑧

mit 𝑘2 = 4𝑎𝑏
(𝑎 + 𝑏)2+ 𝑑2

.

(4.17-3a)

(4.17-3b)

Die Kraft ist anziehend oder abstoßend je nachdem, ob sign (𝐼1𝐼2) = +1 oder−1 ist.

Hinweis: Da die Wechselwirkungsenergie der beiden Stromkreise durch𝑊 (m)
12 = 𝐿12 𝐼1𝐼2 gegeben

ist (siehe Gl. (A.9-23)), könnte man die Kräfte durch Ableiten von 𝐿12 Gl. (4.16-3) nach 𝑑 berech-
nen. Für die Ableitungen der Funktionen 𝐾(𝑘) und 𝐸(𝑘) nach 𝑘müsste man dann die Formeln
(A.2-49) benützen, dazu kommendie innerenAbleitungen von 𝑘nach 𝑑 usf. Kein empfehlenswerter
Lösungsweg. Wesentlich einfacher war die Anwendung der Formel (4.17-1).

Spezialfall 𝑑 ≫ 𝑎, 𝑏: In diesem Fall gilt 𝑘 ≈ 2(𝑎𝑏)1/2/𝑑 ≪ 1, und Einsetzen der Entwick-
lungen (A.2-50) für 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) gibt in niedrigster „nicht verschwindender“ Näherung

𝐹2𝑧 ≈ −6𝜋
2𝐼1𝐼2
𝑐2

𝑎2𝑏2
𝑑4 = −

6 𝐼1
𝑐
𝑎2𝜋 𝐼2

𝑐
𝑏2𝜋

𝑑4 ✓ (4.17-4)

Zu letzterer Form siehe die Bemerkungen zur vorigen Aufgabe.

Wir hätten das Ergebnis aber auch mit (4.16-4) aus (4.15-5) erhalten können:

𝐹2𝑧 ≈ 𝐼1𝐼2
𝜕
𝜕𝑑 [

2𝜋2
𝑐2

𝑎2𝑏2
𝑑3 ] = −6𝜋

2𝐼1𝐼2
𝑐2

𝑎2𝑏2
𝑑4 . (4.17-5)

4.18* Das Gesamtfeld ist die Summe der Felder der Linienleiterℒ1undℒ2 :

𝑩(𝒓) = 2𝐼1
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑥 − 𝑏
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 0)
(4.18-1)

+ 2𝐼2
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑥 + 𝑏
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 0).
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Berechnung der Kraft pro Längeneinheit des Leitersℒ1mit demMaxwelltensor 𝕋(𝒓)

𝑓𝑘 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓𝑇𝑘 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓
3

∑
𝑙=1

𝑇𝑘𝑙𝑛𝑙 mit 𝑇𝑘𝑙 ≔
1
4𝜋 (𝐵𝑘𝐵𝑙 −

1
2 𝑩

2𝛿𝑘𝑙) . (4.18-2)

(Alle Feldgrößen hängen nur von 𝑥, 𝑦 ab, ich lasse die Argumente zur Vereinfachung der
Schreibweise weg.)

Kraft auf die Längeneinheit des Leitersℒ1= Kraft auf das Leiterstück von 𝑧 = 0 bis 𝑧 = 1.
Die geschlossene Oberfläche ℱ(𝒵) des Zylindervolumens 𝒵 der Höhe ℎ = 1 setzt sich
zusammen aus:
1. Grundfläche 𝒢 bei 𝑧 = 0 mit 𝒏 = (0, 0,−1);
2. Deckfläche𝒟 bei 𝑧 = 1 mit 𝒏 = (0, 0, 1) [gleicher (𝑥, 𝑦)-Bereich wie 𝒢];
3. Ebene ℰ bei 𝑥 = 𝑎 (0 < 𝑎 < 𝑏) mit 𝒏 = (−1, 0, 0);
4. restliche „unendlich ferne“ Mantelflächeℳ (𝜌0→ +∞).

Mit (4.18-1) und (4.18-2) folgt

𝑇𝑥𝑥 =
1
8𝜋 (𝐵

2
𝑥− 𝐵2𝑦) , 𝑇𝑥𝑦 =

1
4𝜋 𝐵𝑥𝐵𝑦 , 𝑇𝑥𝑧 = 0, (4.18-3a)

𝑇𝑦𝑦 = − 1
8𝜋 (𝐵

2
𝑥− 𝐵2𝑦) , 𝑇𝑦𝑧 = 0, 𝑇𝑧𝑧 = − 1

8𝜋 (𝐵
2
𝑥+ 𝐵2𝑦) . (4.18-3b)
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𝑓𝑥 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓(𝑇𝑥𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑥𝑦𝑛𝑦) =

1

∫
0

𝑑𝑧

+𝜌0

∫
−𝜌0

𝑑𝑦 [−𝑇𝑥𝑥(𝑎, 𝑦)] +∫
ℳ

∼𝜌0

⏞𝑑𝑓(𝑇𝑥𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑥𝑦𝑛𝑦)⏟⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⏟
∼1/𝜌20

.

Der Grenzübergang 𝜌0→ +∞ ergibt

𝑓𝑥 =∫
ℝ

𝑑𝑦 [−𝑇𝑥𝑥(𝑎, 𝑦)] = − 1
8𝜋 ∫

ℝ

𝑑𝑦 [𝐵2𝑥(𝑎, 𝑦) − 𝐵2𝑦(𝑎, 𝑦)] .

Mit den Ausdrücken für 𝐵𝑥 und 𝐵𝑦 von Gl. (4.18-1) liefert das Ausquadrieren im Integ-
randen nach Zusammenfassen der entsprechenden 𝐵2𝑥- und 𝐵2𝑦-Beiträge drei Terme von
denen wegen +∞

∫
0

𝑑𝑦 𝑦2 ∓𝐴𝐵
[𝑦2+𝐴2][𝑦2+ 𝐵2]

= {
0
𝜋

𝐴+𝐵

, 𝐴 > 0, 𝐵 > 0

aber nur der „gemischte“ 𝐼1𝐼2-Term einen von null verschiedenen Beitrag liefert. (Der Leser
schreibe alle drei Terme an, um sich von der Richtigkeit dieser Aussage zu überzeugen.)
Somit (vergleiche mit dem Ergebnis von Aufgabe 4.4 (b) auf Seite 202):

𝑓𝑥 = − 1
8𝜋 2

2𝐼1
𝑐
2𝐼2
𝑐 ∫

ℝ

𝑑𝑦 𝑦2+ (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)
[𝑦2+ (𝑏 − 𝑎)2][𝑦2+ (𝑏 + 𝑎)2]

= −𝐼1𝐼2𝑐2
1
𝑏 ≡ 𝑓1𝑥 = −𝑓2𝑥 ∎

Nun zu 𝑓𝑦 und 𝑓𝑧 :

𝑓𝑦 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓(𝑇𝑦𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑦𝑦𝑛𝑦) =

1

∫
0

𝑑𝑧

+𝜌0

∫
−𝜌0

𝑑𝑦 [−𝑇𝑦𝑥(𝑎, 𝑦)] +∫
ℳ

∼𝜌0

⏞𝑑𝑓(𝑇𝑦𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑦𝑦𝑛𝑦)⏟⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⏟
∼1/𝜌20

.

Der Grenzübergang 𝜌0→ +∞ ergibt

𝑓𝑦 =∫
ℝ

𝑑𝑦 [−𝑇𝑦𝑥(𝑎, 𝑦)] = − 1
4𝜋 ∫

ℝ

𝑑𝑦
ungerade Funktion

⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞𝐵𝑥(𝑎, 𝑦)𝐵𝑦(𝑎, 𝑦) = 0 ∎

Bei der Berechnung von 𝑓𝑧 ist zu beachten, dass 𝒢- und 𝒟-Integration über denselben
(𝑥, 𝑦)-Bereich erfolgen:

𝑓𝑧 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓𝑇𝑧𝑧𝑛𝑧 =∬
𝒢

𝑑𝑥𝑑𝑦 [−𝑇𝑧𝑧(𝑥, 𝑦)] +∬
𝒟

𝑑𝑥𝑑𝑦 [+𝑇𝑧𝑧(𝑥, 𝑦)] = 0 ∎

Bemerkung: Die Berechnung dieser Kraft mithilfe des maxwellschen Spannungstensors ist natür-
lich viel aufwendiger undmathematisch komplizierter als die Berechnungnach der Formel (A.9-25)
in Aufgabe 4.4. Es ist aber von der Konzeption her interessant wie ein allgemeines Prinzip bei einer
praktischen Anwendung funktioniert.
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4.19
Für die Kraft auf die „nördliche“ Halbkugel gilt
aus Symmetriegründen 𝑭 = 𝐹3𝒆3mit

𝐹3 = ∮
ℱ

𝑑𝑓
3

∑
𝑙=1

𝑇3𝑙𝑛𝑙 (4.19-1a)

mit (siehe Gl. (A.9-26))
3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 =

1
4𝜋 𝐵3 (𝑩

•𝒏) − 1
8𝜋 𝑩

2𝑛3 . (4.19-1b)

Dabei ist ℱ eine beliebige geschlossene Fläche außerhalb der „südlichen“ Halbkugel,
welche die „nördliche“Halbkugel ganz einschließt, und𝑩 ist dasGesamtfeld der rotierenden
Isolatorkugel mit homogener Oberflächenladungsverteilung (Südhälfte plus Nordhälfte;
siehe Gl. (4.5-8a) und (4.5-8b)):

𝑩(𝒓) = 2𝑞𝜔
3𝑐𝑎 [cos 𝜗 𝒆𝑟 − sin𝜗 𝒆𝜗] =

2𝑞𝜔
3𝑐𝑎 𝒆𝑧 für 𝑟 < 𝑎;

𝑩(𝒓) = 𝑞𝜔
3𝑐𝑎

𝑎3
𝑟3 [2 cos 𝜗 𝒆𝑟 + sin𝜗 𝒆𝜗] für 𝑟 > 𝑎.

(4.19-2a)

(4.19-2b)

Lösungsweg 1: Eine naheliegendeWahl für
die Integrationsflächeℱ ist die Ebene 𝑧 = 0
plus eine Halbkugelfläche bei 𝑧 > 0mit Ra-
dius 𝑟0 → +∞. Letztere liefert keinen Bei-
trag zum Oberflächenintegral, da 𝑑𝑓 im Un-
endlichen zwar wie 𝑟20 anwächst, das Feld-
stärkenquadrat aber wie 1/𝑟60 gegen null
strebt.

Nach dem Grenzübergang 𝑟0 → +∞ bleiben die Beiträge von:

ℱ1∶ 0 ≤ 𝑅 < 𝑎, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 𝑧 = 0; 𝑑𝑓 = 𝑅𝑑𝑅𝑑𝜙;

𝑩 = 2𝑞𝜔
3𝑐𝑎 𝒆𝑧 , 𝒏 = −𝒆𝑧 , 𝑩 •𝒏 = −2𝑞𝜔3𝑐𝑎 ;

𝐵3 (𝑩 •𝒏) = 𝑩2𝑛3 = −4𝑞
2𝜔2

9𝑐2𝑎2 ;
3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 = − 1

4𝜋
2𝑞2𝜔2
9𝑐2𝑎2 ;

ℱ2∶ 𝑎 < 𝑅 < +∞, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 𝑧 = 0; 𝑑𝑓 = 𝑅𝑑𝑅𝑑𝜙;

𝑩 = −𝑞𝜔𝑎
2

3𝑐
1
𝑅3 𝒆𝑧 , 𝒏 = −𝒆𝑧 , 𝑩 •𝒏 = 𝑞𝜔𝑎2

3𝑐
1
𝑅3 ;

𝐵3 (𝑩 •𝒏) = 𝑩2𝑛3 = −𝑞
2𝜔2𝑎4
9𝑐2

1
𝑅6 ;

3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 = − 1

4𝜋
𝑞2𝜔2𝑎4
18𝑐2

1
𝑅6 .
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Damit folgt:

𝐹3 = − 1
4𝜋

2𝑞2𝜔2
9𝑐2𝑎2 2𝜋

𝑎

∫
0

𝑑𝑅𝑅 − 1
4𝜋

𝑞2𝜔2𝑎4
18𝑐2 2𝜋

+∞

∫
𝑎

𝑑𝑅
𝑅5 = −𝑞

2𝜔2
18𝑐2 −

𝑞2𝜔2
8⋅18𝑐2 . (4.19-3)

Ergebnis:
𝐹3 = −𝑞

2𝜔2
16𝑐2 . (4.19-4)

Lösungsweg 2: Eine andere naheliegende Wahl für
die geschlossene Oberflächeℱ ist die Kreisscheibe
(KS) 𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑅 < 𝑎, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, plus die Halbku-
gelfläche (HK) 𝑟 = 𝑎, 0 ≤ 𝜗 < 𝜋

2 , 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋.

In diesem Fall gibt es Beiträge von:

ℱKS∶ 0 ≤ 𝑅 < 𝑎, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋, 𝑧 = 0; 𝑑𝑓 = 𝑅𝑑𝑅𝑑𝜙;

𝑩 = 2𝑞𝜔
3𝑐𝑎 𝒆𝑧 , 𝒏 = −𝒆𝑧 , 𝑩 •𝒏 = −2𝑞𝜔3𝑐𝑎 ;

𝐵3 (𝑩 •𝒏) = 𝑩2𝑛3 = −4𝑞
2𝜔2

9𝑐2𝑎2 ;
3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 = − 1

4𝜋
2𝑞2𝜔2
9𝑐2𝑎2 ;

ℱHK∶ 𝑟 = 𝑎, 0 ≤ 𝜗 < 𝜋
2 , 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋; 𝑑𝑓 = 𝑎2𝑑𝛺;

𝑩 = 𝑞𝜔
3𝑐𝑎 [2 cos 𝜗 𝒆𝑟 + sin𝜗 𝒆𝜗], 𝒏 = 𝒆𝑟 , 𝑩 • 𝒆𝑟 =

𝑞𝜔
3𝑐𝑎 2 cos 𝜗;

𝐵3 =
𝑞𝜔
3𝑐𝑎 (2 cos

2𝜗 − sin2𝜗) = 𝑞𝜔
3𝑐𝑎 (3 cos

2𝜗 − 1),

𝑩2 = 𝑞2𝜔2
9𝑐2𝑎2 (4 cos

2𝜗 + sin2𝜗) = 𝑞2𝜔2
9𝑐2𝑎2 (3 cos

2𝜗 + 1);
3

∑
𝑙=1
𝑇3𝑙𝑛𝑙 =

1
8𝜋

𝑞2𝜔2
9𝑐2𝑎2 (9 cos

3𝜗 − 5 cos 𝜗).

Das Integral über die Kreisscheibe haben wir schon beim Lösungsweg1 berechnet (siehe
Gl. (4.19-3)), es hat den Wert−(𝑞2𝜔2)/(18𝑐2). Das Integral über die Halbkugelfläche ergibt

1
8𝜋

𝑞2𝜔2
9𝑐2𝑎2 2𝜋𝑎

2

𝜋/2

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 (9 cos3𝜗 − 5 cos 𝜗) = 𝑞2𝜔2
4⋅9𝑐2

1

∫
0

𝑑𝜉 (9𝜉3− 5𝜉) = − 𝑞2𝜔2
8⋅18𝑐2 ✓
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Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T4.1

Drei koplanare parallele unendlich lan-
ge dünne gerade Leiter ℒ1, ℒ2, ℒ3 mit
Abständen 𝑏 werden in gleicher Rich-
tung von gleichen zeitlich konstanten
Strömen 𝐼 durchflossen (siehe die Abbil-
dung).

Berechne die geometrischen Orte an de-
nen die magnetische Feldstärke null ist.

Hinweis: Wer bereits die Aufgabe 4.4 bear-
beitet hat, kann von dort Formeln überneh-
men.

T4.2 Behandle dieselbe Aufgabenstellung wie in Aufgabe 4.1 unter Verwendung von
Kugelkoordinaten.

T4.3 Im Inneren eines unendlich langenZylinders (Radius𝑎, 𝑧-Achse=Zylinderachse)
fließt ein Strommit der Volumsstromdichte

𝒋(𝑅, 𝜙) = −2𝐾0
𝑅
𝑎2 𝒆𝜙 ,

auf der Mantelfläche des Zylinders fließt ein Strommit der Flächenstromdichte

𝑲(𝜙) = 𝐾0𝒆𝜙
(𝐾0 konstant). Berechne das zugehörige Magnetfeld 𝑩 im gesamten Raum.

Anleitung: Mache den Ansatz 𝑩(𝒓) = 𝐵𝑧(𝑅)𝒆𝑧 .

T4.4 Zeige, dass

𝑩(𝒓) = {
𝐵0𝒆𝑧 für 𝑟 < 𝑎

𝐵0(
𝑎
𝑟
)
3[cos 𝜗 𝒆𝑟 +

1
2
sin 𝜗 𝒆𝜗] für 𝑟 > 𝑎

die Feldgleichungen und Anschlussbedingungen der Magnetostatik erfüllt, und berechne
die elektrischen Ströme, welche dieses Magnetfeld erzeugen.
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T4.5

Ein unendlich langer Leiter ℒ hat die Form eines
Zylinders mit dem aus der Abbildung ersichtli-
chen Querschnitt (schraffierte Fläche). Der Leiter
ℒwird in Achsenrichtung von einemelektrischen
Strom 𝐼 durchflossen, welcher über den Leiter-
querschnitt gleichmäßig verteilt ist. Berechne das
Magnetfeld𝑩 in dem zylindrischen Hohlraum des
Leitersℒ.

Verwende das Superpositionsprinzip.

T4.6 Auf einer unendlich langen dünnen Zylinderschale (Radius 𝑎, 𝑧-Achse= Zylin-
derachse) fließt der Flächenstrom

𝑲(𝜙) = 𝐾0𝒆𝜙 = (−𝐾0 sin𝜙, 𝐾0 cos 𝜙, 0)

(𝐾0 konstant).

(a) Berechne ausgehend von der Vektorpoissongleichung das Vektorpotential 𝑨 und dar-
aus das Magnetfeld 𝑩 im Innen- und Außenraum der Zylinderschale.

(b) Berechne das Magnetfeld 𝑩 im Innen- und Außenraum der Zylinderschale ausgehend
vom Ansatz 𝑩(𝒓) = 𝐵𝑧(𝑅) 𝒆𝑧 mithilfe der Feldgleichungen und Anschlussbedingungen
für 𝑩.

T4.7 Eine (als starrer Körper idealisierte) Isolatorkugel (Radius 𝑎, Kugelmittelpunkt
im Ursprung) deren Volumen gleichförmig geladen ist (Gesamtladung 𝑞), rotiert mit der
konstantenWinkelgeschwindigkeit𝜔 umdie 𝑧-Achse (𝜔𝑎≪ 𝑐). Berechne dasmagnetische
Moment𝒎 der entsprechenden Stromverteilung.
Ergebnis: 𝒎 = 𝑞𝜔

5𝑐
𝑎2𝒆𝑧.

T4.8 In einem unendlich langen zylindrischen Leiter (𝑧-Achse= Zylinderachse) vom
Radius 𝑎 fließt in Achsenrichtung ein über die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilter
Strom 𝐼 („Hinleitung“). Dieser Leiter ist von einer dünnenkoaxialen leitendenZylinderscha-
lemit demRadius 𝑏 (𝑏 > 𝑎) umschlossen, inwelcher der über dieMantelfläche gleichmäßig
verteilte Strom−𝐼 fließt („Rückleitung“).

(a) Bestimme das in den verschiedenen Raumbereichen vorliegende Magnetfeld 𝑩.
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4. Magnetostatik im Vakuum ohne Randbedingungen im Endlichen

(b) Berechne die Feldenergie 𝑤m pro Längeneinheit in 𝑧-Richtung sowie die Selbstinduk-
tivität ℓ pro Längeneinheit.

Ergebnis zu (b): ℓ = 1
16𝜋

(1 + 4 log 𝑏
𝑎
)

T4.9 Ein dünner quadratischer Leiterℒ1 und ein dünner gerader Leiterℒ2 , welche
in einer Ebene liegen, werden von zeitlich konstanten Strömen 𝐼1 bzw. 𝐼2 durchflossen
(siehe die Abbildung). Die Seitenlänge vonℒ1 sei 𝑎, der senkrechte Abstand vonℒ2 vom
Zentrum vonℒ1 sei 𝑑 > 𝑎/2.
Berechne die auf den Leiterℒ1 wirkende Kraft 𝑭1.

Kannman schon vor Durchführung der Rechnung sagen, welche Richtung die Kraft 𝑭1 besitzt, und
ob der Leiterℒ1 angezogen oder abgestoßen wird?

T4.10 Ein dünner kreisförmiger Leiterℒ1 und ein dünner gerader Leiterℒ2 , welche in
einer Ebene liegen, werden von zeitlich konstanten Strömen 𝐼1 bzw. 𝐼2 durchflossen (siehe
die Abbildung). Der Radius vonℒ1 sei 𝑎, der senkrechte Abstand vonℒ2 vom Zentrum von
ℒ1 sei 𝑑 > 𝑎.
Berechne die auf den Leiterℒ1 wirkende Kraft 𝑭1.

Kannman schon vor Durchführung der Rechnung sagen, welche Richtung die Kraft 𝑭1 besitzt, und
ob der Leiterℒ1 angezogen oder abgestoßen wird?

Anleitung: Wähle das Koordinatensystemwie in der Abbildung dargestellt und benütze die Formeln

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 cos𝜙
𝛽 − 𝛼cos𝜙 = 2𝜋

𝛼
𝛽 −√𝛽2− 𝛼2

√𝛽2− 𝛼2
,

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 sin𝜙
𝛽 − 𝛼cos𝜙 = 0, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛽2 > 𝛼2 .
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T4.11 Zwei unendlich lange dünne gerade Leiter ℒ1, ℒ2 sind wie in der Abbildung
dargestellt im Abstand 𝑑 angebracht und werden in dem in der Abbildung angegebenen
Sinne von einem zeitlich konstanten Strom 𝐼 durchflossen.
Berechne die auf die Leiter wirkenden Kräfte 𝑭1, 𝑭2.
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5. Magnetostatik im Vakuum: Randwertprobleme
bei Anwesenheit von idealen Leitern

Angaben

5.1 Ein ideal leitender Zylinder mit Radius 𝑎werde in das Magnetfeld eines von einem
zeitlich konstanten Strom 𝐼 durchflossenen dünnen geraden Leiters ℒ gebracht und zwar
so, dass die Zylinderachse parallel zum Leiter verläuft und von diesem den Abstand 𝑅0 > 𝑎
besitzt.

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die im Außenraum des Zylinders geltenden
Feldgleichungen an. Welche Bedingungen muss 𝑩 auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎 und in
unendlicher Entfernung vom Zylinder erfüllen?

(b) Verifiziere, dass die Feldgleichungen und Bedingungen von (a) durch folgenden Ansatz
erfüllt werden können:
Der ideal leitende Zylinder wird durch einen fiktiven dünnen geraden Leiterℒ′ ersetzt
(Bild von ℒ), welcher zu ℒ parallel ist, mit ℒ und der Zylinderachse in einer Ebene
liegt, von der Zylinderachse den Abstand 𝑅 ′

0 = 𝑎2/𝑅0 besitzt und vom Strom 𝐼′ = −𝐼
durchflossen wird.

(c) Berechne die auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎 aufgebaute Flächenstromdichte𝑲. Wie groß
ist der zugehörige Gesamtstrom 𝐽, welcher auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎 in Richtung
der Zylinderachse fließt?

(d) Berechne die Kraft 𝒇, die pro Längeneinheit auf den Leiterℒwirkt.

Allgemeine Problembeschreibung und Beschreibung des prinzipiellen Lösungsweges siehe An-
hang A.10.2.
Anleitung: Lege die 𝑧-Achse in die Zylinderachse und lasse die 𝑧𝑥-Ebene mit der von der Zylinder-
achse und dem Leiterℒ aufgespannten Ebene zusammenfallen.

DasMagnetfeld eines Linienstromes 𝐼 längs der 𝑧-Achse kann als bekannt angesehenwerden; siehe
Aufgabe 4.4. Es ist durch

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
𝑥2+ 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2+ 𝑦2 , 0) .

gegeben.
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5. Magnetostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von idealen Leitern

Ferner kann die in Aufgabe 4.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienströmen 𝐼1, 𝐼2 als bekannt angesehen werden (𝒆 Richtung von Linienstrom 𝐼1 zum
Linienstrom 𝐼2 , 2𝑏 senkrechter Abstand der Linienströme):

𝒇1 = −𝒇2 =
𝐼1𝐼2
𝑏 𝒆.

Testaufgabe zum Selbstüben: T5.1.

5.2
In einemunendlich langen zylindrischenLeiter
vom Radius 𝑎 fließt in Achsenrichtung ein über
die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilter
Strom der Gesamtstärke 𝐼. Dieser Leiter ist von
einemkoaxialenHohlzylindermit dem inneren
Radius 𝑏 (𝑏 > 𝑎) umschlossen, der aus einer
ideal leitenden Substanz besteht.
Bestimme die auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑏
aufgebaute Flächenstromdichte 𝑲 sowie das
in den verschiedenen Raumbereichen vorlie-
gende Magnetfeld 𝑩.
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Lösungen

Lösungen

5.1
Bringt man einen idealen Leiter in das Feld einer externen statischen Stromverteilung, so wird im idealen
Leiter in einem sehr rasch ablaufenden Ausgleichsvorgang eine Oberflächenstromverteilung aufgebaut,
bis das Innere des idealen Leiters ein feldfreier Raum ist. Die Magnetostatik behandelt den statischen
Zustand nach Beendigung dieses Ausgleichsvorganges.

(a) Wahl des Koordinatensystems: Wir legen die 𝑧-Achse in die Zylinderachse und
lassen die 𝑧𝑥-Ebene mit der von der Zylinderachse und dem Leiter ℒ aufgespannten
Ebene zusammenfallen.
Aus Symmetriegründenmuss

𝐵𝑅= 𝐵𝑅(𝑅, 𝜙), 𝐵𝜙= 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙), 𝐵𝑧= 0; 𝑲 = 𝐾𝑧(𝜙) 𝒆𝑧 (5.1-1)

gelten. Das Magnetfeld 𝑩 im Außenraum des idealen Leiters ist von dem stromdurchflos-
senen Leiter ℒ (Feldanteil 𝑩1) und von der vorerst nicht bekannten Flächenstromdichte𝑲
auf der Oberfläche 𝑅 = 𝑎 des idealen Leiters verursacht (Feldanteil 𝑩2).

Durch Lösen der Feldgleichungen für den Außenraummit der Randbedingung für 𝑅 = 𝑎
und den asymptotischen Bedingungen wird das Gesamtfeld 𝑩 = 𝑩1+ 𝑩2 erhalten.

Die Flächenstromdichte kann dann nachträglich aus

𝐑𝐨𝐭𝑩 = 4𝜋
𝑐 𝑲 ⇔ 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙) =

4𝜋
𝑐 𝐾𝑧(𝜙) (5.1-2)

bestimmt werden.

Feldgleichungen für 𝑅 > 𝑎

div𝑩(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 𝐼 δ(𝑥 − 𝑅0) δ(𝑦) 𝒆𝑧 ;

Randbedingung für 𝑅 = 𝑎+

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑅(𝑎+, 𝜙) = 0;

asymptotische Bedingungen

𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) −−−⟶𝑅→+∞
0, 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) −−−⟶𝑅→+∞

0.

(5.1-3a)

(5.1-3b)

(5.1-3c)

(b) Bildstrommethode

Ersatzproblem für den Raumbereich 𝑅 > 𝑎: siehe die Abbildung

Das Magnetfeld von Linienströmen kennen wir von Aufgabe 4.4; siehe die Gleichungen
(4.4-1b) und (4.4-2) und die Abbildung von Seite 201.
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Für das Ersatzproblemmit 𝑅′0 = 𝑎2/𝑅0 , 𝐼′ = −𝐼
gilt also

𝑩(𝒓) = 𝑩1(𝒓) + 𝑩2(𝒓)

= 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2

, 𝑥 − 𝑅0
(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2

, 0)

(5.1-4)

− 2𝐼
𝑐 (−

𝑦

(𝑥 − 𝑎2

𝑅0
)2+ 𝑦2

,
𝑥 − 𝑎2

𝑅0

(𝑥 − 𝑎2

𝑅0
)2+ 𝑦2

, 0) .

Falls diese Art von Bildstrommethode zielführend ist, so bedeutet dies, dass der Bildstrom
imRaumbereich𝑅 > 𝑎 dasselbeMagnetfeld𝑩2 „erzeugt“ wie der Flächenstromdes idealen
Leiters beim eigentlichen Problem.

Die Umrechnung auf Zylinderkoordinaten und Zylinderkomponenten mithilfe der Bezie-
hungen (A.3-5), (A.3-6) ist elementar, ich überlasse sie dem Leser.
Bildstromansatz

𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) = −2𝐼𝑐 [
𝑅0 sin𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
−

𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

] ,

𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) =
2𝐼
𝑐 [

𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

−
𝑅 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

] .

(5.1-5)

(1) Für 𝑅 > 𝑎 gilt div𝑩1(𝒓) = 0, div𝑩2(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑩1(𝒓) =
4𝜋
𝑐
𝐼 δ(𝑥 − 𝑅0) δ(𝑦) 𝒆𝑧 und

𝐫𝐨𝐭𝑩2(𝒓) = 𝟎, die Feldgleichungen (5.1-3a) sind also erfüllt.

(2) Randbedingung (5.1-3b): − 𝑅0 cos 𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

+

𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑎 cos𝜙

≟ 0.

Multiplikation von Zähler und Nenner im zweiten Summandenmit 𝑅20/𝑎2, auf gemeinsa-
men Nenner bringen und Zusammenfassen ergibt null.

(3) Wegen 𝐵𝑅 ∼ 1/𝑅2 , 𝐵𝜙 ∼ 1/𝑅 sind auchdie asymptotischenBedingungen (5.1-3c) erfüllt.
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(c) Berechnung der Flächenstromdichte 𝐾𝑧(𝜙)
Mit der Formel (5.1-2) und 𝐵𝜙 Gl. (5.1-5) folgt

𝐾𝑧(𝜙) =
𝑐
4𝜋

2𝐼
𝑐 [

𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙

−
𝑎 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑎 cos𝜙

].

Multiplikation von Zähler und Nenner im zweiten Summandenmit 𝑅20/𝑎2 und Addition
der Summanden gibt

𝐾𝑧(𝜙) = − 𝐼
2𝜋𝑎

𝑅20− 𝑎2

𝑅20+ 𝑎2− 2𝑎𝑅0 cos 𝜙
. (5.1-6)

Da das Magnetfeld im Raumbereich 𝑅 > 𝑎 beim Ersatzproblem gleich ist wie beim eigentli-
chen Problemmuss nach der integralen Form des oerstedschen Gesetzes (A.9-4) für den
zugehörigen Gesamtstrom

𝐽 = 𝐼′= −𝐼 (5.1-7)

gelten.
(d) Zur Berechnung von Kräften in der Magnetostatik siehe den Anhang A.9.4.

In der vorliegenden Aufgabe hat man es mit räumlich nicht lokalisierten Stromverteilungen
zu tun, die Gesamtkraft auf den stromdurchflossenen Leiter ist unendlich, und es hat nur
einen Sinn nach der Kraft pro Längeneinheit zu fragen.

Da das Magnetfeld im Raumbereich 𝑅 > 𝑎 beim Ersatzproblem gleich ist wie beim eigentli-
chen Problem kannman statt der Kraft des Oberflächenstromes des idealen Leiters auf
den Leiterℒ die Kraft des Bildstromes 𝐼′ auf den Leiterℒ berechnen. In die Formel aus
der Angabe hat man dann 𝒆 = 𝒆𝑥 , 𝐼1 = 𝐼′ = −𝐼, 𝐼2 = 𝐼 und 2𝑏 = 𝑅0 − 𝑅′0 = 𝑅0 − 𝑎2/𝑅0
einzusetzen, und man erhält die abstoßende Kraft

𝒇ℒ = −𝐼
2

𝑐2
2

𝑅0−
𝑎2

𝑅0

𝒆𝑥 = −2𝐼
2

𝑐2
𝑅0

𝑅20− 𝑎2
𝒆𝑥 . (5.1-8)

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Berechnet man das Magnetfeld 𝑩2 der auf dem idealen Leiter befindlichen Oberflächen-
stromverteilung

𝒋2(𝒓) ≔ 𝐾𝑧(𝜙) δ(𝑅 − 𝑎) 𝒆𝑧

für 𝑅 > 𝑎, so muss dieses natürlich mit demMagnetfeld 𝑩2 des Bildstromes 𝐼′ für 𝑅 > 𝑎
übereinstimmen. Berechnet man es für 𝑅 < 𝑎, so erhält man ein Feld, welches entgegenge-
setzt gleich ist demFeld𝑩1 des Leitersℒ für𝑅 < 𝑎 (Feldauslöschung). Für ehrgeizige Leser,
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welche ihremathematischen Kräfte erprobenmochten, skizziere ich einenmöglichenWeg
zur Berechnung von 𝑩2 für 𝑅 > 𝑎 und 𝑅 < 𝑎.
Obwohl die Stromverteilung 𝒋2 nicht räumlich lokalisiert ist, ist die Biot-Savart-Formel
(siehe Gl. (A.9-9))

𝑩2(𝒓) =
1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝒋2(𝒓
′) ⨯ (𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

anwendbar. Nach elementarer Rechnung führt dies zunächst auf 𝐵2𝑧 = 0 und

𝐵2𝑅(𝑅, 𝜙) =
2𝑎
𝑐

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′𝐾𝑧(𝜙′)
𝑎 sin(𝜙′− 𝜙)

𝑅2+ 𝑎2− 2𝑎𝑅cos(𝜙′− 𝜙)
,

𝐵2𝜙(𝑅, 𝜙) =
2𝑎
𝑐

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′𝐾𝑧(𝜙′)
𝑅 − 𝑎 cos(𝜙′− 𝜙)

𝑅2+ 𝑎2− 2𝑎𝑅cos(𝜙′− 𝜙)
.

Mit den Formeln 1.447.1 und 1.447.2 von [11]

∞

∑
𝑘=1

𝑝𝑘 sin 𝑘(𝜙′− 𝜙) = 𝑝 sin(𝜙′− 𝜙)
1 + 𝑝2− 2𝑝 cos(𝜙′− 𝜙)

, 𝑝2< 1

∞

∑
𝑘=1

𝑝𝑘 cos 𝑘(𝜙′− 𝜙) = 1 − 𝑝 cos(𝜙′− 𝜙)
1 + 𝑝2− 2𝑝 cos(𝜙′− 𝜙)

, 𝑝2< 1

entwickelt man die Faktoren in den Integralen, wobei die Fallunterscheidung

𝑅 < 𝑎∶ 𝑝 ≔ 𝑅
𝑎 ; 𝑅 > 𝑎∶ 𝑝 ≔ 𝑎

𝑅

zu treffen ist. In den daraus folgenden Integralen setzt man für sin 𝑘(𝜙′− 𝜙), cos 𝑘(𝜙′− 𝜙)
die Additionstheoreme der Winkelfunktionen ein undman gelangt dann zu Ausdrücken,
in denen tabellierte Integrale auftreten, und zwar 3.616.5 und 3.613.2 von [11]

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ sin 𝑘𝜙′

1 + 𝑎2

𝑅20
− 2 𝑎

𝑅0
cos 𝜙′

= 0;

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ cos 𝑘𝜙′

1 + 𝑎2

𝑅20
− 2 𝑎

𝑅0
cos 𝜙′

= 2𝜋( 𝑎𝑅0
)
𝑘 1
1 − 𝑎2

𝑅20

.

Aufsummieren der Terme gibt dann 𝐵2𝑅(𝑅, 𝜙), 𝐵2𝜙(𝑅, 𝜙).

Eine andere Möglichkeit 𝑩2 zu berechnen: Lösen der Vektorpoissongleichung für 𝑨2.
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Lösungen

5.2

𝑅 < 𝑎∶ 𝒋(𝒓) = 𝐼
𝜋𝑎2 𝒆𝑧 . (5.2-1)

Aus Symmetriegründen (Zylindersymmetrie)
muss

𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅) 𝒆𝜙 für 𝑅 < 𝑏;

𝑲 = 𝐾𝒆𝑧 = konst. für 𝑅 = 𝑏

(5.2-2a)

(5.2-2b)

gelten.

Feldgleichungen für 𝑅 < 𝑏∶ div𝑩(𝒓) = 0,

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐

𝐼
𝜋𝑎2 Θ(𝑎 − 𝑅) 𝒆𝑧 ;

Randbedingung für 𝑅 = 𝑏−∶ Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑅(𝑏−) = 0.

(5.2-3a)

(5.2-3b)

(5.2-3c)

Der Ansatz (5.2-2a) erfüllt die Feldgleichung (5.2-3a) und die Randbedingung (5.2-3c), die
Bestimmung von 𝐵𝜙(𝑅) erfolgt mithilfe der Feldgleichung (5.2-3b), wobei es aber wegen
der Zylindersymmetrie zweckmäßig ist, die integrale Form (A.9-4) zu benützen.

Als Integrationsflächen wählen wir Kreisflä-
chen in der 𝑥𝑦-Ebene mit Mittelpunkt im Ur-
sprung und einem Radius 𝑅 < 𝑏 (𝑅 fest, aber
beliebig). Längs der Berandung (Kreislinie)
𝒞(𝐾𝑅) gilt 𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅) 𝒆𝜙 und 𝒅𝒓 = 𝑅𝑑𝜙𝒆𝜙
und aus

∮
𝒞(𝐾𝑅)

𝒅𝒓′ • 𝑩(𝒓′) = 4𝜋
𝑐 ∫
𝐾𝑅

𝒅𝒇′ • 𝒋(𝒓′) ≕ 4𝜋
𝑐 𝐼(𝐾𝑅) , ∀𝑅 < 𝑏 (𝑅 fest) (5.2-4)

folgt

𝐵𝜙(𝑅)𝑅

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙′ = 4𝜋
𝑐 ⋅ {

𝐼
𝜋𝑎2

𝜋𝑅2 für 𝑅 ≤ 𝑎

𝐼 für 𝑎 ≤ 𝑅 < 𝑏
;

𝐵𝜙(𝑅) =
2𝐼
𝑐 ⋅ {

𝑅
𝑎2

für 𝑅 ≤ 𝑎
1
𝑅

für 𝑎 ≤ 𝑅 < 𝑏
. (5.2-5)
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5. Magnetostatik im Vakuum: Randwertprobleme bei Anwesenheit von idealen Leitern

Flächenstrom auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑏

4𝜋
𝑐 𝑲 = 𝐑𝐨𝐭𝑩||𝑏= (𝒏𝐹 ⨯ 𝑩)||𝑏−− (𝒏𝐹 ⨯ 𝑩)||𝑏+= (𝒏𝐹 ⨯ 𝑩)||𝑏−

= −𝒆𝑅 ⨯ 𝐵𝜙(𝑏−) 𝒆𝜙 = −𝐵𝜙(𝑏−) 𝒆𝑧 = −2𝐼𝑐
1
𝑏 𝒆𝑧 ;

𝑲 = − 𝐼
2𝜋𝑏 𝒆𝑧 . (5.2-6)

Dieses Ergebnis hätten wirmit demWissen von Gl. (5.2-2b) auch ohne Rechnung anschrei-
ben können, war es doch von vornherein klar, dass der Gesamtstromauf der Zylinderfläche
𝑅 = 𝑏 durch−𝐼 gegeben sein muss.

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Bezeichnen wir den vom Strom im zentralen Leiter
herrührendenFeldanteilmit𝑩1unddenvomFlächen-
strom auf der Oberfläche 𝑅 = 𝑏 des idealen Leiters
herrührendenFeldanteilmit𝑩2, so hat sichFolgendes
ergeben:

Für 𝑅 < 𝑏 gilt 𝑩2 = 𝟎, also 𝑩 = 𝑩1+𝑩2 = 𝑩1 ;
Für 𝑅 > 𝑏 gilt 𝑩2 = −𝑩1 , also 𝑩 = 𝑩1+𝑩2 = 𝟎.

Durch das „Anbringen“ des idealen Leiters hat sich also im Raumbereich 𝑅 < 𝑏 keinerlei
Änderung ergeben, der einzige Effekt besteht in der Feldauslöschung für 𝑅 > 𝑏.

Bei nicht konzentrischen Zylindern wäre die Situation
anders. Es wäre dann 𝑲 = 𝐾𝑧(𝜙) 𝒆𝑧 und 𝑩 ≠ 𝑩1 für
𝑅 < 𝑏.
Eine reizvolleAufgabe zumSelbstüben?Für „OttoNor-
malverbraucher“ wohl nicht… Welche Koordinaten
sollte man verwenden?
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Testaufgaben

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T5.1 Der Halbraum 𝑥 ≤ 0 sei von einer ideal leitenden Substanz erfüllt. Vor diesem
Halbraum befinde sich im Abstand 𝑑 in der 𝑧𝑥-Ebene ein zur 𝑧-Achse paralleler dünner
gerader Leiterℒ, welcher von einem zeitlich konstanten Strom 𝐼 durchflossen wird.

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die im Halbraum 𝑥 > 0 geltenden Feldglei-
chungen an. Welche Bedingungenmuss 𝑩 für 𝑥 = 0 und 𝑥 → +∞ erfüllen?

Hinweis: Im Inneren eines sogenannten idealen Leiters ist das Magnetfeld stets null.

(b) Verifiziere, dass die Feldgleichungen und Bedingungen von (a) durch folgenden Ansatz
erfüllt werden können:
Der ideal leitende Halbraum wird durch einen fiktiven dünnen geraden Leiter ℒ′

ersetzt (Bild von ℒ), welcher zu ℒ bzgl. der Ebene 𝑥 = 0 spiegelbildlich liegt und vom
Strom 𝐼′ = −𝐼 durchflossen wird.

(c) Berechne die Flächenstromdichte𝑲 auf der Oberfläche 𝑥 = 0 des idealen Leiters sowie
den zugehörigen in 𝑧-Richtung fließenden Gesamtstrom 𝐽.

(d) Berechne die Kraft 𝒇, die pro Längeneinheit auf den Leiterℒwirkt.
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

Angaben

6.1 Ein para- oder diamagnetischer Zylinder (Radius 𝑎, Permeabilität 𝜇) werde in
ein (ursprünglich) homogenes Magnetfeld 𝑩0 = (𝐵0, 0, 0) gebracht, und zwar so, dass die
Zylinderachse mit der 𝑧-Achse zusammenfällt.
Beachte: Da es im Endlichen keine Volumsströme gibt, lässt sich das Magnetfeld 𝑩 als

negativer Gradient eines skalaren Potentials 𝜑M darstellen.

(a) Schreibe für die Feldstärke 𝑩 die im Innen- bzw. im Außenraum des Zylinders gelten-
den Feldgleichungen an. Welche Anschlussbedingungen muss 𝑩 auf der Zylinderober-
fläche erfüllen und wie lautet die asymptotische Bedingung?

(b) Schreibe für das magnetische Potential 𝜑M die im Innen- bzw. im Außenraum des
Zylinders geltende Feldgleichung an. Welche Anschlussbedingungen muss 𝜑M auf der
Zylinderoberfläche erfüllen und wie lautet die asymptotische Bedingung?

(c) Berechne die Feldstärke 𝑩 im Innen- und im Außenraum des Zylinders.

(d) Berechne die Magnetisierung𝑴 im Inneren des Zylinders.

(e) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren des Zylinders und
die Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf der Zylinderoberfläche.

Allgemeine Formeln zur Magnetostatik homogener Dia- und Paramagnetika: siehe Anhang A.13.

Siehe auch die ähnliche Aufgabe 6.3.

6.2

Ein ideal leitender Kreiszylinder (Radius 𝑎, Zylinderach-
se= 𝑧-Achse) auf dessen Mantel ein elektrischer Strom
mit der Gesamtstromstärke 𝐼 in 𝑧-Richtung fließt, ist von
einempara- oder diamagnetischenZylindermantel (inne-
rerRadius𝑎, äußererRadius𝑏, Permeabilität𝜇) umgeben.
Berechne im ganzen Raum das 𝑩-Feld.
Siehe auch die analoge Aufgabe 3.6 in der Elektrostatik.
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

6.3 Eine para- oder diamagnetische Zylinderschale (innerer Radius 𝑎, äußerer Radius
𝑏, Zylinderachse = 𝑧-Achse, Permeabilität 𝜇) werde in ein (ursprünglich) homogenes
Magnetfeld 𝑩0 = (𝐵0, 0, 0), 𝐵0 > 0, gebracht.

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die in den drei Raumgebieten 𝒢1∶ 𝑅 < 𝑎,
𝒢2∶ 𝑎 < 𝑅 < 𝑏, 𝒢3∶ 𝑅 > 𝑏 geltenden Feldgleichungen an. Welche Bedingungenmuss
𝑩 auf den Zylinderflächen 𝑅 = 𝑎, 𝑅 = 𝑏 und im Unendlichen erfüllen?

(b) Hinweis: Da es im Endlichen keine Volumsströme gibt, lässt sich die magnetische Feldstärke
als negativer Gradient eines skalaren magnetischen Potentials 𝜑M darstellen.

Schreibe für dasmagnetische Potential 𝜑M die in den Raumgebieten 𝒢1, 𝒢2, 𝒢3 geltende
Feldgleichung an.Welche Bedingungenmuss𝜑M auf den Zylinderflächen 𝑅 = 𝑎, 𝑅 = 𝑏
und im Unendlichen erfüllen?

(c) Berechne die Feldstärke 𝑩 in den Raumgebieten 𝒢1, 𝒢2 und 𝒢3 .

(d) Berechne die Magnetisierung𝑴 im Raumgebiet 𝒢2 .

(e) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Raumgebiet 𝒢2 und die Mag-
netisierungs-Flächenstromdichten 𝑲M,𝑎 ,𝑲M,𝑏 auf den Grenzflächen 𝑅 = 𝑎 bzw. 𝑅 = 𝑏.

Allgemeine Formeln zur Magnetostatik homogener Dia- und Paramagnetika: siehe Anhang A.13.

Siehe auch die Testaufgabe T6.3 sowie die ähnliche Aufgabe 3.7 in der Elektrostatik.

6.4 Zwei Dia- oder Paramagnetika mit den Permeabilitäten 𝜇1, 𝜇2 (𝜇1 > 𝜇2) grenzen
mit einer ebenenTrennfläche aneinander. ImMedium1befindet sich imAbstand𝑑 von der
Grenzfläche ein zu dieser paralleler unendlich dünner gerader Leiter, welcher von einem
zeitlich konstanten Strom 𝐼1 durchflossen wird, im Medium 2 befindet sich spiegelbildlich
dazu ein unendlich dünner gerader Leiter, welcher in der gleichen Richtung von einem
zeitlich konstanten Strom 𝐼2 durchflossen wird (siehe die Abbildung).
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Angaben

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die Feldgleichungen in den Raumgebieten
𝒢1: 𝑥 > 0 und 𝒢2 : 𝑥 < 0, die Anschlussbedingungen für 𝑥 = 0 sowie die asymptotische
Bedingung an.

(b) Löse die Aufgabenstellung von (a) mithilfe von Bildstromansätzen.

(c) Berechne die von den Linienströmen 𝐼1, 𝐼2 durch Polarisation der Medien auf der
Grenzfläche 𝑥 = 0 hervorgerufene Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M und den
zugehörigen in 𝑧-Richtung fließenden Gesamtstrom 𝐼M.

(d) Berechne die Kräfte𝒇1,𝒇2, welche pro Längeneinheit auf die Linienströme 𝐼1, 𝐼2 wirken.
Warum gilt die Beziehung 𝒇2 = −𝒇1 nur im Grenzfall 𝜇2 ↑ 𝜇1?

Allgemeine Formeln zur Magnetostatik homogener Dia- und Paramagnetika: siehe Anhang A.13.
Anleitung: DasMagnetfeld eines Linienstromes 𝐼, welcher imVakuum längs der 𝑧-Achse in positiver
𝑧-Richtung fließt, kann als bekannt angesehen werden (siehe Aufgabe 4.4). Für die entsprechende
Feldstärke 𝑩 gilt

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 0) .

Ferner kann die in Aufgabe 4.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienströmen 𝐼1, 𝐼2 als bekannt angesehen werden (𝒆 Richtung von Linienstrom 𝐼1 zum
Linienstrom 𝐼2, 2𝑏 senkrechter Abstand der Linienströme):

𝒇1 = −𝒇2 =
𝐼1𝐼2
𝑐2

1
𝑏 𝒆.

Siehe die analoge Aufgabe 3.1 in der Elektrostatik.

6.5 Ein allseitig unendlich ausgedehntes Dia- oder Paramagnetikum mit der Per-
meabilitätskonstante 𝜇 hat einen unendlich langen zylindrischen Hohlraum (Radius 𝑎,
Zylinderachse = 𝑧-Achse). Das Dia- bzw. Paramagnetikum befindet sich im Feld eines
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

unendlich langen unendlich dünnen zylindrischen Leiters, welcher im Hohlraum parallel
zur Zylinderachse verläuft, von dieser den Abstand 𝑅0 < 𝑎 besitzt und in dem ein Strom 𝐼
in 𝑧-Richtung fließt. Die 𝑧𝑥-Ebene soll mit der von Zylinderachse und Stab aufgespannten
Ebene zusammenfallen.

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die Feldgleichungen im Hohlraum und im
Dia- bzw. Paramagnetikum, die Anschlussbedingungen bei 𝑅 = 𝑎 sowie die asymp-
totische Bedingung für 𝑅 → +∞ an.

(b) Verifiziere, dass die unter Punkt (a) angeschriebenen Gleichungen und Bedingungen
mithilfe der aus den Abbildungen 1, 2 ersichtlichen Bildstromansätze erfüllt werden
können, und berechne auf dieseWeise diemagnetische Feldstärke im gesamten Raum.

Abb. 1: Ansatz für 𝑅 < 𝑎 Abb. 2: Ansatz für 𝑅 > 𝑎

(c) Berechne die Magnetisierungs-Flächenstromdichte 𝑲M und den zugehörigen in 𝑧-
Richtung fließenden Gesamtstrom 𝐼M auf der Zylinderfläche.
Verwende das bestimmte Integral (siehe [11], Formel 3.613.2)

𝜋

∫
0

𝑑𝜙 cos 𝑛𝜙
1 + 𝑐2− 2𝑐cos𝜙 = 𝜋𝑐𝑛

1 − 𝑐2 , 𝑐2< 1, 𝑛 ≥ 0.

(d) Berechne die Kraft 𝒇, welche pro Längeneinheit auf den Linienstrom 𝐼wirkt.

Allgemeine Formeln zur Magnetostatik homogener Dia- und Paramagnetika: siehe Anhang A.13.
Anleitung: DasMagnetfeld eines Linienstromes 𝐼, welcher imVakuum längs der 𝑧-Achse in positiver
𝑧-Richtung fließt, kann als bekannt angesehen werden (siehe Aufgabe 4.4). Für die entsprechende
Feldstärke gilt

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 0) .
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Angaben

Ferner kann die in Aufgabe 4.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit zwischen zwei
parallelen Linienströmen 𝐼1, 𝐼2 als bekannt angesehen werden (𝒆 Richtung von Linienstrom 𝐼1 zum
Linienstrom 𝐼2 , 2𝑏 senkrechter Abstand der Linienströme):

𝒇1 = −𝒇2 =
𝐼1𝐼2
𝑐2

1
𝑏 𝒆.

Siehe die analoge Aufgabe 3.8 in der Elektrostatik.

6.6 Ein permanentmagnetisierter unendlich langer Zylinder mit dem Radius 𝑎 und
der 𝑧-Achse als Zylinderachse besitzt die Magnetisierung

𝑴(𝒓) = 𝑀0
𝑅
𝑎 𝒆𝜙 , 𝑀0 > 0

(𝑅, 𝜙, 𝑧 Zylinderkoordinaten).

(a) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren des Zylinders und
die Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf dem Zylindermantel sowie den in
𝑧-Richtung fließenden Gesamtstrom.

(b) Berechne im gesamten Raum das vommagnetisierten Zylinder verursachte 𝑩-Feld.
Gib ferner für den gesamten Raum das zugehörige𝑯-Feld an und kommentiere das
Ergebnis für𝑯.

Siehe die analoge Testaufgabe T6.6 sowie die analoge Aufgabe 3.9 in der Elektrostatik.

6.7

Ein dia- oder paramagnetischer Halbraum be-
findet sich im Feld eines am Ort 𝒓0 = (0, 0, 𝑑),
𝑑 > 0, ruhenden permanenten magnetischen
Punktdipols mit demMoment𝒎 = (𝑚𝑥, 0,𝑚𝑧) =
𝑚(sin𝜗, 0, cos 𝜗), 𝑚 > 0. (Siehe die Abbildung).

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die Feldgleichungen in den Raumgebieten
𝑧 < 0 und 𝑧 > 0, die Anschlussbedingungen für 𝑧 = 0 sowie die asymptotische
Bedingung an.

(b) Löse die Aufgabenstellung von (a) mithilfe von Bildstromansätzen.
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

(c) Berechne die auf der Grenzfläche 𝑧 = 0 des magnetisierbaren Halbraumes im Feld
des magnetischen Dipols induzierte Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M.

(d) Berechne die auf den magnetischen Dipol wirkende Kraft.

Allgemeine Formeln zur Magnetostatik homogener Dia- und Paramagnetika: siehe Anhang A.13.

Anleitung: Das Magnetfeld eines magnetischen Punktdipols mit Moment𝒎 am Ort 𝒓0 kann als
bekannt angesehen werden:

𝑩(𝒓) =
3(𝒎 • (𝒓 − 𝒓0))(𝒓 − 𝒓0) − (𝒓 − 𝒓0)2𝒎

|𝒓 − 𝒓0|5
.

Verwende, dass die Stromdichte für einen magnetischen Punktdipol mit demMoment𝒎, welcher
sich am Ort 𝒓0 befindet, durch die Formel 2.1 von Anhang A.11 gegeben ist.
Ferner soll das Gesetz für die Dipol-Dipol-Kraft als bekannt angesehen werden: Ruhen zwei ma-
gnetische Punktdipole mit den Momenten𝒎1,𝒎2 an den Stellen 𝒓1 bzw. 𝒓2 so gilt mit 𝑹 ≔ 𝒓2− 𝒓1
für die Kräfte auf die Dipole die Formel

𝑭1 = −𝑭2 =
15(𝒎1 • 𝑹)(𝒎2 • 𝑹)𝑹 − 3𝑅2[(𝒎1 •𝒎2)𝑹 + (𝒎2 • 𝑹)𝒎1 + (𝒎1 • 𝑹)𝒎2]

𝑅7 .

(Für den Fall von elektrischen Punktdipolen wurde die entsprechende Formel (1.7-3) in Aufgabe 1.7
abgeleitet.)

6.8* Ein para- oder diamagnetischer Zylinder (Radius 𝑎, Permeabilität 𝜇) werde in das
Magnetfeld eines von einem zeitlich konstanten Strom 𝐼 durchflossenen dünnen geraden
Leitersℒ gebracht und zwar so, dass die Zylinderachse parallel zum Leiter verläuft und
von diesem den Abstand 𝑅0 > 𝑎 besitzt.

Der imMagnetfeld des stromdurchflossenen Linienleiters magnetisierte Zylinder übt ei-
ne Kraft auf den Linienleiter aus. Berechne die Kraft𝒇 pro Längeneinheit des Linienleiters
mithilfe des maxwellschen Spannungstensors.

Beachte: ZumMaxwelltensor siehe den Anhang A.9.5. Der Maxwelltensor ist in den Komponenten
von 𝑩 nicht linear, und es muss das Gesamtfeld im Raumbereich 𝑅 > 𝑎 inklusive Eigenfeld des Leiters
ℒ eingesetzt werden.

Anleitung: Wähle als Integrationsfläche die Oberflächeℱ(𝒵) eines Zylinders𝒵 der Höhe 1mit dem
aus der Abbildung ersichtlichen Querschnitt und lasse dabei 𝜌0 gegen unendlich streben.
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Wie in der Angabe zur Testaufgabe T6.1 angeschrieben
kann der magnetisierte Zylinder nach der Bildstrommetho-
de für den Raumbereich 𝑅 > 𝑎 wie in der Abbildung darge-
stellt durch zwei fiktive Linienleiter ℒ′

1, ℒ′
2 ersetzt werden,

welche von Strömen 𝐼′, −𝐼′mit 𝐼′ = [(𝜇−1)/(𝜇+1)]𝐼 durch-
flossen werden. Berücksichtigt man noch, dass das Magnet-
feld eines Linienstromes 𝐽, welcher im Vakuum längs der
𝑧-Achse in positiver 𝑧-Richtung fließt, durch

𝑩(𝒓) = 2𝐽
𝑐 (−

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 0)

gegeben ist (siehe Aufgabe 4.4), so kann man das für den
Maxwelltensor benötigte Gesamtfeld im Raumbereich 𝑅 > 𝑎
anschreiben.

Verwende ferner die bestimmten Integrale (siehe [11], Formel 3.264.2)
+∞

∫
0

𝑑𝑢 𝑢2 ∓𝐴𝐵
[𝑢2+𝐴2][𝑢2+ 𝐵2]

= {
0
𝜋

𝐴+𝐵

, 𝐴 > 0, 𝐵 > 0.

Siehe auch die Aufgaben zum maxwellschen Spannungstensor in der Elektrostatik: 1.23, 1.24,
T1.17 und T1.18.
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6.9 In einem unendlich langen Zylinder (Radius 𝑎, 𝑧-Achse= Zylinderachse, Permea-
bilität 𝜇) fließt in Achsenrichtung ein gleichmäßig über den Querschnitt verteilter freier
Strom 𝐼.

(a) Berechne für das Innere des Zylinders das𝑯-Feld sowie die Magnetisierung𝑴 und
berechne für den gesamten Raum das Magnetfeld 𝑩.

(b) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren des Zylinders und
die Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf dem Zylindermantel sowie den zuge-
hörigen Gesamt-Magnetisierungsstrom 𝐼M .

Allgemeine Formeln zur Magnetostatik homogener Dia- und Paramagnetika: siehe Anhang A.13.

6.10* Vorbemerkung: Bei dieser Aufgabe ist wegen der Anschlussbedingungen auf einer Kugelflä-
che die Verwendung von Kugelkoordinaten unumgänglich. Aufgrund der speziellen mathematischen
Form der vorgegebenen freien (expliziten) Wirbelquelle (magnetischer Punktdipol) ist es aber auch von
Vorteil Kugelkomponenten zu benützen. Die folgende Angabe schlägt deshalb den Lösungsweg über die
Vektorpoissongleichung für das Vektorpotential vor, was auf die Benützung von Vektorkugelflächenfunk-
tionen führt (siehe dazu den Anhang A.5). Wer diesen Lösungsweg einschlägt, dem empfehle ich aber
zuerst die analoge (mathematisch einfachere) Aufgabe 3.15 aus der Elektrostatik zu lösen.
Wer die dazu erforderlichen mathematischen Hilfsmittel nicht kennt und auch nicht anhand des Anhan-
ges A.5 erarbeiten will, kann die Punkte (a) und (b) streichen und versuchen die Teilaufgaben (c) und (d)
auf einem alternativen Weg zu lösen.

In das Zentrum einer dia- oder paramagnetischen
Kugel (Permeabilität𝜇, Kugelmittelpunkt=Koordi-
natenursprung, Kugelradius 𝑎) werde ein magneti-
scher Punktdipol𝒎 = (0, 0,𝑚), 𝑚 > 0, eingebracht
(freie Stromdichte 𝒋(𝒓) = −𝑐𝒎 ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓)).

(a) Schreibe für das Vektorpotential𝑨 die im Innen- bzw. im Außenraum der Kugel gelten-
den Feldgleichungen an. Welche Anschlussbedingungen und asymptotischen Bedin-
gungenmuss 𝑨 auf der Kugeloberfläche und im Unendlichen erfüllen?

(b) Berechne das Vektorpotential 𝑨 im Innen- und Außenraum der Kugel.

(c) Berechne das Magnetfeld 𝑩 im Innen- und Außenraum der Kugel.

(d) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren der Kugel und die
Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf der Kugeloberfläche.
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Hinweise: Formeln zur Magnetostatik homogener Dia- und Paramagnetika siehe Anhang A.13.
Vektorpotential 𝑨 und Magnetfeld 𝑩 eines magnetischen Punktdipols im Ursprung

𝑨(𝒓) = 𝒎 ⨯ 𝒓
𝑟3 , 𝑩(𝒓) = 3(𝒎 • 𝒓)𝒓

𝑟5 − 𝒎
𝑟3

können als bekannt angenommen werden.
Vergleiche mit der analogen Aufgabe 3.15 in der Elektrostatik.

6.11 Vorbemerkung: In Ferromagnetika besteht im Allgemeinen zwischen den Feldern 𝑩 und𝑯
ein nichtlinearer Zusammenhang. Einfach lösbare Probleme gibt es lediglich im Fall von sogenannten
idealisierten Ferromagnetika, welche durch eine Materialgleichung der Form 𝑩 = 𝜇0𝑯+4𝜋𝑴0mit einer
Materialkonstanten 𝜇0 und einer von 𝑩 unabhängigen vorgegebenen permanenten Magnetisierung𝑴0
beschrieben werden.

Eine Kugel vom Radius 𝑎, welche aus einem idealisierten Ferromagnetikum mit der
Materialkonstanten 𝜇0 besteht, ist homogenmagnetisiert mit der permanenten Magne-
tisierung𝑴0 und befindet sich in einem dia- oder paramagnetischen Medium mit der
Permeabilität 𝜇. Berechne im gesamten Raum das Magnetfeld 𝑩 sowie die von der perma-
nent magnetisierten Kugel im umgebenden Medium verursachte Magnetisierung.

Hinweis: Da es im gesamten Raum keine freien („expliziten“) Ströme gibt, lässt sich das𝑯-Feld als
negativer Gradient eines skalaren Potentials 𝜑M darstellen.

Siehe auch die folgende Aufgabe und die Testaufgabe T6.8.

6.12* Siehe die Vorbemerkung zur vorigen Aufgabe.

Eine Kugel vom Radius 𝑎, welche aus einem idealisierten Ferromagnetikum mit der
Materialkonstanten 𝜇0 besteht, ist homogenmagnetisiert mit der permanenten Magneti-
sierung𝑴0 und befindet sich in einem homogenen äußeren Magnetfeld 𝑩0. Berechne im
gesamten Raum dasMagnetfeld𝑩 für den Fall, dass𝑩0 und𝑴0 beliebige Richtungen besitzen.

Hinweis: Da es im gesamten Raum keine freien („expliziten“) Ströme gibt, lässt sich das𝑯-Feld als
negativer Gradient eines skalaren Potentials 𝜑M darstellen.

Anleitung: Beachte, dass sich sin 𝜗 cos𝜙 und sin 𝜗 sin𝜙 als Linearkombinationen der Kugelflächen-
funktionen 𝑌11(𝜗, 𝜙) und 𝑌1,−1(𝜗, 𝜙) ausdrücken lassen.
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Lösungen

6.1 Vorbemerkung: Werdie analogeAufgabe3.5 inderElektrostatik selbständig gerechnet hat,
wird sich bei den Punkten (a) bis (c) leicht tun. Ersetzt man in der Lösung von Aufgabe 3.5 𝑬 durch
𝑩, 𝜑 durch 𝜑M und 𝜀 durch 1/𝜇, so erhält man die Lösung der vorliegenden Aufgabe für die Punkte
(a) bis (c). Warum? – Der Leser beachte aber die Unterschiede bei den Anschlussbedingungen.

Im konkreten Beispiel gibt es keine freien Volumsströme im para- bzw. diamagnetischen
Zylinder, aus Gl. (A.13-4) von Anhang A.13 folgt daher

𝒋M(𝒓) = 𝟎 für 𝑅 < 𝑎. (6.1-1)

Da es im Endlichen überhaupt keine Volumsströme gibt, kannman überdies das 𝑩-Feld
als negativen Gradienten eines skalaren magnetisches Potentials 𝜑M darstellen. (Die Wirbel
von 𝑩0 liegen im Unendlichen.)
Aus Symmetriegründenmuss

𝜑M = 𝜑M(𝑅, 𝜙) ; 𝐵𝑅 = 𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) , 𝐵𝜙 = 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) , 𝐵𝑧 = 0; 𝑲M = 𝐾M,𝑧(𝜙) 𝒆𝑧 (6.1-2)

gelten.

(a)

Feldgleichungen für 𝑅 < 𝑎 und 𝑅 > 𝑎∶ div𝑩(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 𝟎;
Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎 (𝑲 = 𝟎)∶

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑅(𝑎−, 𝜙) = 𝐵𝑅(𝑎+, 𝜙) ;

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 ⇒ 1
𝜇 𝐵𝜙(𝑎−, 𝜙) = 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙) ;

asymptotische Bedingung: 𝑩(𝒓) −−−⟶
𝑅→+∞

𝑩0 = 𝐵0 cos 𝜙 𝒆𝑅 − 𝐵0 sin𝜙 𝒆𝜙 .

(6.1-3a)

(6.1-3b)

(6.1-3c)

(6.1-3d)

(b) Mit
𝑩(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑M(𝒓) (6.1-4)
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gilt
𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) = −𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)𝜕𝑅 , 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) = −1𝑅

𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)
𝜕𝜙 . (6.1-5)

Damit können wir die Anschlussbedingungen und die asymptotische Bedingung durch 𝜑M
ausdrücken. Analog wie bei der Aufgabe 3.4 ersetzen wir eine der Anschlussbedingungen
durch eine äquivalente einfachere Bedingung (siehe die Bemerkung in Aufgabe 3.4):

1
𝜇
A
AA

1
𝑅
𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)

𝜕𝜙
|||𝑎−

= A
AA

1
𝑅
𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)

𝜕𝜙
|||𝑎+

ersetzt durch 1
𝜇 𝜑M(𝑎−, 𝜙) = 𝜑M(𝑎+, 𝜙) .

Feldgleichung für 𝑅 < 𝑎 und 𝑅 > 𝑎∶ Δ𝜑M(𝑅, 𝜙) = 0;

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎∶

𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅

|||𝑎−
= 𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)

𝜕𝑅
|||𝑎+

; 1
𝜇 𝜑M(𝑎−, 𝜙) = 𝜑M(𝑎+, 𝜙) ;

asymptotische Bedingung: 𝜑M(𝑅 → +∞,𝜙) ∼ −𝐵0𝑅cos𝜙.

(6.1-6a)

(6.1-6b)

(6.1-6c)

(c) Es ist offensichtlich, dass es für die Berechnung des Magnetfeldes vorteilhaft ist von
den Gleichungen (6.1-6a) bis (6.1-6c) auszugehen.

Lösungsansatz

𝜑M(𝑅, 𝜙) = {
𝐴 𝑅

𝑎
cos 𝜙 für 𝑅 < 𝑎

𝐶 𝑎
𝑅
cos 𝜙 − 𝐵0𝑅cos𝜙 für 𝑅 > 𝑎

. (6.1-7)

Der Ansatz erfüllt die Feldgleichung (6.1-6a), ist regulär für 𝑅 < 𝑎 und erfüllt die asympto-
tische Bedingung (6.1-6c). Zu erfüllen sind nur noch die Anschlussbedingungen (6.1-6b).

Man könnte natürlich auch vom allgemeinen Lösungsansatz für die Laplacegleichung in Zylinder-
koordinaten ausgehen:

𝜑M(𝑅, 𝜙) = 𝑎0 +
∞
∑
𝑚=1

(𝑅𝑎 )
𝑚
[𝑎𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝑏𝑚 sin𝑚𝜙] für 𝑅 < 𝑎,

𝜑M(𝑅, 𝜙) = 𝑐0 + 𝑑0 log
𝑅
𝑎 − 𝐵0𝑅cos𝜙 +

∞
∑
𝑚=1

(𝑎𝑅)
𝑚
[𝑐𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝑑𝑚 sin𝑚𝜙] für 𝑅 > 𝑎.

Dies würde aber nur zu unnötiger Mehrarbeit führen. Der Leser führe zu Übungszwecken die
Rechnung auch mit diesem allgemeinen Lösungsansatz durch.

Mit dem Lösungsansatz (6.1-7) ergeben die Anschlussbedingungen (6.1-6b)

1
𝜇 𝐴cos𝜙 = 𝐶cos𝜙 − 𝐵0𝑎 cos𝜙,

1
𝑎 𝐴cos𝜙 = −1𝑎 𝐶cos𝜙 − 𝐵0 cos 𝜙;

𝐴 = − 2𝜇
𝜇 + 1 𝐵0𝑎, 𝐶 = 𝜇 − 1

𝜇 + 1 𝐵0𝑎.
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Ergebnis für das magnetische Potential:

𝜑M(𝑅, 𝜙) = {
− 2𝜇
𝜇+1

𝐵0𝑅cos𝜙 = − 2𝜇
𝜇+1

𝐵0𝑥 ≕ 𝜑M(𝑥) für 𝑅 < 𝑎
𝜇−1
𝜇+1

𝐵0
𝑎2

𝑅
cos 𝜙 − 𝐵0𝑅cos𝜙 für 𝑅 > 𝑎

. (6.1-8)

Magnetfeld im Inneren des magnetisierten Zylinders

Für 𝑅 < 𝑎 folgt aus 𝜑M(𝑥) = − 2𝜇
𝜇+1

𝐵0𝑥

𝑩(𝒓) = 2𝜇
𝜇 + 1 𝑩0 = 𝑩1(𝒓) + 𝑩2(𝒓) mit 𝑩1(𝒓) = 𝑩0 , 𝑩2(𝒓) =

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝑩0 . (6.1-9)

Im Inneren des magnetisierten Zylinders herrscht ein homogenes Magnetfeld. Der Feldanteil
𝑩1 stellt das vorgegebene ursprüngliche Feld dar, welches von freien Strömen im Unend-
lichen herrührt, der Feldanteil 𝑩2 ist das Feld der vorerst noch unbekannten durch Ma-
gnetisierung des Para- oder Diamagnetikums induzierten Oberflächen-Magnetisierungs-
stromverteilung 𝑲M = 𝐾M,𝑧(𝜙) 𝒆𝑧. Für Diamagnetika gilt 𝜇 < 1, der Magnetisierungs-
Flächenstrom schwächt also das Magnetfeld im Inneren ab, für Paramagnetika gilt 𝜇 > 1,
und das Magnetfeld wird im Inneren verstärkt.
Im Grenzfall 𝜇 → 0+ wird das 𝑩-Feld vollständig aus dem Inneren des Zylinders verdrängt
(𝑩 → 𝟎). Man spricht dann von einem idealen Diamagneten.

Magnetfeld im Außenraum des magnetisierten Zylinders
Für 𝑅 > 𝑎 erhält man aus (6.1-8) mit den Formeln (6.1-5)

𝑩(𝒓) = 𝑩1(𝒓) + 𝑩2(𝒓) mit 𝑩1(𝒓) = 𝑩0 ,

𝑩2(𝒓) =
𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝐵0

𝑎2
𝑅2 (cos 𝜙 𝒆𝑅 + sin𝜙 𝒆𝜙) .

(6.1-10a)

(6.1-10b)

Der Leser skizziere den Feldverlauf: (I) für 𝜇 < 1; (II) für 𝜇 > 1 (Feldlinienbild).

(d) Im Inneren des magnetisierten Zylinders gilt

𝑩(𝒓) = 2𝜇
𝜇 + 1 𝑩0 , 𝑯(𝒓) = 1

𝜇 𝑩(𝒓) =
2

𝜇 + 1 𝑩0 , 𝑴(𝒓) = 𝜇 − 1
4𝜋𝜇 𝑩(𝒓) = 1

2𝜋
𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝑩0 .

Im Grenzfall eines idealen Dielektrikums (𝜇 → 0+) gibt das 𝑴(𝒓) → − 1
2𝜋
𝑩0 , 𝑯(𝒓) → 2𝑩0 .

(e) Für die Magnetisierungsstromdichte im Inneren des magnetisierten Zylinders gilt
Gl. (6.1-1).
Magnetisierungs-Flächenstromdichte auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎

𝑲M = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 = 𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑎+− 𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑎−= −𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑎−

= −𝑐(𝒆𝑅 ⨯
1
2𝜋

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝐵0𝒆𝑥) =

𝑐
2𝜋

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝐵0 (𝒆𝑥 ⨯ 𝒆𝑅⏟⎵⏟⎵⏟

sin𝜙 𝒆𝑧

) ;
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𝑲M = 𝐾M,𝑧(𝜙) 𝒆𝑧 =
𝑐
2𝜋

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝐵0 sin𝜙 𝒆𝑧 . (6.1-11)

Der Gesamtmagnetisierungsstrom auf dem Zylindermantel ist wegen ∫2𝜋
0 𝑑𝜙 sin𝜙 = 0 null: was

im Fall 𝜇 > 1 (𝜇 < 1) im Halbraum 𝑦 > 0 in positiver (negativer) 𝑧-Richtung fließt, fließt im
Halbraum 𝑦 < 0 in negativer (positiver) 𝑧-Richtung.

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Im Falle eines idealen Dielektrikums ist nicht nur im Inneren des Zylinderbereiches wie
bei einem idealen Leiter 𝑩(𝒓) = 𝟎, es ist auch das 𝑩-Feld im Außenbereich gleich wie bei
einem idealen Leiter (gleiche Feldgleichungen für𝑩 imAußenraum, gleiche asymptotische
Bedingung und in beiden Fällen 𝐵𝑅(𝑎+, 𝜙) = 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙) = 0, 𝐵𝑧 = 0). Es gibt aber einen
Unterschied: im idealen Diamagnetikum sind𝑴 und𝑯 von null verschieden, im idealen
Leiter sind auch𝑴 und𝑯 null.

6.2
Es liegt Zylindersymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse vor. In-
nerhalb des idealen Leiters ist feldfreier Raum, der in
𝑧-Richtung fließende Strom der Gesamtstromstärke 𝐼 ist
auf der Mantelfläche des idealen Leiters homogen ver-
teilt, und die den idealen Leiter zylinderschalenförmig
umschließende para- oder diamagnetische Materie ist
homogen. Dies bedeutet

𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 mit 𝐵𝜙(𝑅) = 0 für 𝑅 < 𝑎. (6.2-1)

Was ist der kürzeste und eleganteste Lösungsweg für dieses Problem?

Ausnützen der Symmetrie des Problems, Benützen der integralen Form der 𝐫𝐨𝐭-Feldgleichung

Wir benützen für diemathematische Problemlösung dasmagnetische Verschiebungsfeld𝑯, da
dessenWirbel durch den bekannten freien („expliziten“) homogenen Flächenstrom auf der
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Fläche 𝑅 = 𝑎 bestimmt sind.
Für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏 gilt die Materialgleichung 𝑯(𝒓) = (1/𝜇)𝑩(𝒓), das Raumgebiet 𝑅 > 𝑏

beschreiben wir formal durch 𝜇 = 1, also durch 𝑯(𝒓) = 𝑩(𝒓).

Integrale Form der 𝐫𝐨𝐭𝑯-Feldgleichung (siehe Gl. (A.13-5) von Anhang A.13; die Feldglei-
chung div𝑩 = 0 ist durch den Ansatz (6.2-1) erfüllt)
𝐾𝑅Kreisfläche in Ebene 𝑧 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡 mit Mittelpunkt auf 𝑧-Achse, Radius 𝑅, Berandung 𝒞(𝐾𝑅)

∮
𝒞(𝐾𝑅)

𝒅𝒓′•𝑯(𝒓′) = 4𝜋
𝑐 ∫
𝐾𝑅

𝒅𝒇′•𝒋(𝒓′) ≕ 4𝜋
𝑐 𝐼(𝐾𝑅) , ∀𝑅.

Wegen
𝒅𝒓′||𝒞(𝐾𝑅)

= 𝑅𝑑𝜙′𝒆𝜙 , 𝑯(𝒓′)||𝒞(𝐾𝑅)
= 𝐻𝜙(𝑅)𝒆𝜙

gibt die Auswertung für 𝑅 > 𝑎

2𝜋𝑅𝐻𝜙(𝑅) =
4𝜋
𝑐 𝐼 ⇒ 𝐻𝜙(𝑅) =

2𝐼
𝑐
1
𝑅 .

Mit 𝐻𝜙(𝑅) = (1/𝜇)𝐵𝜙(𝑅) für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏 und 𝐻𝜙(𝑅) = 𝐵𝜙(𝑅) für 𝑅 > 𝑏 folgt

𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 mit 𝐵𝜙(𝑅) = {

2𝜇𝐼
𝑐

1
𝑅 für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏

2𝐼
𝑐
1
𝑅 für 𝑅 > 𝑏

. (6.2-2)

6.3 Vorbemerkung: DadieseAufgabe inProblemstellung, Lösungsmethodeund Interpretation
der Ergebnisse weitgehend analog zur vorherigen Aufgabe ist, soll sie für den Leser als Testaufgabe
dienen. Da die Rechnungen aber im Umfang eine übliche Testaufgabe weit übersteigen, nehme
ich die Lösung hier auf, halte mich aber im Text kurz („Telegrammstil“). Die Ausarbeitung ist als
flächendeckende Kontrollmöglichkeit für selbständig rechnende Leser gedacht.

Aus Symmetriegründen gilt 𝜑M = 𝜑M(𝑅, 𝜙) ; 𝐵𝑅 = 𝐵𝑅(𝑅, 𝜙), 𝐵𝜙 = 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙), 𝐵𝑧 = 0; die
Magnetisierungs-Flächenstromdichten 𝑲M,𝑎 , 𝑲M,𝑏 besitzen nur eine 𝑧-Komponente, sie
werden am Ende aus 𝑲M = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 bestimmt.
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Lösungen

(a) Feldgleichungen, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝑩

Feldgleichungen für die Raumgebiete 𝒢1, 𝒢2, 𝒢3∶

div𝑩(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 𝟎; (6.3-1a)

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎∶

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑅(𝑎−, 𝜙) = 𝐵𝑅(𝑎+, 𝜙) ; (6.3-1b)

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 ⇒ 𝐵𝜙(𝑎−, 𝜙) =
1
𝜇 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙) ; (6.3-1c)

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑏∶

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑅(𝑏−, 𝜙) = 𝐵𝑅(𝑏+, 𝜙) ; (6.3-1d)

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 ⇒ 1
𝜇 𝐵𝜙(𝑏−, 𝜙) = 𝐵𝜙(𝑏+, 𝜙) ; (6.3-1e)

asymptotische Bedingung: 𝑩(𝒓) −−−⟶
𝑅→+∞

𝑩0 = 𝐵0 cos 𝜙 𝒆𝑅 − 𝐵0 sin𝜙 𝒆𝜙 . (6.3-1f)

(b) Feldgleichungen, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝜑M
(beachte (6.1-4), (6.1-5))

Feldgleichung für die Raumgebiete 𝒢1, 𝒢2, 𝒢3∶ Laplacegleichung

Δ𝜑M(𝑅, 𝜙) = 0;

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎∶

𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅

|||𝑎−
= 𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)

𝜕𝑅
|||𝑎+

; 𝜑M(𝑎−, 𝜙) =
1
𝜇 𝜑M(𝑎+, 𝜙) ;

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑏∶

𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅

|||𝑏−
= 𝜕𝜑M(𝑅, 𝜙)

𝜕𝑅
|||𝑏+

; 1
𝜇 𝜑M(𝑏−, 𝜙) = 𝜑M(𝑏+, 𝜙) ;

asymptotische Bedingung: 𝜑M(𝑅 → +∞,𝜙) ∼ −𝐵0𝑅cos𝜙.

(6.3-2a)

(6.3-2b)

(6.3-2c)

(6.3-2d)

(c) Lösungsansatz für das Potential für die Raumgebiete 𝒢1, 𝒢2, 𝒢3

𝜑M,1(𝑅, 𝜙) = (𝐴 − 𝐵0)𝑅 cos 𝜙,
𝜕𝜑M,1(𝑅, 𝜙)

𝜕𝑅 = (𝐴 − 𝐵0) cos 𝜙; (6.3-3a)

𝜑M,2(𝑅, 𝜙) = [(𝐵 − 𝐵0)𝑅 +
𝐶
𝑅 ]cos𝜙,

𝜕𝜑M,2(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅 = [𝐵 − 𝐵0 −

𝐶
𝑅2 ]cos 𝜙; (6.3-3b)

𝜑M,3(𝑅, 𝜙) = [−𝐵0𝑅 +
𝐷
𝑅 ]cos𝜙,

𝜕𝜑M,3(𝑅, 𝜙)
𝜕𝑅 = [−𝐵0 −

𝐷
𝑅2 ]cos 𝜙. (6.3-3c)

𝜑M,1 ist regulär in 𝒢1, 𝜑M,2 ist regulär in 𝒢2, und 𝜑M,3 erfüllt die asymptotische Bedingung.
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

Mit diesem Ansatz folgt aus den Anschlussbedingungen (6.3-2b), (6.3-2c) das folgende
lineare inhomogene Gleichungssystem für die Koeffizienten 𝐴,𝐵,𝐶 und 𝐷 :

𝐴 = 𝐵 − 𝐶
𝑎2 , (6.3-4a)

(𝐴 − 𝐵0)𝑎 =
1
𝜇 [(𝐵 − 𝐵0)𝑎 +

𝐶
𝑎 ] , (6.3-4b)

− 𝐷
𝑏2 = 𝐵 − 𝐶

𝑏2 , (6.3-4c)

−𝐵0𝑏 +
𝐷
𝑏 = 1

𝜇 [(𝐵 − 𝐵0)𝑏 +
𝐶
𝑏 ] . (6.3-4d)

Lösung für die Koeffizienten 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷

𝐴 = + (𝜇 − 1)2 (𝑏2− 𝑎2)
(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2

𝐵0 , (6.3-5a)

𝐵 = −
(𝜇 − 1)[(𝜇 + 1)𝑏2+ (𝜇 − 1)𝑎2]

(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2
𝐵0 , (6.3-5b)

𝐶 = − 2𝜇(𝜇 − 1)𝑎2𝑏2
(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2

𝐵0 , (6.3-5c)

𝐷 = + (𝜇2− 1)(𝑏2− 𝑎2)𝑏2
(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2

𝐵0 . (6.3-5d)

Setzt man 𝐴,𝐵,𝐶 und 𝐷 in (6.3-3a) bis (6.3-3c) ein, so hat man die Lösung für das magne-
tische Potential in den Raumgebieten 𝒢1 , 𝒢2 und 𝒢3 .

Kontrolle 1: 𝜇 = 1 ⇒ 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 𝐷 = 0 ✓.
(In diesem Grenzfall muss 𝑩1(𝑅, 𝜙) = 𝑩2(𝑅, 𝜙) = 𝑩3(𝑅, 𝜙) = 𝑩0 sein.)
Kontrolle 2: 𝑏 = 𝑎 ⇒ 𝐴 = 𝐷 = 0 ✓.
(In diesemGrenzfallmuss 𝑩1(𝑅, 𝜙) = 𝑩3(𝑅, 𝜙) = 𝑩0 sein; 𝒢2 „gibt es dannnicht“.)

Magnetfeld im Raumgebiet 𝒢1
Für 𝑅 < 𝑎 folgt

𝜑M,1(𝑅, 𝜙) = (𝐴 − 𝐵0)𝑅 cos 𝜙 = (𝐴 − 𝐵0)𝑥 = 𝜑M,1[𝑥] ; (6.3-6)

𝑩1(𝑅, 𝜙) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑M,1(𝑅, 𝜙) = (𝐵0 −𝐴)𝒆𝑥

𝑩1(𝑅, 𝜙) = 𝑩0 −
(𝜇 − 1)2 (𝑏2− 𝑎2)

(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2
𝑩0 . (6.3-7)

Im Raumgebiet 𝒢1 liegt also ein homogenes Feld in Richtung von 𝑩0 vor. Der Feldanteil 𝑩0
stellt das vorgegebene ursprüngliche Feld dar, welches von freien Strömen im Unend-
lichen herrührt, der Feldanteil −𝐴𝒆𝑥 ist das Feld der vorerst noch unbekannten durch
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Lösungen

Magnetisierung des Para- oder Diamagnetikums auf den Flächen 𝑅 = 𝑎, 𝑅 = 𝑏 induzierten
Flächenmagnetisierungströme 𝑲M,𝑎, 𝑲M,𝑏 im Raumgebiet 𝒢1.
Magnetfeld im Raumgebiet 𝒢2
Für 𝑎 < 𝑅 < 𝑏 erhält man aus (6.3-3b) mit den Formeln (6.1-5)

𝑩2(𝑅, 𝜙) = (𝐵0 − 𝐵)𝒆𝑥 − 𝐠𝐫𝐚𝐝 (𝐶𝑅 cos𝜙)
(6.3-8)

= (𝐵0 − 𝐵)𝒆𝑥 +
𝐶
𝑅2 (cos 𝜙 𝒆𝑅 + sin𝜙 𝒆𝜙) .

Einsetzen von 𝐵,𝐶 aus (6.3-5b), (6.3-5c) gibt

𝑩2(𝑅, 𝜙) = 𝑩0 +
(𝜇 − 1)[(𝜇 + 1)𝑏2+ (𝜇 − 1)𝑎2]

(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2
𝑩0

− 2𝜇(𝜇 − 1)𝑎2𝑏2
(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2

𝐵0
𝑅2 (cos 𝜙 𝒆𝑅 + sin𝜙 𝒆𝜙) .

(6.3-9)

Magnetfeld im Raumgebiet 𝒢3
Für 𝑅 > 𝑏 erhält man aus (6.3-3c) mit den Formeln (6.1-5)

𝑩3(𝑅, 𝜙) = 𝑩0 − 𝐠𝐫𝐚𝐝 (𝐷𝑅 cos𝜙)
(6.3-10)

= 𝑩0 +
𝐷
𝑅2 (cos 𝜙 𝒆𝑅 + sin𝜙 𝒆𝜙) .

Einsetzen von 𝐷 aus (6.3-5d) gibt

𝑩3(𝑅, 𝜙) = 𝑩0 +
(𝜇2− 1)(𝑏2− 𝑎2)𝑏2

(𝜇 + 1)2𝑏2 − (𝜇 − 1)2𝑎2
𝐵0
𝑅2 (cos 𝜙 𝒆𝑅 + sin𝜙 𝒆𝜙) . (6.3-11)

(d) Im Inneren der magnetisierten Zylinderschale gilt

𝑯(𝒓) = 1
𝜇 𝑩2(𝒓) , 𝑴(𝒓) = 𝜇 − 1

4𝜋𝜇 𝑩2(𝒓) .

(e) Da es in der para- bzw. diamagnetischen Zylinderschale keine freien („expliziten“)
Volumsströme gibt, folgt aus Gl. (A.13-4) von Anhang A.13

𝒋M(𝒓) = 𝟎. (6.3-12)

Im Folgenden benötigen wir 𝑩2(𝑅, 𝜙) ⨯ 𝒆𝑅. Mit 𝑩2(𝑅, 𝜙) Gl. (6.3-8) folgt

𝑩2(𝑅, 𝜙) ⨯ 𝒆𝑅 = (𝐵0 − 𝐵)(𝒆𝑥 ⨯ 𝒆𝑅⏟⎵⏟⎵⏟
sin𝜙 𝒆𝑧

) + 𝐶
𝑅2 sin𝜙 (𝒆𝜙⨯ 𝒆𝑅⏟⎵⏟⎵⏟

−𝒆𝑧

) = (𝐵0 − 𝐵 − 𝐶
𝑅2 ) sin𝜙 𝒆𝑧 .
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

Magnetisierungs-Flächenstromdichte auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑏

Aus 𝑲M = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 erhalten wir

𝑲M,𝑏 = 𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑏+− 𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑏−= −𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑏−

= −𝑐 (𝒆𝑅 ⨯
𝜇 − 1
4𝜋𝜇 𝑩2(𝑏, 𝜙)) =

𝑐
4𝜋

𝜇 − 1
𝜇 (𝑩2(𝑏, 𝜙) ⨯ 𝒆𝑅)

𝑲M,𝑏 = 𝑲M,𝑏(𝜙) =
𝑐
4𝜋

𝜇 − 1
𝜇 (𝐵0 − 𝐵 − 𝐶

𝑏2 ) sin𝜙 𝒆𝑧 . (6.3-13)

Magnetisierungs-Flächenstromdichte auf der Zylinderfläche 𝑅 = 𝑎

Analog erhalten wir

𝑲M,𝑎 = 𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑎−− 𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑎+= −𝑐(𝒏𝐹 ⨯𝑴)||𝑎+

= −𝑐 (−𝒆𝑅 ⨯
𝜇 − 1
4𝜋𝜇 𝑩2(𝑎, 𝜙)) = − 𝑐

4𝜋
𝜇 − 1
𝜇 (𝑩2(𝑎, 𝜙) ⨯ 𝒆𝑅)

𝑲M,𝑎 = 𝑲M,𝑎(𝜙) = − 𝑐
4𝜋

𝜇 − 1
𝜇 (𝐵0 − 𝐵 − 𝐶

𝑎2 ) sin𝜙 𝒆𝑧 . (6.3-14)

In (6.3-13), (6.3-14) sind noch 𝐵,𝐶 von Gl. (6.3-5b), (6.3-5c) einzusetzen.

Bemerkung: Setzt man 𝑎 = 0 und ersetzt man hierauf 𝑏 durch 𝑎, so erhält man die Ergebnisse von
Aufgabe 6.1. Der Leser verifiziere dies.

6.4
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(a) Aus Symmetriegründenmuss

𝐵𝑥 = 𝐵𝑥(𝑥, 𝑦) , 𝐵𝑦 = 𝐵𝑦(𝑥, 𝑦) , 𝐵𝑧 = 0; 𝑲M = 𝐾M,𝑧(𝑦) 𝒆𝑧 (6.4-1)

gelten.DieFeldgleichungen fürdas𝑩-Feld in einemhomogenenPara- oderDiamagnetikum
sind durch (A.13-1b) von Anhang A.13 gegeben. Somit:

Feldgleichungen für 𝒢1 (𝑥 > 0)∶ div𝑩(𝒓) = 0,

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 𝜇1𝐼1δ(𝑥 − 𝑑) δ(𝑦) 𝒆𝑧 ;

Feldgleichungen für 𝒢2 (𝑥 < 0)∶ div𝑩(𝒓) = 0,

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 𝜇2𝐼2δ(𝑥 + 𝑑) δ(𝑦) 𝒆𝑧 ;

Anschlussbedingungen für 𝑥 = 0 (𝑲 = 𝟎)∶

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑥(0+, 𝑦) = 𝐵𝑥(0−, 𝑦) ;

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 ⇒ 1
𝜇1
𝐵𝑦(0+, 𝑦) =

1
𝜇2
𝐵𝑦(0−, 𝑦) ;

asymptotische Bedingung: 𝑩(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝟎.

(6.4-2a)

(6.4-2b)

(6.4-2c)

(6.4-2d)

(6.4-2e)

(b) Bildladungsmethode

Ersatzproblem1: Ersatzproblem für den Halbraum 𝒢1 (𝑥 > 0); siehe die Abbildung1

Einheitliches Mediummit der Permeabilitätskonstante 𝜇1 (daher keine Grenzfläche); für
die Wirkung auf den Halbraum 𝒢1 ersetzt 𝜇1𝐼 ′1 die Flächenstromverteilung 𝑲M und 𝜇2𝐼2.

Abbildung1

Ersatzproblem2: Ersatzproblem für den Halbraum 𝒢2 (𝑥 < 0); siehe die Abbildung2

Einheitliches Mediummit der Permeabilitätskonstante 𝜇2 (daher keine Grenzfläche); für
die Wirkung auf den Halbraum 𝒢2 ersetzt 𝜇2𝐼 ′2 die Flächenstromverteilung 𝑲M und 𝜇1𝐼1.
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

Abbildung2

Lösungsansatz (Bildstromansatz)

𝑩(𝒓) = 𝑩1(𝒓) + 𝑩2(𝒓) =
2𝜇1𝐼1
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑑)2+ 𝑦2

, 𝑥 − 𝑑
(𝑥 − 𝑑)2+ 𝑦2

, 0)

für 𝑥 > 0;

+
2𝜇1𝐼 ′1
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 + 𝑑)2+ 𝑦2

, 𝑥 + 𝑑
(𝑥 + 𝑑)2+ 𝑦2

, 0)

𝑩(𝒓) = 𝑩1(𝒓) + 𝑩2(𝒓) =
2𝜇2𝐼2
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 + 𝑑)2+ 𝑦2

, 𝑥 + 𝑑
(𝑥 + 𝑑)2+ 𝑦2

, 0)

für 𝑥 < 0.

+
2𝜇2𝐼 ′2
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑑)2+ 𝑦2

, 𝑥 − 𝑑
(𝑥 − 𝑑)2+ 𝑦2

, 0)

(6.4-3a)

(6.4-3b)

Dieser Ansatz erfüllt in den Halbräumen 𝑥 > 0 bzw. 𝑥 < 0 die jeweiligen Feldgleichungen
(6.4-2a) bzw. (6.4-2b) sowie die asymptotische Bedingung (6.4-2e). Zu erfüllen sind nur
noch die Anschlussbedingungen (6.4-2c) und (6.4-2d). Falls diese zu keinemWiderspruch
führen und 𝐼 ′1, 𝐼 ′2 eindeutig zu bestimmen gestatten, ist das Problem gelöst.

Anschlussbedingungen für 𝑥 = 0

Anschlussbedingung (6.4-2c):
2𝜇1𝐼1
𝑐

(−𝑦)
𝑑2+ 𝑦2 +

2𝜇1𝐼 ′1
𝑐

(−𝑦)
𝑑2+ 𝑦2 =

2𝜇2𝐼2
𝑐

(−𝑦)
𝑑2+ 𝑦2 +

2𝜇2𝐼 ′2
𝑐

(−𝑦)
𝑑2+ 𝑦2 , ∀𝑦 ⇒

𝜇1𝐼 ′1− 𝜇2𝐼 ′2 = −𝜇1𝐼1+ 𝜇2𝐼2 ; (6.4-4a)

Anschlussbedingung (6.4-2d):
2𝐼1
𝑐

(−𝑑)
𝑑2+ 𝑦2 +

2𝐼 ′1
𝑐

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 =

2𝐼2
𝑐

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 +

2𝐼 ′2
𝑐

(−𝑑)
𝑑2+ 𝑦2 , ∀𝑦 ⇒

𝐼 ′1+ 𝐼 ′2 = 𝐼1+ 𝐼2 . (6.4-4b)
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Die Gleichungen (6.4-4a), (6.4-4b) bilden zusammen ein lineares Gleichungssystem von
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, das zu lösen ich dem Leser überlasse. Das
Ergebnis lautet (in der Angabe wurde 𝜇1 > 𝜇2 angenommen):

𝐼 ′1 = −𝜇1− 𝜇2
𝜇1+ 𝜇2

𝐼1 +
2𝜇2

𝜇1+ 𝜇2
𝐼2 , 𝐼 ′2 =

2𝜇1
𝜇1+ 𝜇2

𝐼1 +
𝜇1− 𝜇2
𝜇1+ 𝜇2

𝐼2 . (6.4-5)

Die Bildladungsmethode hat also zum Erfolg geführt: Einsetzen von (6.4-5) in den Lö-
sungsansatz (6.4-3a), (6.4-3b) gibt die Lösung des Problems.
Bemerkungen:
(1) Der Leser beachte die Symmetrie der Formeln bezüglich Indexvertauschung 1↔ 2.
(2) Im Fall 𝜇2 ↑ 𝜇1 (einheitliches Medium beim eigentlichen Problem, also keine Grenz-
fläche und somit auch 𝑲M = 𝟎) ergibt sich (wie dies der Fall sein muss) 𝐼 ′1 = 𝐼2, 𝐼 ′2 = 𝐼1.

(c) Magnetisierungs-Flächenstromverteilung auf der Grenzfläche

𝑲M(𝑦) = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 = 𝑐[𝒆𝑥⨯𝑴(0+, 𝑦) − 𝒆𝑥⨯𝑴(0−, 𝑦)]

= 𝑐[𝑀𝑦(0+, 𝑦) −𝑀𝑦(0−, 𝑦)]𝒆𝑧 = 𝑐[
𝜇1− 1
4𝜋𝜇1

𝐵𝑦(0+, 𝑦) −
𝜇2− 1
4𝜋𝜇2

𝐵𝑦(0−, 𝑦)]𝒆𝑧

= 𝑐[
𝜇1− 1
4𝜋𝜇1

(−
2𝜇1𝐼1
𝑐

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 +

2𝜇1𝐼 ′1
𝑐

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 )

− 𝜇2− 1
4𝜋𝜇2

(+
2𝜇2𝐼2
𝑐

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 −

2𝜇2𝐼 ′2
𝑐

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 )]𝒆𝑧 ;

𝑲M(𝑦) =
1
2𝜋

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 [(𝜇1− 1)(𝐼 ′1− 𝐼1) + (𝜇2− 1)

−(𝐼 ′1− 𝐼1)
⏞⎴⏞⎴⏞(𝐼 ′2− 𝐼2)]⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

(𝜇1− 𝜇2)(𝐼 ′1− 𝐼1)

𝒆𝑧 ;

𝑲M = 𝐾M,𝑧(𝑦) 𝒆𝑧 =
𝜇1− 𝜇2
𝜇1+ 𝜇2

(𝜇2𝐼2− 𝜇1𝐼1)
1
𝜋

𝑑
𝑑2+ 𝑦2 𝒆𝑧 . (6.4-6)

Gesamtmagnetisierungsstrom auf der Grenzfläche

Mit 𝑑
𝜋∫
ℝ

𝑑𝑦
𝑑2+ 𝑦2 = 1

folgt
𝐼M = 𝜇1− 𝜇2

𝜇1+ 𝜇2
(𝜇2𝐼2− 𝜇1𝐼1) . (6.4-7)

Bemerkung: Dass 𝑲M und 𝐼M für 𝜇2 ↑ 𝜇1 gegen null streben müssen, war von vornherein
klar. Aber auch im Fall 𝜇1𝐼1 = 𝜇2𝐼2 (d.h. 𝐼 ′1= 𝐼1, 𝐼 ′2= 𝐼2) sind 𝑲M und 𝐼Mnull. Warummusste
sich auch das ergeben?
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(d) Berechnung der Kräfte, welche pro Längeneinheit auf die Linienströme 𝐼1, 𝐼2wirken

Die bisherigen Erfahrungen haben uns gezeigt, dass die Berechnung von Kräften bei
Problemen, bei denen die Bildstrommethode anwendbar ist, durch deren Anwendung
wesentlich vereinfacht wird.

Für die Wirkung auf den Halbraum 𝑥 > 0 ersetzt 𝜇1𝐼 ′1 den Flächenstrom 𝑲M und 𝜇2𝐼2
(Ersatzproblem1), undmit der Formel aus der Angabe ergibt sich für die Kraft pro Längen-
einheit auf den Linienstrom 𝐼1:

𝒇1 = −
𝐼1𝜇1𝐼 ′1
𝑐2

1
𝑑 𝒆𝑥 .

Für die Wirkung auf den Halbraum 𝑥 < 0 ersetzt 𝜇2𝐼 ′2 den Flächenstrom 𝑲M und 𝜇1𝐼1
(Ersatzproblem2), undmit der Formel aus der Angabe ergibt sich für die Kraft pro Längen-
einheit auf den Linienstrom 𝐼2:

𝒇2 =
𝐼2𝜇2𝐼 ′2
𝑐2

1
𝑑 𝒆𝑥 .

Damit folgt

𝒇1 = (𝜇1
𝜇1− 𝜇2
𝜇1+ 𝜇2

𝐼21
𝑐2
1
𝑑 − 2𝜇1𝜇2

𝜇1+ 𝜇2
𝐼1𝐼2
𝑐2

1
𝑑)𝒆𝑥 ;

𝒇2 = (𝜇2
𝜇1− 𝜇2
𝜇1+ 𝜇2

𝐼22
𝑐2
1
𝑑 + 2𝜇1𝜇2

𝜇1+ 𝜇2
𝐼1𝐼2
𝑐2

1
𝑑)𝒆𝑥 .

(6.4-8a)

(6.4-8b)

Nur im Grenzfall 𝜇2 ↑ 𝜇1 (einheitliches Medium, keine Grenzfläche) gilt 𝒇2 = −𝒇1. Leser,
die das wundert, lesen noch ein Stück weiter.

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

In derMagnetostatik der Para- undDiamagnetikamuss stets die vektorielle Summe der Kräfte
auf alle vorhandenen freien Ströme undMagnetisierungsströme null sein.
In einem homogenen Para- oder Diamagnetikum gilt die Beziehung (A.13-4) von Anhang A.13,
also 𝒋M = (𝜇 − 1)𝒋(𝒓). Im gegebenen Beispiel gibt es beim eigentlichen Problem daher
neben den freien Linienströmen 𝐼1, 𝐼2 noch dieMagnetisierungsströme

𝐼M,1 = (𝜇1− 1)𝐼1 am Ort 𝑑𝒆𝑥 ; 𝐼M,2 = (𝜇2− 1)𝐼2 am Ort − 𝑑𝒆𝑥 . (6.4-9)

Im Folgenden beschränke ich mich auf den Sonderfall

𝜇1𝐼1 = 𝜇2𝐼2 d.h. 𝐼 ′1 = 𝐼1 , 𝐼 ′2 = 𝐼2 , (6.4-10)

der wegen 𝑲M= 𝟎 und 𝐼M = 0 übersichtlich ist. Die Formeln (6.4-8a), (6.4-8b) vereinfa-
chen sich dann zu

𝒇1 = −𝜇2𝑐2
𝐼1𝐼2
𝑑 𝒆𝑥 ; 𝒇2 =

𝜇1
𝑐2
𝐼1𝐼2
𝑑 𝒆𝑥 ≠ −𝒇1 . (6.4-11)
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Für die Kräfte auf die Magnetisierungsströme (6.4-9) gilt dann analog

𝒇M,1 = −
𝜇1𝐼1𝐼M,1

𝑐2
1
𝑑 𝒆𝑥 = −𝜇2(𝜇1 − 1)

𝑐2
𝐼1𝐼2
𝑑 𝒆𝑥 ; (6.4-12a)

𝒇M,2 =
𝜇1(𝜇2 − 1)

𝑐2
𝐼1𝐼2
𝑑 𝒆𝑥 ≠ −𝒇M,1 . (6.4-12b)

Für 𝜇1 > 𝜇2 gilt also

𝒇1+𝒇2 ≠ 𝟎, 𝒇M,1+𝒇M,2 ≠ 𝟎, aber: 𝒇1+𝒇2+𝒇M,1+𝒇M,2 = 𝟎. (6.4-13)

Nur im Grenzfall 𝜇2 ↑ 𝜇1 sind die Teilsummen über die freien Ströme bzw. über die Magne-
tisierungsströme für sich null.

6.5

Symmetrien: Unabhängigkeit von 𝑧

𝐵𝑅= 𝐵𝑅(𝑅, 𝜙), 𝐵𝜙= 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙), 𝐵𝑧= 0;

𝑲M= 𝐾M,𝑧(𝜙)𝒆𝑧 .

Spiegelungssymmetrie bzgl. der 𝑧𝑥-Ebene:
Es muss 𝐾M,𝑧(2𝜋 − 𝜙) = 𝐾M,𝑧(𝜙) gelten.
Das Ergebnis (6.5-5) erfüllt dies.

(a) Feldgleichungen, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für 𝑩
Bemerkung: Da es im Raumbereich 𝑅 > 𝑎 keine freien („expliziten“) Ströme gibt, gilt dort auch
𝒋M = 𝟎 (siehe Gl. (A.13-4) von Anhang A.13).

Feldgleichungen für 𝑅 < 𝑎∶ div𝑩(𝒓) = 0,

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 𝐼 δ(𝑥 − 𝑅0) δ(𝑦) 𝒆𝑧 ;

Feldgleichungen für 𝑅 > 𝑎∶ div𝑩(𝒓) = 0,
𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 𝟎;

Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎∶

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑅(𝑎+, 𝜙) = 𝐵𝑅(𝑎−, 𝜙) ;

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 ⇒ 1
𝜇 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙) = 𝐵𝜙(𝑎−, 𝜙) ;

asymptotische Bedingung: 𝑩(𝒓) −−−⟶
𝑅→+∞

𝟎.

(6.5-1a)

(6.5-1b)

(6.5-1c)

(6.5-1d)

(6.5-1e)
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6. Magnetostatik magnetisierbarer Materie

(b) Bildstrommethode

Abb. 1: Ansatz für 𝑅 < 𝑎 Abb. 2: Ansatz für 𝑅 > 𝑎

Wer die Aufgabe 5.1 behandelt hat, kann die folgenden Ansätze sofort anschreiben. (Ver-
gleiche mit Seite 234.) Wer die Aufgabe 5.1 nicht behandelt hat, muss anknüpfend an die
Formel aus der Angabe eine kurze Zwischenrechnung ergänzen.

Lösungsansatz

𝑅 < 𝑎∶ 𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) = −2𝐼𝑐
𝑅0 sin𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
− 2𝐼′

𝑐

𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

,

𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) =
2𝐼
𝑐

𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

+ 2𝐼′
𝑐

𝑅 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑅2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑅cos𝜙

;

𝑅 > 𝑎∶ 𝐵𝑅(𝑅, 𝜙) = −2𝜇𝐼
″

𝑐
𝑅0 sin𝜙

𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙
,

𝐵𝜙(𝑅, 𝜙) =
2𝜇𝐼″
𝑐

𝑅 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑅2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑅cos𝜙

+ 2𝜇𝐼′
𝑐

1
𝑅 .

(6.5-2a)

(6.5-2b)

(6.5-2c)

(6.5-2d)

Dieser Lösungsansatz erfüllt die Feldgleichungen in den jeweiligen Raumbereichen so-
wie die asymptotische Bedingung. Zu erfüllen sind nur noch die Anschlussbedingungen
(6.5-1c) und (6.5-1d). Falls diese zu keinemWiderspruch führen und 𝐼′, 𝐼″ eindeutig zu bestimmen
gestatten, ist das Problem gelöst.
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Anschlussbedingungen für 𝑅 = 𝑎

Anschlussbedingung (6.5-1c):

− 2𝜇𝐼″
𝑐

𝑅0 sin𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑎 cos𝜙

= −2𝐼𝑐
𝑅0 sin𝜙

𝑎2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑎 cos𝜙
− 2𝐼′

𝑐

𝑎2

𝑅0
sin𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑎 cos𝜙

.

Multiplikation vonZähler undNenner imzweitenSummandender rechtenGleichungsseite
mit 𝑅20/𝑎2 und Vergleich der beiden Gleichungsseiten ergibt

𝜇𝐼″= 𝐼 + 𝐼′. (6.5-3a)
Anschlussbedingung (6.5-1d):

2𝐼″
𝑐

𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙
𝑎2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑎 cos𝜙

+ 2𝐼′
𝑐
1
𝑎 = 2𝐼

𝑐
𝑎 − 𝑅0 cos 𝜙

𝑎2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑎 cos𝜙
+ 2𝐼′

𝑐

𝑎 − 𝑎2

𝑅0
cos 𝜙

𝑎2+ 𝑎4

𝑅20
− 2 𝑎2

𝑅0
𝑎 cos𝜙

.

Multiplikation vonZähler undNenner imzweitenSummandender rechtenGleichungsseite
mit 𝑅20/𝑎2, auf gemeinsamen Nenner bringen und Zusammenfassen ergibt

𝐼″ = 𝐼 − 𝐼′. (6.5-3b)

Aus den Gleichungen (6.5-3a), (6.5-3b) folgt

𝐼′ = 𝜇− 1
𝜇 + 1 𝐼, 𝐼″ = 2

𝜇 + 1 𝐼. (6.5-4)

Die Bildladungsmethode hat also zum Erfolg geführt: Einsetzen von (6.5-4) in den Lö-
sungsansatz (6.5-2a) bis (6.5-2d) gibt die Lösung des Problems.

(c) Magnetisierungs-Flächenstromverteilung auf der Fläche 𝑅 = 𝑎

𝑲M(𝜙) = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 = 𝑐[𝒆𝑅 ⨯𝑴(𝑎+,𝜙)] = 𝑐𝑀𝜙(𝑎+, 𝜙) 𝒆𝑧 = 𝑐 𝜇 − 1
4𝜋𝜇 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙)𝒆𝑧 .

Einsetzen von 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙) ( siehe (6.5-2d) und (6.5-4)) gibt nach kurzer Rechnung

𝑲M = 𝐾M,𝑧(𝜙) 𝒆𝑧 =
𝐼

2𝜋𝑎
𝜇 − 1
𝜇 + 1 [𝜇 − 1 + 2 𝑎2− 𝑅0𝑎 cos𝜙

𝑎2+ 𝑅20− 2𝑅0𝑎 cos𝜙
]𝒆𝑧 . (6.5-5)

Für den Gesamtmagnetisierungsstrom in 𝑧-Richtung erhält man mit dem bestimmten
Integral aus der Angabe – beachte die Spiegelungssymmetrie bzgl. der 𝑧𝑥-Ebene – nach
einer elementaren Zwischenrechnung

𝐼M = 2𝑎

𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝐾M,𝑧(𝜙) = (𝜇 − 1)𝐼 (unabhängig von 𝑅0).
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(d) Berechnung der Kraft, welche pro Längeneinheit auf den Linienstrom 𝐼 wirkt
Der Wirkung des Flächenstromes 𝑲M auf den stromdurchflossenen Leiter im Hohlraum
beim eigentlichen Problem ist die Wirkung des Bildstromes 𝐼′beim Ersatzproblem1 äqui-
valent. Mit der Formel aus der Angabe folgt:

Kraft pro Längeneinheit auf den Linienstrom 𝐼

𝒇 = 2𝐼2
𝑐2

𝜇 − 1
𝜇 + 1

𝑅0
𝑎2 − 𝑅2

0
𝒆𝑥 . (6.5-6)

6.6 (a)

𝑅 < 𝑎∶ 𝒋M(𝒓) = 𝑐 𝐫𝐨𝐭𝑴(𝒓) = 𝑐 1𝑅
𝑑
𝑑𝑅 (𝑅𝑀𝜙(𝑅))𝒆𝑧 = 2𝑀0𝑐

1
𝑎 𝒆𝑧 ;

𝑅 = 𝑎∶ 𝑲M = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 = 𝑐 (𝒆𝑅 ⨯𝑴)||𝑎+− 𝑐 (𝒆𝑅 ⨯𝑴)||𝑎−= −𝑐 [𝒆𝑅 ⨯ 𝑀𝜙(𝑎−) 𝒆𝜙] = −𝑀0𝑐 𝒆𝑧 .

Magnetisierungs-Volumsstromdichte und Magnetisierungs-Flächenstromdichte sind also
konstante Vektoren in 𝑧-Richtung, der in 𝑧-Richtung fließende Gesamtstrom ist null:

𝐼M,ges. = 𝜋𝑎22𝑀0𝑐
1
𝑎 + 2𝜋𝑎(−𝑀0𝑐) = 0. (6.6-1)

(b) Im Folgenden zeige ich:

𝑩(𝒓) = {
4𝜋𝑴(𝒓) für 𝑅 < 𝑎

𝟎 für 𝑅 > 𝑎
, 𝑯(𝒓) = {

𝑩(𝒓) − 4𝜋𝑴(𝒓) = 𝟎 für 𝑅 < 𝑎
𝑩(𝒓) = 𝟎 für 𝑅 > 𝑎

. (6.6-2)

Aus Symmetriegründenmuss
𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅) 𝒆𝜙 (6.6-3)

gelten. Damit ist div𝑩(𝒓) = 0 erfüllt, die Bestimmung von 𝐵𝜙(𝑅) erfolgt wegen der Zylinder-
symmetrie am einfachstenmithilfe der integralen Form (A.9-4) des oerstedschenGesetzes.
Da es weder im Endlichen noch im Unendlichen freie Ströme gibt, sind die Volums- und
Flächen-Magnetisierungsströme die einzigen Wirbelquellen des 𝑩-Feldes.
Als Integrationsflächen wählen wir Kreisflächen in der 𝑥𝑦-Ebene mit Mittelpunkt im Ur-
sprung und einem Radius 𝑅 (𝑅 fest, aber beliebig). Längs der Berandung (Kreislinie) 𝒞(𝐾𝑅)
gilt 𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅) 𝒆𝜙 und 𝒅𝒓 = 𝑅𝑑𝜙𝒆𝜙 und aus

∮
𝒞(𝐾𝑅)

𝒅𝒓 •𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 ∫
𝐾𝑅

𝒅𝒇 •𝒋M(𝒓) ≕
4𝜋
𝑐 𝐼M(𝐾𝑅) , ∀𝑅 (𝑅 fest) (6.6-4)

folgt

𝐵𝜙(𝑅)𝑅

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 = 4𝜋
𝑐 ⋅ {

2𝑀0𝑐
1
𝑎
𝜋𝑅2 für 𝑅 < 𝑎

0 (s. Gl. (6.6-1)) für 𝑅 > 𝑎
;
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𝐵𝜙(𝑅) = {
4𝜋𝑀0

𝑅
𝑎
= 4𝜋𝑀𝜙(𝑅) für 𝑅 < 𝑎

0 für 𝑅 > 𝑎
∎ (6.6-5)

Kommentar: Die Tatsache allein, dass es weder im Endlichen noch im Unendlichen freie
Ströme gibt, bedeutet keineswegs, dass 𝑯(𝒓) = 𝟎 sein muss (notwendige nicht hinrei-
chende Bedingung). Vielmehr muss überall auch Quellenfreiheit gegeben sein. Für 𝑅 > 𝑎
ist dies durch 𝑯(𝒓) = 𝑩(𝒓) garantiert, für 𝑅 = 𝑎 gilt Div𝑯 = −4𝜋Div𝑴 = 0 (keine Nor-
malkomponenten) und für 𝑅 < 𝑎 ist div𝑯 = −4𝜋div𝑴 = 0 (siehe (A.3-17)). Wir hätten
also auch mit diesen Überlegungen beginnen können, und aus 𝑯(𝒓) = 𝟎 für 𝑩(𝒓) ohne
Rechnung sofort das Ergebnis (6.6-2) anschreiben können.

6.7
Das Gesamtfeld setzt sich aus zwei Teilfeldern zu-
sammen: Dem Magnetfeld 𝑩1 des am Ort 𝒓0 =
(0, 0, 𝑑), 𝑑 > 0, befindlichenmagnetischen Punkt-
dipols mit dem Moment 𝒎 = (𝑚𝑥, 0,𝑚𝑧) =
𝑚(sin𝜗, 0, cos 𝜗), 𝑚 > 0, und demMagnetfeld 𝑩2
des durch Magnetisierung des dia- bzw. parama-
gnetischen Halbraumes auf dessen Grenzfläche
𝑧 = 0 induzierten Flächenstromes𝑲M . Letzterer
ist zunächst noch unbekannt. Man hat Feldglei-
chungen, Anschlussbedingungen und asymptoti-
sche Bedingung für das Gesamtfeld 𝑩 zu lösen. Im
Anschluss daran kannman die Magnetisierungs-
Flächenstromdichte aus 𝐑𝐨𝐭𝑩 = (4𝜋/𝑐)𝑲M be-
rechnen.

Hinweis: Da es im para- bzw. diamagnetischen Halbraum keine freien („expliziten“) Volumsströme
gibt, gilt dort auch 𝒋M(𝒓) = 𝟎 (siehe Gl. (A.13-4) von Anhang A.13).

(a) Die Feldgleichungen für das 𝑩-Feld in einem homogenen Para- oder Diamagnetikum
sind durch (A.13-1b) von Anhang A.13 gegeben. Somit:

Feldgleichungen für 𝑧 < 0∶ div𝑩(𝒓) = 0,

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 𝟎;

Feldgleichungen für 𝑧 > 0∶ div𝑩(𝒓) = 0,

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋 𝐫𝐨𝐭[𝒎δ(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧)] ;

(6.7-1a)

(6.7-1b)
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Anschlussbedingungen für 𝑧 = 0∶

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑧(𝑥, 𝑦, 0−) = 𝐵𝑧(𝑥, 𝑦, 0+),

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 ⇒ 1
𝜇 𝐵𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦, 0−) = 𝐵𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦, 0+);

asymptotische Bedingung: 𝑩(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝟎.

(6.7-1c)

(6.7-1d)

(6.7-1e)

(b) Bildstrommethode

Ersatzproblem1: Ersatzproblem für den Halbraum 𝑧 > 0

Lösungsansatz: 𝑩 = 𝑩1+𝑩2 mit

𝐵1(𝒓) =
3(𝒎 • (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧))(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) − (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧)2𝒎

|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧|5
,

(6.7-2a)

𝐵2(𝒓) =
3(𝒎′ • (𝒓 + 𝑑𝒆𝑧))(𝒓 + 𝑑𝒆𝑧) − (𝒓 + 𝑑𝒆𝑧)2𝒎′

|𝒓 + 𝑑𝒆𝑧|5
;

(6.7-2b)
𝒎 = 𝑚(sin𝜗, 0, cos 𝜗), 𝑚 > 0, (6.7-2c)

𝒎′= 𝑚′(− sin𝜗, 0, cos 𝜗). (6.7-2d)

Ersatzproblem2: Ersatzproblem für den Halbraum 𝑧 < 0

Lösungsansatz:

𝐵(𝒓) =
3(𝒎″ • (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧))(𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) − (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧)2𝒎″

|𝒓 − 𝑑𝒆𝑧|5
;

(6.7-3a)
𝒎″= 𝑚″(sin 𝜗, 0, cos 𝜗) . (6.7-3b)

Diese Ansätze erfüllen in den Halbräumen 𝑧 < 0 und 𝑧 > 0 die jeweiligen Feldgleichungen
(6.7-1a) bzw. (6.7-1b) sowie die asymptotische Bedingung (6.7-1e). Zu erfüllen sind nur
noch die Anschlussbedingungen (6.7-1c) und (6.7-1d). Falls diese zu keinemWiderspruch
führen und𝑚′, 𝑚″ eindeutig zu bestimmen gestatten, ist das Problem gelöst.

Anschlussbedingungen: Für 𝑧 = 0 gilt |𝒓∓𝑑𝒆𝑧| = √𝑅2+ 𝑑2 , für 𝑧 = 0 sind also alleNenner
gleich, wir können sie deshalb weglassen. (Beachte, dass die Anschlussbedingungen für
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alle 𝑥, 𝑦 erfüllt sein müssen.)
Anschlussbedingung (6.7-1c):

𝑚[−3𝑑(𝑥 sin𝜗 − 𝑑cos 𝜗) − (𝑅2+ 𝑑2) cos 𝜗] +𝑚′[−3𝑑(𝑥 sin𝜗 − 𝑑 cos 𝜗) − (𝑅2+ 𝑑2) cos 𝜗]

= 𝑚″[−3𝑑(𝑥 sin𝜗 − 𝑑 cos 𝜗) − (𝑅2+ 𝑑2) cos 𝜗] ⇒ 𝑚+𝑚′= 𝑚″. (6.7-4)

Anschlussbedingung (6.7-1d), 𝑥-Komponente:

𝑚[3(𝑥 sin𝜗 − 𝑑 cos 𝜗)𝑥 − (𝑅2+ 𝑑2) sin 𝜗] −𝑚′[3(𝑥 sin 𝜗 − 𝑑 cos 𝜗)𝑥 − (𝑅2+ 𝑑2) sin 𝜗]

= 1
𝜇 𝑚

″[3(𝑥 sin 𝜗 − 𝑑 cos 𝜗)𝑥 − (𝑅2+ 𝑑2) sin 𝜗] ⇒ 𝑚−𝑚′= 1
𝜇 𝑚

″. (6.7-5)

Die Anschlussbedingung (6.7-1d), 𝑦-Komponente, gibt ebenfalls (6.7-5).
Aus den Gleichungen (6.7-4) und (6.7-5) folgt

𝑚′ = 𝜇− 1
𝜇 + 1 𝑚, 𝑚″= 2𝜇

𝜇 + 1 𝑚. (6.7-6)

Die Bildstrommethode hat also zum Erfolg geführt: Einsetzen von (6.7-6) in den Lösungs-
ansatz (6.7-2d), (6.7-2b) bzw. (6.7-3b), (6.7-3a) gibt die Lösung des Problems.
Ist dasMediumparamagnetisch, so gilt𝑚′ > 0 undder Bilddipol𝒎′ ist wie in der Abbildung
gezeichnet orientiert. Für 𝜇 = 1 ergeben die Formeln 𝑚′ = 0, 𝑚″ = 𝑚, wie dies der Fall
sein muss (Vakuum im ganzen Raum).
(c) Magnetisierungs-Flächenstromdichte

4𝜋
𝑐 𝑲M = 𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝒆𝑧⨯ [𝑩(𝑥, 𝑦, 0+) − 𝑩(𝑥, 𝑦, 0−)] . (6.7-7)

Dabei ist 𝑩(𝑥, 𝑦, 0+) aus 𝑩 = 𝑩1+ 𝑩2 Gl. (6.7-2a) bis Gl. (6.7-2d) und 𝑩(𝑥, 𝑦, 0−) aus 𝑩
Gl. (6.7-3a), Gl. (6.7-3b) zu berechnen.
Für 𝑧 = 0 gilt

|𝒓 ∓ 𝑑𝒆𝑧|5= (𝑅2+ 𝑑2)5/2 , (𝒓 ∓ 𝑑𝒆𝑧)2= 𝑅2+ 𝑑2 ; 𝒆𝑧⨯ (𝒓 ∓ 𝑑𝒆𝑧) = −𝑦𝒆𝑥+ 𝑥𝒆𝑦 ;

𝒎 • (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) = 𝑚(𝑥 sin𝜗 − 𝑑cos 𝜗) ,

𝒎′ • (𝒓 + 𝑑𝒆𝑧) = −𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝒎

• (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) , 𝒎″ • (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) =
2𝜇
𝜇 + 1 𝒎

• (𝒓 − 𝑑𝒆𝑧) ;

𝒆𝑧⨯𝒎 = 𝑚sin𝜗 𝒆𝑦 , 𝒆𝑧⨯𝒎′= −𝜇− 1
𝜇 + 1 (𝒆𝑧⨯𝒎), 𝒆𝑧⨯𝒎″= 2𝜇

𝜇 + 1 (𝒆𝑧⨯𝒎).

EinsetzenundZusammenfassen gibtmit 1−(𝜇−1)/(𝜇+1)−(2𝜇)/(𝜇+1) = −2(𝜇−1)/(𝜇+1)
das Ergebnis

𝐾𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝑐
2𝜋

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝑚

1
(𝑅2+ 𝑑2)5/2

3𝑦 (𝑥 sin𝜗 − 𝑑cos 𝜗) ,

𝐾𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝑐
2𝜋

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝑚

1
(𝑅2+ 𝑑2)5/2

{(𝑅2+ 𝑑2) sin 𝜗 − 3𝑥(𝑥 sin𝜗 − 𝑑cos 𝜗)} .

(6.7-8a)

(6.7-8b)
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(d) Kraft auf den magnetischen Punktdipol
Wegen der Äquivalenz zwischen dem eigentlichen Problem und dem Ersatzproblem1 bzgl.
des Raumgebietes 𝑧 > 0 können wir die Kraft auf den magnetischen Punktdipol𝒎 als
Kraft des Bilddipols𝒎′ auf𝒎 berechnen.
Ich verwende die Formel aus der Angabe: Ruhen zwei magnetische Punktdipole mit den
Momenten𝒎1,𝒎2 an den Stellen 𝒓1 bzw. 𝒓2 so gilt mit 𝑹 ≔ 𝒓2 − 𝒓1 für die Kräfte auf die
Dipole die Formel

𝑭1 = −𝑭2 =
15(𝒎1 • 𝑹)(𝒎2 • 𝑹)𝑹 − 3𝑅2[(𝒎1 •𝒎2)𝑹 + (𝒎2 • 𝑹)𝒎1 + (𝒎1 • 𝑹)𝒎2]

𝑅7 .

Mit
𝒎1 = 𝒎, 𝒎2 = 𝒎′; 𝑹 = −2𝑑𝒆𝑧 , 𝑅 = 2𝑑;

𝒎1 • 𝑹 = −2𝑑𝑚cos𝜗, 𝒎2 • 𝑹 = −2𝑑 𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝑚cos 𝜗;

𝒎1 •𝒎2 =
𝜇− 1
𝜇 + 1 𝑚

2 (− sin2𝜗 + cos2𝜗)

folgt

𝑭 = − 3
(2𝑑)4

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝑚

2 {5 cos2𝜗𝒆𝑧

+ [−(− sin2𝜗 + cos2𝜗)𝒆𝑧 − cos𝜗 (sin 𝜗, 0, cos 𝜗) − cos 𝜗 (− sin𝜗, 0, cos 𝜗)]} .

Zusammenfassen gibt für die Kraft auf den magnetischen Punktdipol

𝑭 = − 3
(2𝑑)4

𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝑚

2 (1 + cos2𝜗) 𝒆𝑧 . (6.7-9)

DieKraft ist anziehendoder abstoßend jenachdem, ob 𝜇 > 1 (paramagnetischerHalbraum)
oder 𝜇 < 1 (diamagnetischer Halbraum) gilt. Sie ist für einen senkrecht zumHalbraum
orientierten Dipol doppelt so groß wie für einen parallel dazu orientierten Dipol mit dem
gleichen Moment.

6.8* Das Gesamtfeld im Raumbereich 𝑅 > 𝑎 kann nach der Bildstrommethode als
Summe der Felder der drei Linienleiterℒ, ℒ′

1 undℒ′
2 dargestellt werden und ist durch

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2

, 𝑥 − 𝑅0
(𝑥 − 𝑅0)2+ 𝑦2

, 0)

+ 2𝐼 ′
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑅′0)2+ 𝑦2

,
𝑥 − 𝑅′0

(𝑥 − 𝑅′0)2+ 𝑦2
, 0) (6.8-1)

− 2𝐼 ′
𝑐 (−

𝑦
𝑥2+ 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2+ 𝑦2 , 0)
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mit
𝐼′ = 𝜇− 1

𝜇 + 1 𝐼, 𝑅′0 =
𝑎2
𝑅0

< 𝑎 (6.8-2)
gegeben.

Berechnung der Kraft pro Längeneinheit des Leiters mit demMaxwelltensor 𝕋(𝒓)

𝑓𝑘 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓𝑇𝑘 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓
3

∑
𝑙=1

𝑇𝑘𝑙𝑛𝑙 mit 𝑇𝑘𝑙 ≔
1
4𝜋 (𝐵𝑘𝐵𝑙 −

1
2 𝑩

2𝛿𝑘𝑙) . (6.8-3)

Kraft auf die Längeneinheit des Leiters = Kraft auf das Leiterstück von 𝑧 = 0 bis 𝑧 = 1.
Die geschlossene Oberfläche ℱ(𝒵) des Zylindervolumens 𝒵 der Höhe ℎ = 1 setzt sich
zusammen aus:

1. Grundfläche 𝒢 bei 𝑧 = 0 mit 𝒏 = (0, 0,−1);
2. Deckfläche𝒟 bei 𝑧 = 1 mit 𝒏 = (0, 0, 1) [gleicher (𝑥, 𝑦)-Bereich wie 𝒢 ];
3. Ebene ℰ bei 𝑥 = 𝑏 (𝑎 < 𝑏 < 𝑅0) mit 𝒏 = (−1, 0, 0);
4. restliche „unendlich ferne“ Mantelflächeℳ (𝜌0→ +∞).

Alle Feldgrößen hängen nur von 𝑥, 𝑦 ab, ich lasse die Argumente zur Vereinfachung der
Schreibweise weg.
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Mit (6.8-1) und (6.8-3) folgt

𝑇𝑥𝑥 =
1
8𝜋 (𝐵

2
𝑥− 𝐵2𝑦) , 𝑇𝑥𝑦 =

1
4𝜋 𝐵𝑥𝐵𝑦 , 𝑇𝑥𝑧 = 0, (6.8-4a)

𝑇𝑦𝑦 = − 1
8𝜋 (𝐵

2
𝑥− 𝐵2𝑦) , 𝑇𝑦𝑧 = 0, 𝑇𝑧𝑧 = − 1

8𝜋 (𝐵
2
𝑥+ 𝐵2𝑦) . (6.8-4b)

𝑓𝑥 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓(𝑇𝑥𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑥𝑦𝑛𝑦) =

1

∫
0

𝑑𝑧

+𝜌0

∫
−𝜌0

𝑑𝑦 [−𝑇𝑥𝑥(𝑏, 𝑦)] +∫
ℳ

∼𝜌0

⏞𝑑𝑓(𝑇𝑥𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑥𝑦𝑛𝑦)⏟⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⏟
∼1/𝜌20

.

Der Grenzübergang 𝜌0→ +∞ ergibt

𝑓𝑥 =∫
ℝ

𝑑𝑦 [−𝑇𝑥𝑥(𝑏, 𝑦)] = − 1
8𝜋 ∫

ℝ

𝑑𝑦 [𝐵2𝑥(𝑏, 𝑦) − 𝐵2𝑦(𝑏, 𝑦)] .

Mit den Ausdrücken für 𝐵𝑥 und 𝐵𝑦 von Gl. (6.8-1) liefert das Ausquadrieren im Integranden
nach Zusammenfassen der entsprechenden 𝐵2𝑥- und 𝐵2𝑦-Beiträge sechs Terme von denen
wegen +∞

∫
0

𝑑𝑦 𝑦2 ∓𝐴𝐵
[𝑦2+𝐴2][𝑦2+ 𝐵2]

= {
0
𝜋

𝐴+𝐵

, 𝐴 > 0, 𝐵 > 0

aber nur die zwei „gemischten“ 𝐼⋅𝐼′-Terme einen von null verschiedenen Beitrag liefern.
(Der Leser schreibe alle sechs Terme an, um sich von der Richtigkeit dieser Aussage zu
überzeugen.) Somit:

𝑓𝑥 = − 1
8𝜋 2

2𝐼
𝑐
2𝐼′
𝑐 ∫

ℝ

𝑑𝑦
𝑦2+ (𝑅0 − 𝑏)(𝑏 − 𝑅′0)

[𝑦2+ (𝑅0 − 𝑏)2][𝑦2+ (𝑏 − 𝑅′0)2]

+ 1
8𝜋 2

2𝐼
𝑐
2𝐼′
𝑐 ∫

ℝ

𝑑𝑦 𝑦2+ (𝑅0 − 𝑏)𝑏
[𝑦2+ (𝑅0 − 𝑏)2][𝑦2+ 𝑏2]

= − 1
8𝜋 2

2𝐼
𝑐
2𝐼′
𝑐 2 𝜋

𝑅0 − 𝑅′0
+ 1
8𝜋 2

2𝐼
𝑐
2𝐼′
𝑐 2 𝜋

𝑅0

= −2𝐼⋅𝐼
′

𝑐2 [ 1
𝑅0 − 𝑅′0

− 1
𝑅0
] = −2𝐼

2

𝑐2
𝜇 − 1
𝜇 + 1

𝑎2

𝑅0

𝑅0 (𝑅0 −
𝑎2

𝑅0
)

= −2𝐼
2

𝑐2
𝜇 − 1
𝜇 + 1

𝑎2

𝑅0(𝑅20 − 𝑎2)
∎

Nun zu 𝑓𝑦 und 𝑓𝑧 :

𝑓𝑦 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓 (𝑇𝑦𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑦𝑦𝑛𝑦) =

1

∫
0

𝑑𝑧

+𝜌0

∫
−𝜌0

𝑑𝑦 [−𝑇𝑦𝑥(𝑏, 𝑦)] +∫
ℳ

∼𝜌0

⏞𝑑𝑓(𝑇𝑦𝑥𝑛𝑥+ 𝑇𝑦𝑦𝑛𝑦)⏟⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⏟
∼1/𝜌20

.

272



Lösungen

Der Grenzübergang 𝜌0→ +∞ ergibt

𝑓𝑦 =∫
ℝ

𝑑𝑦 [−𝑇𝑦𝑥(𝑏, 𝑦)] = − 1
4𝜋 ∫

ℝ

𝑑𝑦
ungerade Funktion

⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞𝐵𝑥(𝑏, 𝑦)𝐵𝑦(𝑏, 𝑦) = 0 ∎

Bei der Berechnung von 𝑓𝑧 ist zu beachten, dass 𝒢- und 𝒟-Integration über denselben
(𝑥, 𝑦)-Bereich erfolgen:

𝑓𝑧 = ∮
ℱ(𝒵)

𝑑𝑓𝑇𝑧𝑧𝑛𝑧 =∬
𝒢

𝑑𝑥𝑑𝑦 [−𝑇𝑧𝑧(𝑥, 𝑦)] +∬
𝒟

𝑑𝑥𝑑𝑦 [+𝑇𝑧𝑧(𝑥, 𝑦)] = 0 ∎

Bemerkung: Die Berechnung dieser Kraft mithilfe des maxwellschen Spannungstensors ist natür-
lich viel aufwendiger und mathematisch komplizierter als die Berechnung nach der Bildstromme-
thode von Aufgabe T6.1. Es ist aber von der Konzeption her interessant wie ein allgemeines Prinzip
bei einer praktischen Anwendung funktioniert.

6.9 (a) Es liegt Zylindersymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse vor. Der im Inneren des
Zylinders mit der Permeabilität 𝜇 in 𝑧-Richtung fließende freie („explizite“) Strom der
Gesamtstromstärke 𝐼 ist über den Zylinderquerschnitt homogen verteilt. Dies bedeutet,
dass 𝑩-, 𝑯- und𝑴-Feld nur eine von 𝑅 abhängige 𝜙-Komponente besitzen können.
Was ist der kürzeste und eleganteste Lösungsweg für dieses Problem?

Ausnützen der Symmetrie des Problems, Benützen der integralen Formder 𝐫𝐨𝐭𝑯-Feldgleichung

Wir benützen für diemathematische Problemlösung dasmagnetische Verschiebungsfeld𝑯, da
dessenWirbel durch den bekannten freien Strommit der Volumsstromdichte

𝒋(𝒓) = 𝐼
𝑎2𝜋 𝒆𝑧 für 𝑅 < 𝑎 (6.9-1)

bestimmt sind. Für 𝑅 < 𝑎 gilt die Materialgleichung 𝑯(𝒓) = (1/𝜇)𝑩(𝒓), das Raumgebiet
𝑅 > 𝑎 beschreiben wir formal durch 𝜇 = 1, also durch 𝑯(𝒓) = 𝑩(𝒓).

Integrale Form der 𝐫𝐨𝐭𝑯-Feldgleichung (siehe Gl. (A.13-5) von Anhang A.13; die Feldglei-
chung div𝑩 = 0 ist durch den Ansatz 𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅) 𝒆𝜙 erfüllt).
𝐾𝑅 Kreisfläche in der Ebene 𝑧 = konst mit Mittelpunkt auf der 𝑧-Achse, Radius 𝑅, Beran-
dung 𝒞(𝐾𝑅)

∮
𝒞(𝐾𝑅)

𝒅𝒓′•𝑯(𝒓′) = 4𝜋
𝑐 ∫
𝐾𝑅

𝒅𝒇′•𝒋(𝒓′) ≕ 4𝜋
𝑐 𝐼(𝐾𝑅) , ∀𝑅.

Wegen
𝒅𝒓′||𝒞(𝐾𝑅)

= 𝑅𝑑𝜙′𝒆𝜙 , 𝑯(𝒓′)||𝒞(𝐾𝑅)
= 𝐻𝜙(𝑅)𝒆𝜙

gibt die Auswertung

2𝜋𝑅𝐻𝜙(𝑅) =
4𝜋
𝑐 𝐼(𝐾𝑅) ⇒ 𝐻𝜙(𝑅) = {

2𝐼
𝑐
𝑅
𝑎2 für 𝑅 ≤ 𝑎

2𝐼
𝑐
1
𝑅 für 𝑅 ≥ 𝑎

. (6.9-2)
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Mit 𝐻𝜙(𝑅) = (1/𝜇)𝐵𝜙(𝑅) für 𝑅 < 𝑎 und 𝐻𝜙(𝑅) = 𝐵𝜙(𝑅) für 𝑅 > 𝑎 folgt

𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 mit 𝐵𝜙(𝑅) = {

2𝜇𝐼
𝑐

𝑅
𝑎2 für 𝑅 < 𝑎

2𝐼
𝑐
1
𝑅 für 𝑅 > 𝑎

. (6.9-3)

Im Inneren des Zylinders gilt

𝑯(𝒓) = 𝐻𝜙(𝑅)𝒆𝜙 mit 𝐻𝜙(𝑅) =
2𝐼
𝑐
𝑅
𝑎2 ;

𝑴(𝒓) = 𝑀𝜙(𝑅)𝒆𝜙 mit 𝑀𝜙(𝑅) =
𝜇 − 1
4𝜋

2𝐼
𝑐
𝑅
𝑎2 .

(6.9-4)

(6.9-5)

(b) Magnetisierungs-Volumsstromdichte und Magnetisierungs-Flächenstromdichte

In einem homogenen Dia- oder Paramagnetikum ist die Magnetisierungs-Volumsstrom-
dichte 𝒋M nur dort von null verschieden, wo die freie Volumsstromdichte 𝒋 von null ver-
schieden ist, und zwar besteht der Zusammenhang (A.13-4). Somit:

𝒋M(𝒓) = (𝜇 − 1)𝒋(𝒓) = (𝜇 − 1)𝐼
𝑎2𝜋 𝒆𝑧 für 𝑅 < 𝑎. (6.9-6)

Die Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf dem Zylindermantel erhalten wir aus
𝑲M = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴:

𝑅 = 𝑎∶ 𝑲M = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 = 𝑐 (𝒆𝑅 ⨯𝑴)||𝑎+− 𝑐 (𝒆𝑅 ⨯𝑴)||𝑎−

= −𝑐 [𝒆𝑅 ⨯ 𝑀𝜙(𝑎−) 𝒆𝜙] = −(𝜇 − 1)𝐼
2𝜋𝑎 𝒆𝑧 .

(6.9-7)

Der Gesamt-Magnetisierungsstrom 𝐼M in 𝑧-Richtung ist null:

𝐼M = (𝜇 − 1)𝐼
𝑎2𝜋 𝑎2𝜋 − (𝜇 − 1)𝐼

2𝜋𝑎 2𝜋𝑎 = 0.

6.10 *

Es liegt Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse vor.
Dies bedeutet 𝑨 = 𝑨(𝑟, 𝜗) und 𝑲M = 𝑲M(𝜗). Die
vorerst nicht bekannte Magnetisierungs-Flächen-
stromdichte auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 kannman nach
Lösen der Feldgleichungenmit den Anschlussbe-
dingungenundder asymptotischenBedingung aus
𝑲M = 𝑐𝐑𝐨𝐭𝑴 bestimmen.
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Da alle Stromverteilungen räumlich lokalisiert ist, können wir die Konvention
𝑨(𝒓) −−−⟶

𝑟→+∞
𝟎 benützen.

Die magnetostatische Aufgabe ist mathematisch wesentlich aufwendiger als die analoge
Aufgabe 3.15 aus der Elektrostatik: Vektorpotential statt skalares Potential, Vektorpois-
songleichung statt Poissongleichung, 𝐫𝐨𝐭 statt 𝐠𝐫𝐚𝐝, komplizierte Anschlussbedingung
𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 etc. Es ist deshalb klug, sich vom Lösungsweg der elektrostatischen Aufgabe in-
spirieren zu lassen. Der dortige Lösungsansatz (3.15-2) für das skalare Potential 𝜑 hat sich
nämlich an der speziellen mathematischen Form des Potentials des freien elektrischen
Punktdipols 𝒑 = (0, 0, 𝑝) orientiert. Das wollen wir hier zum Vorbild nehmen.
Das Vektorpotential 𝑨 des freien magnetischen Punktdipols 𝒎 = (0, 0,𝑚) ist (siehe

Gl. (A.5-21) von Anhang A.5.1)

𝑨(𝒓) = 𝒎 ⨯ 𝒓
𝑟3 = 𝑚sin𝜗

𝑟2 𝒆𝜙 = −𝑖𝑚√
8𝜋
3
𝒀110(𝜗)
𝑟2 . (6.10-1)

Wir werden deshalb für 𝑟 < 𝑎 und 𝑟 > 𝑎 für die Lösungen der homogenen Differentialglei-
chung, der Vektorlaplacegleichung, nicht Entwicklungen der allgemeinen Form (A.5-36)
ansetzen, sondern nur die Partikulärlösungen

für 𝑟 < 𝑎∶ 𝑟𝒀110(𝜗) , für 𝑟 > 𝑎∶ 𝒀110(𝜗)
𝑟2

verwenden, wie wir bei der Aufgabe 3.15 nur 𝑟𝑃1(cos 𝜗) und 𝑃1(cos 𝜗)/𝑟2 verwendet haben.
Die gesuchte Lösung der Vektorpoissongleichung besitzt dann für 𝑟 < 𝑎 und 𝑟 > 𝑎 die Form

𝑨(𝒓) = 𝐴𝜙(𝑟, 𝜗) 𝒆𝜙 . (6.10-2)

Damit ist die Nebenbedingung div𝑨(𝒓) = 0 erfüllt, und die Anschlussbedingungen verein-
fachen sich erheblich.
(a) Für 𝑟 < 𝑎 gelten die Feldgleichung (A.13-2a) und die Materialgleichung (A.13-2b).
Feldgleichung, Anschlussbedingungen und asymptotische Bedingung für das Vektorpotential 𝑨

Feldgleichung für 𝑟 < 𝑎∶ 𝚫𝑨(𝒓) = 4𝜋𝜇[𝒎 ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓)] ;

Feldgleichung für 𝑟 > 𝑎∶ 𝚫𝑨(𝒓) = 𝟎;

Anschlussbedingungen für 𝑟 = 𝑎∶

Div𝑩 = 0∶
𝜕(sin 𝜗𝐴𝜙)

𝜕𝜗
|||𝑎−

=
𝜕(sin𝜗𝐴𝜙)

𝜕𝜗
|||𝑎+

ersetzt durch 𝐴𝜙(𝑎−, 𝜗) = 𝐴𝜙(𝑎+, 𝜗) ;

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎∶ 1
𝜇
𝜕(𝑟𝐴𝜙)
𝜕𝑟

|||𝑎−
=

𝜕(𝑟𝐴𝜙)
𝜕𝑟

|||𝑎+
;

asymptotische Bedingung: 𝑨(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝟎.

(6.10-3a)

(6.10-3b)

(6.10-3c)

(6.10-3d)

(6.10-3e)
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Was die Anschlussbedingung (6.10-3c) betrifft gilt eine analoge Argumentation wie in der
Elektrostatik (siehe die Bemerkung bei der Aufgabe 3.4).
(b) Lösungsansatz

𝐴𝜙(𝑟, 𝜗) = {

𝜇𝑚sin𝜗
𝑟2 +𝐴𝑚𝑟sin𝜗𝑎3 für 𝑟 ≤ 𝑎

𝜇𝑚sin𝜗
𝑟2 +𝐴𝑚sin𝜗

𝑟2 für 𝑟 ≥ 𝑎
, (6.10-4)

𝜕(𝑟𝐴𝜙(𝑟, 𝜗))
𝜕𝑟 = {

−𝜇𝑚sin𝜗
𝑟2 + 2𝐴𝑚𝑟sin𝜗𝑎3 für 𝑟 < 𝑎

−𝜇𝑚sin𝜗
𝑟2 −𝐴𝑚sin𝜗

𝑟2 für 𝑟 > 𝑎
. (6.10-5)

Physikalisch: Das Einbringen des magnetischen Punktdipols𝒎 in das Zentrum der dia-
oder paramagnetischenKugel führt zu einerMagnetisierung der Kugel. GemäßGl. (A.13-4)
von Anhang A.13 wird am Ort des eingebrachten Dipols ein Magnetisierungs-Punktdipol
mit demMoment𝒎M = (𝜇 − 1)𝒎 „induziert“, und auf der Kugeloberfläche bildet sich ein
(zunächst noch unbekannter) Magnetisierungs-Flächenstrom𝑲M(𝜗) aus. Die Überlage-
rung der beiden am gleichen Ort befindlichen Punktdipole mit den Momenten𝒎 und𝒎M
gibt einen Punktdipolmit demMoment 𝜇𝒎, den ich imFolgenden als zentralen Punktdipol
bezeichne.
Mathematisch: Im Lösungsansatz (6.10-4) für 𝑟 < 𝑎 ist der erste Term mal 𝒆𝜙 das Vek-
torpotential des zentralen Punktdipols (Partikulärintegral der inhomogenen Gleichung
(6.10-3a)), der zweite Termmal 𝒆𝜙 ist ein reguläres Partikulärintegral derVektorlaplaceglei-
chung (Lösung der homogenenGleichung zu (6.10-3a)) und stellt das Vektorpotential des auf
der Fläche 𝑟 = 𝑎 durch Magnetisierung des Mediums hervorgerufenen Magnetisierungs-
Flächenstromes𝑲M(𝜗) dar.
Im Lösungsansatz (6.10-4) für 𝑟 > 𝑎 ist der erste Term mal 𝒆𝜙 das Vektorpotential des
zentralen Punktdipols (für 𝑟 > 𝑎 Partikulärintegral der Vektorlaplacegleichung (6.10-3b)),
der zweite Termmal 𝒆𝜙 ist ein reguläres Partikulärintegral der Vektorlaplacegleichung
(6.10-3b) und stellt das Vektorpotential des auf der Fläche 𝑟 = 𝑎 durch Magnetisierung
des Mediums hervorgerufenen Magnetisierungs-Flächenstromes𝑲M(𝜗) dar.
Der Lösungsansatz erfüllt die Feldgleichungen (6.10-3a), (6.10-3b), die Anschlussbedin-
gung (6.10-3c) und die asymptotische Bedingung (6.10-3e). Zu erfüllen bleibt lediglich
noch die Anschlussbedingung (6.10-3d).
Mit dem Lösungsansatz (6.10-4) ergibt die Anschlussbedingung (6.10-3d)

−1 + 2
𝜇 𝐴 = −𝜇 − 𝐴 ⇒ 𝐴 = −𝜇(𝜇 − 1)

𝜇 + 2 . (6.10-6)

Ergebnis für das Vektorpotential:

𝑨(𝑟, 𝜗) =
⎧

⎨
⎩

𝜇𝒎 ⨯ 𝒓
𝑟3 (1 −

𝜇 − 1
𝜇 + 2

𝑟3
𝑎3 ) für 𝑟 ≤ 𝑎

3𝜇
𝜇 + 2

𝒎 ⨯ 𝒓
𝑟3 = 𝒎 ⨯ 𝒓

𝑟3 (1 +
2(𝜇 − 1)
𝜇 + 2 ) für 𝑟 ≥ 𝑎

. (6.10-7)
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Im Außenraum der Kugel liegt ein magnetisches Punktdipolfeld vor.
Für 𝜇 = 1 erhält man im ganzen Raum das Feld des Punktdipols im Ursprung mit dem
Moment𝒎.✓ Durch die Magnetisierung der Kugel wird das Dipolfeld im Bereich 𝑟 > 𝑎
abgeschwächt (𝜇 < 1 Diamagnetismus) oder verstärkt (𝜇 > 1 Paramagnetismus). Der
zweite Term bei 𝑟 < 𝑎 ist das Vektorpotential des Magnetisierungs-Flächenstromes auf der
Kugeloberfläche, der zweite Term bei 𝑟 > 𝑎 ist das Vektorpotential des Magnetisierungs-
Punktdipols im Ursprung plus des Magnetisierungs-Oberflächenstromes.

(c) Das Magnetfeld im Außenraum der Kugel können wir mithilfe der bekannten Formel
aus der Angabe unmittelbar anschreiben:

𝑩(𝒓) = 3𝜇
𝜇 + 2

3(𝒎 •𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒎
𝑟5 für 𝑟 > 𝑎. (6.10-8)

Für die Berechnung des Magnetfeldes im Inneren der Kugel spalte ich das Vektorpotential
in zwei Summanden auf:

𝑨(𝒓) = 𝑨1(𝒓) + 𝑨2(𝒓) mit 𝑨1(𝒓) ≔
𝜇𝒎 ⨯ 𝒓
𝑟3 , 𝑨2(𝒓) ≔ −𝜇(𝜇 − 1)

𝜇 + 2
𝒎 ⨯ 𝒓
𝑎3 .

Den Feldanteil 𝑩1(𝒓) „kennen wir“, den Feldanteil 𝑩2(𝒓) zu berechnen ist einfach:

𝐫𝐨𝐭 (𝒎 ⨯ 𝒓) = 𝒎 div 𝒓 − (𝒎 •𝐠𝐫𝐚𝐝)𝒓 = 3𝒎−𝒎 = 2𝒎.

Magnetfeld im Inneren der Kugel:

𝑩(𝒓) = 𝜇 [3(𝒎
• 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒎
𝑟5 − 2(𝜇 − 1)𝒎

(𝜇 + 2)𝑎3 ]
für 𝑟 < 𝑎. (6.10-9)

(d) Magnetisierungs-Volumsstromdichte und Magnetisierungs-Oberflächenstromdichte

In einem homogenen Dia- oder Paramagnetikum ist die Magnetisierungs-Volumsstrom-
dichte 𝒋M nur dort von null verschieden, wo die freie Volumsstromdichte 𝒋 von null ver-
schieden ist, und zwar besteht der Zusammenhang (A.13-4). Somit:

𝒋M = (𝜇 − 1)𝒋(𝒓) = −𝑐(𝜇 − 1)𝒎 ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓) ,
d. h. Magnetisierungs-Punktdipol mit demMoment
𝒎M = (𝜇 − 1)𝒎 im Ursprung, sonst 𝒋M = 𝟎.

(6.10-10)

Die Magnetisierungs-Flächenstromdichte auf der Oberfläche der Kugel erhalten wir aus
𝑲M = 𝑐 𝐑𝐨𝐭𝑴 :

𝑲M(𝜗) = 𝑐 (𝒆𝑟 ⨯𝑴)||𝑎+− 𝑐 (𝒆𝑟 ⨯𝑴)||𝑎−= −𝑐 (𝒆𝑟 ⨯𝑴)||𝑎−= −𝑐 𝜇 − 1
4𝜋𝜇 (𝒆𝑟 ⨯ 𝑩)||𝑎−.
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Mit Gl. (6.10-9) folgt

−(𝒆𝑟 ⨯ 𝑩)||𝑎−= 𝜇

𝑚 sin𝜗 𝒆𝜙
⏞⎴⏞⎴⏞
(𝒆𝑟 ⨯𝒎)

1
𝑎3

3𝜇
𝜇 + 2

⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞
[1 +

2(𝜇 − 1)
𝜇 + 2 ] ,

𝑲M(𝜗) =
𝜇(𝜇 − 1)
𝜇 + 2

3𝑐𝑚sin𝜗
4𝜋𝑎3 𝒆𝜙 . (6.10-11)

6.11 Da es im ganzen Raum keine freien („expliziten“) Ströme gibt, gilt im ganzen
Raum 𝐫𝐨𝐭𝑯 = 𝟎, und das𝑯-Feld lässt sich als negativer Gradient eines skalaren Potentials
darstellen:

𝑯(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑M(𝒓). (6.11-1)

Es ist deshalb zweckmäßig für die mathematische Behandlung des Problems das Hilfsfeld
𝑯 zu benützen. Das Magnetfeld 𝑩wird dann über die Materialgleichungen berechnet.
Verwenden wir Kugelkoordinaten mit dem Ursprung im Kugelmittelpunkt und der 𝑧-

Achse in Richtung von𝑴0, dann lauten die Materialgleichungen

𝑩(𝒓) = 𝜇0𝑯(𝒓) + 4𝜋𝑀0𝒆𝑧 für 𝑟 < 𝑎, 𝑩(𝒓) = 𝜇𝑯(𝒓) für 𝑟 > 𝑎. (6.11-2)

Wegen div𝑩 = 0 gilt daher auch im ganzen Raum div𝑯(𝒓) = 0, und das magnetische
Potential erfüllt die Laplacegleichung:

Δ𝜑M(𝑟, 𝜗) = 0. (6.11-3)

Eine im ganzen Raum stetige Lösung der Laplacegleichung ist

𝜑M(𝑟, 𝜗) = {

𝑚
𝑎3 𝑟 cos 𝜗 für 𝑟 ≤ 𝑎

𝑚 cos𝜗
𝑟2 für 𝑟 ≥ 𝑎

. (6.11-4)

Die Konstante𝑚 ist aus der Anschlussbedingung Div𝑩 = 0 zu bestimmen.
Aus Gl. (6.11-4) folgt zunächst (𝑟 cos 𝜗 = 𝑧)

𝑯(𝒓) = −𝑚𝑎3 𝒆𝑧 für 𝑟 < 𝑎. (6.11-5)

Das magnetische Potential für 𝑟 ≥ 𝑎 können wir mit𝒎 ∶= 𝑚𝒆𝑧 in der Form

𝜑M(𝑟, 𝜗) =
𝒎•𝒓
𝑟3 (6.11-6)

schreiben. Das erkennen wir als magnetisches Potential eines (fiktiven) magnetischen
Punktdipols im Ursprung mit dem Moment𝒎, und das zugehörige𝑯-Feld für 𝑟 > 𝑎 ist
durch

𝑯(𝒓) = 3(𝒎 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒎
𝑟5 (6.11-7)
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gegeben. Aus (6.11-4) erhalten wir für die Radialkomponente von𝑯

𝐻𝑟(𝑎−, 𝜗) = −𝑚𝑎3 cos 𝜗, 𝐻𝑟(𝑎+, 𝜗) =
2𝑚
𝑎3 cos 𝜗, (6.11-8)

und unter Benützung der Materialgleichungen (6.11-2) für die Radialkomponente von 𝑩

𝐵𝑟(𝑎−, 𝜗) = [−𝜇0
𝑚
𝑎3 + 4𝜋𝑀0]cos 𝜗, 𝐵𝑟(𝑎+, 𝜗) = 𝜇 2𝑚𝑎3 cos 𝜗. (6.11-9)

Aus der Anschlussbedingung Div𝑩 = 0 , d. h. 𝐵𝑟(𝑎−, 𝜗) = 𝐵𝑟(𝑎−, 𝜗) ergibt sich für die
Konstante𝑚

𝑚 = 4𝜋
2𝜇 + 𝜇0

𝑎3𝑀0 . (6.11-10)

Nun können wir die Lösung in Vektorform, also in einer von der Wahl des Koordinatensys-
tems unabhängigen Weise, anschreiben:

𝑟 < 𝑎∶ 𝑯(𝒓) = − 4𝜋
2𝜇 + 𝜇0

𝑴0 , 𝑩(𝒓) = 8𝜋𝜇
2𝜇 + 𝜇0

𝑴0 ;

𝑟 > 𝑎∶ 𝑯(𝒓) = 3(𝒎 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒎
𝑟5 , 𝑩(𝒓) = 𝜇 3(𝒎

• 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒎
𝑟5 ;

𝑴(𝒓) = 1
4𝜋 [𝑩(𝒓) −𝑯(𝒓)] =

𝜇 − 1
4𝜋

3(𝒎 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒎
𝑟5

mit 𝒎 = 4𝜋
2𝜇 + 𝜇0

𝑎3𝑴0 .

(6.11-11a)

(6.11-11b)

(6.11-11c)

(6.11-11d)

Im Inneren des idealen Ferromagnetikums liegt ein homogenes Feld, im umgebenden Medi-
um einmagnetisches Punktdipolfeld vor.

6.12* Da es im ganzen Raum keine freien („expliziten“) Ströme gibt, gilt im ganzen
Raum 𝐫𝐨𝐭𝑯 = 𝟎, und das𝑯-Feld lässt sich als negativer Gradient eines skalaren Potentials
darstellen:

𝑯(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑M(𝒓). (6.12-1)

Es ist deshalb zweckmäßig für die mathematische Behandlung des Problems das Hilfsfeld
𝑯 zu benützen. Das Magnetfeld 𝑩wird dann über die Materialgleichungen berechnet.
Verwenden wir Kugelkoordinaten mit dem Ursprung im Kugelmittelpunkt dann lauten

die Materialgleichungen

𝑩(𝒓) = 𝜇0𝑯(𝒓) + 4𝜋𝑴0 für 𝑟 < 𝑎, 𝑩(𝒓) = 𝑯(𝒓) für 𝑟 > 𝑎. (6.12-2)

Wegen div𝑩 = 0 gilt daher auch im ganzen Raum div𝑯(𝒓) = 0 , und das magnetische
Potential erfüllt die Laplacegleichung:

Δ𝜑M(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 0. (6.12-3)
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Legenwirdie𝑧-Achse inRichtungvon𝑩0 , somussdas𝑯-Felddie asymptotischeBedingung

𝑯(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝐵0𝒆𝑧 (𝐵0 = 𝐻0) (6.12-4)

erfüllen, und das magnetische Potential muss sich asymptotisch gemäß

𝜑M(𝑟 → +∞,𝜗, 𝜙) ∼ −𝐵0𝑧 = −𝐵0 𝑟 cos 𝜗 = −𝐵0 𝑟𝑃1(cos 𝜗) (6.12-5)

verhalten.
Besitzt𝑴0 nicht 𝑧-Richtung, so besteht keine axiale Symmetrie, und es werden für die

Lösung der Laplacegleichung die Kugelflächenfunktionen benötigt. Im Folgenden spalte
ich die Anteile mit axialer Symmetrie additiv ab und versehe sie mit dem Index1, die
nicht-axialsymmetrischen Anteile erhalten den Index2.
Eine für 𝑟 < 𝑎 reguläre für 𝑟 = 𝑎 stetige Lösung der Laplacegleichung, welche sich

asymptotisch gemäß (6.12-5) verhält, ist 𝜑M = 𝜑M1+ 𝜑M2 mit

𝜑M1(𝑟, 𝜗) = {
( 𝐶𝑎3 − 𝐵0) 𝑟𝑃1(cos 𝜗) für 𝑟 ≤ 𝑎

(−𝐵0𝑟 +
𝐶
𝑟2 )𝑃1(cos 𝜗) für 𝑟 ≥ 𝑎

, (6.12-6a)

𝜑M2(𝑟,𝛺) = {

𝐹
𝑎3 𝑟𝑌11(𝛺) +

𝐺
𝑎3 𝑟𝑌1,−1(𝛺) für 𝑟 ≤ 𝑎

𝐹
𝑟2 𝑌11(𝛺) +

𝐺
𝑟2 𝑌1,−1(𝛺) für 𝑟 ≥ 𝑎

. (6.12-6b)

Die Konstanten 𝐶,𝐹 und 𝐺 sind aus der Anschlussbedingung Div𝑩 = 0, d. h. aus der
Stetigkeitsforderung für die Radialkomponente von 𝑩, und der linearen Unabhängigkeit
der Kugelflächenfunktionen zu bestimmen.
Für die Radialkomponente von𝑯 erhalten wir 𝐻𝑟 = 𝐻𝑟1+𝐻𝑟2 mit

𝐻𝑟1(𝑎−, 𝜗) = −( 𝐶𝑎3 − 𝐵0)𝑃1(cos 𝜗) , 𝐻𝑟1(𝑎+, 𝜗) = (𝐵0 +
2𝐶
𝑎3 )𝑃1(cos 𝜗) ,

𝐻2𝑟(𝑎−,𝛺) = − 𝐹
𝑎3 𝑌11(𝛺) −

𝐺
𝑎3 𝑌1,−1(𝛺), 𝐻2𝑟(𝑎+,𝛺) = +2𝐹𝑎3 𝑌11(𝛺) +

2𝐺
𝑎3 𝑌1,−1(𝛺).

Um die Anschlussbedingung 𝐵𝑟(𝑎−,𝛺) = 𝐵𝑟(𝑎+,𝛺) auswerten zu können, müssen wir
die Radialkomponente von 𝑴0 = 𝑴0,1+𝑴0,2 durch Kugelflächenfunktionen ausdrücken:

𝑀0,1𝑟(𝛺) ≔ 𝑀0𝑧 (𝒆𝑧 • 𝒆𝑟) = cos 𝜗𝑀0𝑧 = 𝑃1(cos 𝜗)𝑀0𝑧 ,

𝑀0,2𝑟(𝛺) ≔ 𝑀0𝑥 (𝒆𝑥 • 𝒆𝑟) +𝑀0𝑦 (𝒆𝑦 • 𝒆𝑟) = sin𝜗 cos𝜙𝑀0𝑥 + sin𝜗 sin𝜙𝑀0𝑦

= −√
2𝜋
3 [𝑌11(𝛺) − 𝑌1,−1(𝛺)]𝑀0𝑥 + 𝑖√

2𝜋
3 [𝑌11(𝛺) + 𝑌1,−1(𝛺)]𝑀0𝑦 .
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Unter Benützung der Materialgleichungen (6.12-2) erhalten wir dann für die Radialkom-
ponente von 𝑩 = 𝑩1+𝑩2

𝐵1𝑟(𝑎−, 𝜗) = [−𝜇0(
𝐶
𝑎3 − 𝐵0) + 4𝜋𝑀0𝑧]𝑃1(cos 𝜗) ,

𝐵1𝑟(𝑎+, 𝜗) = (𝐵0 +
2𝐶
𝑎3 )𝑃1(cos 𝜗) ,

𝐵2𝑟(𝑎−,𝛺) = −𝜇0
𝐹
𝑎3 𝑌11(𝛺) − 𝜇0

𝐺
𝑎3 𝑌1,−1(𝛺) + 4𝜋𝑀0,2𝑟(𝛺),

𝐵2𝑟(𝑎+,𝛺) = +2𝐹𝑎3 𝑌11(𝛺) +
2𝐺
𝑎3 𝑌1,−1(𝛺).

Aus der Anschlussbedingung 𝐵𝑟(𝑎−,𝛺) = 𝐵𝑟(𝑎+,𝛺) ergibt sich für die Konstanten
𝐶
𝑎3 − 𝐵0 = − 3

𝜇0+ 2 𝐵0 +
4𝜋

𝜇0+ 2𝑀0𝑧 , 𝐶 = 𝜇0− 1
𝜇0+ 2 𝑎

3𝐵0 +
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑎
3𝑀0𝑧 ,

𝐹
𝑎3 = − 4𝜋

𝜇0+ 2√
2𝜋
3 (𝑀0𝑥− 𝑖𝑀0𝑦),

𝐺
𝑎3 =

4𝜋
𝜇0+ 2√

2𝜋
3 (𝑀0𝑥+ 𝑖𝑀0𝑦).

Für 𝑟 < 𝑎 nimmt das Potential 𝜑M2 nach Einsetzen von 𝐹/𝑎3 und 𝐺/𝑎3 und einer kurzen
elementaren Zwischenrechnung die Form

𝜑M2(𝑟,𝛺) =
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑴0,2 • 𝒓 (6.12-7)

an, und wegen 𝐠𝐫𝐚𝐝(𝒂 • 𝒓) = 𝒂 folgt

𝑯2 = − 4𝜋
𝜇0+ 2 𝑴0,2 . (6.12-8)

Für 𝑟 > 𝑎 nimmt das Potential 𝜑M2 nach Einsetzen von 𝐹/𝑎3 und 𝐺/𝑎3 die Form

𝜑M2(𝑟,𝛺) =
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑎
3 𝑴0,2 • 𝒓

𝑟3 (6.12-9)

an, und es folgt

𝑯2 =
3(𝒎2 • 𝒓) 𝒓 − 𝑟2𝒎2

𝑟5 mit 𝒎2 ≔
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑎
3𝑴0,2 . (6.12-10)

Zusammenfassung:

𝑟 < 𝑎∶ 𝑯1(𝒓) =
3

𝜇0+ 2 𝑩0 −
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑴0,1 , 𝑩1(𝒓) =
3𝜇0
𝜇0+ 2 𝑩0 +

8𝜋
𝜇0+ 2𝑴0,1 ,

𝑯2(𝒓) = − 4𝜋
𝜇0+ 2𝑴0,2 , 𝑩2(𝒓) =

8𝜋
𝜇0+ 2𝑴0,2 ;

𝑟 > 𝑎∶ 𝑯1(𝒓) = 𝑩1(𝒓) = 𝑩0 +
3(𝒎1 • 𝒓) 𝒓 − 𝑟2𝒎1

𝑟5 mit 𝒎1 =
𝜇0− 1
𝜇0+ 2 𝑎

3𝑩0 +
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑎
3𝑴0,1 ,

𝑯2(𝒓) = 𝑩2(𝒓) =
3(𝒎2 • 𝒓) 𝒓 − 𝑟2𝒎2

𝑟5 mit 𝒎2 =
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑎
3𝑴0,2 .

Dabei gilt 𝑴0,1 = 𝑀0𝑧 𝒆𝑧 , 𝑴0,2 = 𝑀0𝑥 𝒆𝑥+𝑀0𝑦 𝒆𝑦 und 𝑴0 = 𝑴0,1+𝑴0,2 .
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Ergebnis für die Feldstärken𝑯 und 𝑩

𝑟 < 𝑎∶ 𝑯(𝒓) = 3
𝜇0+ 2 𝑩0 −

4𝜋
𝜇0+ 2 𝑴0 ,

𝑩(𝒓) = 3𝜇0
𝜇0+ 2 𝑩0 +

8𝜋
𝜇0+ 2𝑴0 ;

𝑟 > 𝑎∶ 𝑯(𝒓) = 𝑩(𝒓) = 𝑩0 +
3(𝒎 • 𝒓)𝒓 − 𝑟2𝒎

𝑟5

mit 𝒎 = 𝜇0− 1
𝜇0+ 2 𝑎

3𝑩0 +
4𝜋

𝜇0+ 2 𝑎
3𝑴0 .

(6.12-11a)

(6.12-11b)

(6.12-11c)

(6.12-11d)

Als Vektorbeziehungen sind diese Formeln von der Wahl des Koordinatensystems unab-
hängig.

Im Inneren des idealen Ferromagnetikums liegt ein homogenes Magnetfeld, im umgeben-
den Medium liegt das ursprüngliche homogene Magnetfeld plus einmagnetisches Punktdi-
polfeld vor.
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Testaufgaben

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T6.1 Ein para- oder diamagnetischer Zylinder (Radius 𝑎, Permeabilität 𝜇) werde in das
Magnetfeld eines von einem zeitlich konstanten Strom 𝐼 durchflossenen dünnen geraden
Leitersℒ gebracht und zwar so, dass die Zylinderachse parallel zum Leiter verläuft und
von diesem den Abstand 𝑅0 > 𝑎 besitzt.

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die im Innen- bzw. Außenraum des Zylin-
ders geltenden Feldgleichungen an. Welche Bedingungen muss 𝑩 auf der Zylinder-
oberfläche und in unendlicher Entfernung vom Zylinder erfüllen?

Abbildung 1 Abbildung 2

(b) Verifiziere, dass die Feldgleichungen und Bedingungen durch folgende Ansätze erfüllt
werden können:
Für das Außenraumproblem (siehe Abbildung 1) wird der permeable Zylinder durch
zwei fiktive dünne gerade Leiterℒ′

1,ℒ′
2 ersetzt, welche zuℒ parallel sind undmitℒ

und der Zylinderachse in einer Ebene liegen. Der eine dieser Leiter, ℒ′
1, soll dabei von

der Zylinderachse den Abstand 𝑅′0 = 𝑎2/𝑅0 besitzen („Bild“ von ℒ) und von einem
Strom 𝐼′ durchflossen sein, der andere,ℒ′

2 , soll mit der Zylinderachse zusammenfallen
und von einem Strom−𝐼′ durchflossen sein.
Für das Innenraumproblem (siehe Abbildung 2) werden der permeable Zylinder und der
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Strom 𝐼 im Leiterℒ durch einen fiktiven Strom 𝐼″ inℒ ersetzt.

Berechne die Ströme 𝐼′, 𝐼″.

(c) Berechne die Magnetisierung𝑴 und das𝑯-Feld im Inneren des Zylinders. Berechne
ferner die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren, die Magnetisierungs-
Flächenstromdichte 𝑲M auf der Oberfläche des Zylinders und die zugehörigen in
Richtung der Zylinderachse fließenden Gesamtströme 𝐼M,Raum bzw. 𝐼M,Oberfl..

(d) Berechne die Kraft 𝒇, die pro Längeneinheit auf den Leiterℒwirkt.

Anleitung: Lege die 𝑧-Achse in die Zylinderachse und lasse die 𝑧𝑥-Ebenemit der von Zylinderachse
undLeiterℒ aufgespanntenEbene zusammenfallen.DasMagnetfeld eines Linienstromes 𝐼, welcher
im Vakuum längs der 𝑧-Achse in positiver 𝑧-Richtung fließt, kann als bekannt angesehen werden
(siehe Aufgabe 4.4). Die entsprechende Feldstärke 𝑩 ist durch

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 0)

gegeben. Ferner kann die in Aufgabe 4.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit
zwischen zwei parallelen Linienströmen 𝐼1, 𝐼2 als bekannt angesehen werden (𝒆 Richtung von
Linienstrom 𝐼1 zum Linienstrom 𝐼2 , 2𝑏 senkrechter Abstand der Linienströme):

𝒇1 = −𝒇2 =
𝐼1𝐼2
𝑏 𝒆.

Ergebnisse: zu (b): 𝐼′ = 𝜇− 1
𝜇 + 1 𝐼, 𝐼″ = 2𝜇

𝜇 + 1 𝐼.

zu (d): 𝒇 = −2𝐼
2

𝑐2
𝜇 − 1
𝜇 + 1

𝑎2

𝑅0 (𝑅20 − 𝑎2)
𝒆𝑥 .

Zu Punkt (d) siehe auch die Aufgabe 6.8, in welcher die Kraft 𝒇mithilfe des maxwellschen Span-
nungstensors berechnet wird.

T6.2 Ein para- oder diamagnetischer Zylinder (Radius 𝑎, Permeabilität 𝜇) werde in
ein (ursprünglich) homogenes Magnetfeld 𝑩0 = (0, 0, 𝐵0) gebracht, und zwar so, dass die
Zylinderachse mit der 𝑧-Achse zusammenfällt.

(a) Schreibe für die Feldstärke 𝑩 die im Innen- bzw. im Außenraum des Zylinders gelten-
den Feldgleichungen an. Welche Stetigkeits- bzw. Randbedingungenmuss 𝑩 auf der
Zylinderoberfläche und im Unendlichen erfüllen?

(b) Berechne die Feldstärke 𝑩 im Innen- und Außenraum des Zylinders.

(c) Berechne die Magnetisierung𝑴 im Inneren des Zylinders.

(d) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren des Zylinders und
die Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf der Zylinderoberfläche.
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Anleitung: Es empfiehlt sich, das vorliegende Problem unter Ausnützen der hohen Symmetrie
durch unmittelbares Lösen der Feldgleichungen für 𝑩 zu behandeln.

T6.3 Eine para- oder diamagnetische Kugelschale (innerer Radius 𝑎, äußerer Radi-
us 𝑏, Mittelpunkt = Ursprung, Permeabilität 𝜇) werde in ein (ursprünglich) homogenes
Magnetfeld 𝑩0 = (0, 0, 𝐵0), 𝐵0 > 0, gebracht.

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die in den drei Raumgebieten 𝒢1∶ 𝑟 < 𝑎,
𝒢2∶ 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝒢3∶ 𝑟 > 𝑏 geltenden Feldgleichungen an. Welche Bedingungen muss 𝑩
auf den Kugelflächen 𝑟 = 𝑎, 𝑟 = 𝑏 und im Unendlichen erfüllen?

(b) Hinweis: Da es im Endlichen keine Volumsströme gibt, lässt sich die magnetische Feldstärke
als negativer Gradient eines skalaren magnetischen Potentials 𝜑M darstellen.

Schreibe für dasmagnetische Potential 𝜑M die in den Raumgebieten 𝒢1, 𝒢2, 𝒢3 geltende
Feldgleichung an. Welche Bedingungen muss 𝜑M auf den Kugelflächen 𝑟 = 𝑎, 𝑟 = 𝑏
und im Unendlichen erfüllen?

(c) Berechne die magnetische Feldstärke im Raumgebiet 𝒢1, d. h. im Hohlraum.

Ergebnis zu (c):

𝑩1 = 𝑩0 −
2(𝜇 − 1)2 (𝑏3− 𝑎3)

(2𝜇 + 1)(𝜇 + 2)𝑏3 − 2(𝜇 − 1)2𝑎3
𝑩0 .

T6.4 Der Halbraum 𝑥 ≤ 0 sei von einer para- oder diamagnetischen Substanz mit der
Permeabilität 𝜇 erfüllt. Vor diesem Halbraum befinde sich im Abstand 𝑑 in der 𝑧𝑥-Ebene
ein zur 𝑧-Achse paralleler dünner gerader Leiterℒ, welcher von einem zeitlich konstanten
Strom 𝐼 durchflossen wird.

(a) Schreibe für die magnetische Feldstärke 𝑩 die für 𝑥 < 0 bzw. 𝑥 > 0 geltenden Feld-
gleichungen an. Welche Stetigkeitsbedingungen muss 𝑩 für 𝑥 = 0 erfüllen? Welche
asymptotische Bedingung muss 𝑩 für 𝑥 → +∞ erfüllen?

(b) Verifiziere, dass Feldgleichungen, Stetigkeitsbedingungen und asymptotische Bedin-
gung von (a) durch folgende Ansätze erfüllt werden können:
Für die Berechnung des Magnetfeldes für 𝑥 > 0 wird die permeable Substanz durch
einen fiktiven dünnen geraden Leiter ℒ′ ersetzt („Bild“ von ℒ), welcher zu ℒ bzgl. der
Ebene 𝑥 = 0 spiegelbildlich liegt und von einem Strom 𝐼′ durchflossen wird.
Für die Berechnung des Magnetfeldes für 𝑥 < 0 werden die permeable Substanz bei
𝑥 ≤ 0 und der Strom 𝐼 im Leiterℒ durch einen fiktiven Strom 𝐼″ inℒ ersetzt.

Berechne die Ströme 𝐼′, 𝐼″.

(c) Berechne für 𝑥 < 0 die Magnetisierung𝑴 und das𝑯-Feld.
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(d) Berechne für 𝑥 < 0 die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M . Berechne ferner die
Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf der Fläche 𝑥 = 0 und die in 𝑧-Richtung
fließenden Gesamtströme 𝐼M,Raum bzw. 𝐼M,Oberfl..

(e) Berechne die Kraft 𝒇, die pro Längeneinheit auf den Leiterℒwirkt.

DasMagnetfeld eines Linienstromes 𝐼, welcher imVakuum längs der 𝑧-Achse in positiver 𝑧-Richtung
fließt, kann als bekannt angesehen werden (siehe Aufgabe 4.4). Die entsprechende Feldstärke 𝑩 ist
durch

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
𝑥2 + 𝑦2 ,

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 0)

gegeben. Ferner kann die in Aufgabe 4.4 (b) bewiesene Formel für die Kraft pro Längeneinheit
zwischen zwei parallelen Linienströmen 𝐼1, 𝐼2 als bekannt angesehen werden (𝒆 Richtung von
Linienstrom 𝐼1 zum Linienstrom 𝐼2 , 2𝑏 senkrechter Abstand der Linienströme):

𝒇1 = −𝒇2 =
𝐼1𝐼2
𝑏 𝒆.

T6.5 Ein permanentmagnetisierter unendlich langer Zylinder mit dem Radius 𝑎 und
der 𝑧-Achse als Zylinderachse besitzt die Magnetisierung

𝑴(𝒓) = 𝑀0𝒆𝑧 , 𝑀0 > 0

(𝑅, 𝜙, 𝑧 Zylinderkoordinaten).

(a) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren des Zylinders und
die Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf dem Zylindermantel.

(b) Berechne im gesamten Raum das vommagnetisierten Zylinder verursachte 𝑩-Feld.

T6.6 Ein permanentmagnetisierter unendlich langer Zylinder mit dem Radius 𝑎 und
der 𝑧-Achse als Zylinderachse besitzt die Magnetisierung

𝑴(𝒓) = 𝑀0
𝑅2
𝑎2 𝒆𝜙 , 𝑀0 > 0

(𝑅, 𝜙, 𝑧 Zylinderkoordinaten).

(a) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren des Zylinders und
die Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf dem Zylindermantel sowie den in
𝑧-Richtung fließenden Gesamtstrom.

(b) Berechne im gesamten Raum das vommagnetisierten Zylinder verursachte 𝑩-Feld
und gib für den gesamten Raum das zugehörige𝑯-Feld an.

T6.7 Eine permanent magnetisierte Kugel mit dem Radius 𝑎 besitzt die homogene
Magnetisierung 𝑴(𝒓) = 𝑀0𝒆𝑧 .

286



Testaufgaben

(a) Berechne die Magnetisierungs-Volumsstromdichte 𝒋M im Inneren der Kugel und die
Magnetisierungs-Flächenstromdichte𝑲M auf der Kugeloberfläche.

(b) Berechne im gesamten Raum das von der magnetisierten Kugel verursachte 𝑩-Feld
und gib für den gesamten Raum das zugehörige𝑯-Feld an.

Ergebnisse für das Magnetfeld 𝑩:

𝑟 < 𝑎∶ homogenes Feld 𝑩(𝒓) = 8𝜋
3
𝑀0𝒆𝑧

𝑟 > 𝑎∶ Feld eines fiktiven magnetischen Punktdipols
im Ursprung mit demMoment 𝒎 = 4𝜋𝑎3

3
𝑀0𝒆𝑧

T6.8 Siehe die Vorbemerkung zur Aufgabe 6.11.

Ein Kreiszylinder vom Radius 𝑎, welcher aus einem idealisierten Ferromagnetikum
mit der Materialkonstanten 𝜇0 besteht, ist senkrecht zur Zylinderachse homogen ma-
gnetisiert mit der permanenten Magnetisierung𝑴0 und befindet sich in einem dia- oder
paramagnetischen Medium mit der Permeabilität 𝜇. Berechne im gesamten Raum das
Magnetfeld 𝑩 sowie die von dem permanent magnetisierten Zylinder im umgebenden
Medium verursachte Magnetisierung.

Hinweis: Da es im gesamten Raum keine freien („expliziten“) Ströme gibt, lässt sich das𝑯-Feld als
negativer Gradient eines skalaren Potentials 𝜑M darstellen.
Anleitung: Verwende für die Rechnung Zylinderkoordinaten mit der Zylinderachse als 𝑧-Achse
und der Richtung von𝑴0 als 𝑥-Richtung. Beachte ferner: cos 𝜙 𝒆𝑅 + sin𝜙 𝒆𝜙 = 2cos𝜙 𝒆𝑅 − 𝒆𝑥 =
2(𝒆𝑥 • 𝒆𝑅) 𝒆𝑅− 𝒆𝑥.

Ergebnis für das 𝑩-Feld:

𝑅 < 𝑎∶ 𝑩(𝒓) = 4𝜋𝜇
𝜇 + 𝜇0

𝑴0 ; 𝑅 > 𝑎∶ 𝑩(𝒓) = 𝜇 2(𝒎
• 𝑹)𝑹 − 𝑅2𝒎
𝑅4 ; 𝒎 = 4𝜋𝑎2

𝜇 + 𝜇0
𝑴0 .
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7. Reflexion, Brechung, Totalreflexion, Extinktion
und Beugung elektromagnetischer Wellen

Angaben

7.1 Eine planparallele Platte der Dicke 𝑑, welche aus einem Dielektrikum besteht,
befindet sich zwischen zwei dielektrischen Medien. Die Dielektrizitätskonstanten der drei
Substanzen sind 𝜀1, 𝜀2 und 𝜀3, ferner sei 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 1.
Auf diese Platte fällt senkrecht eine monochromatische ebene elektromagnetische Welle
ein (siehe die Abbildung).

Für welche Werte der Dicke 𝑑 reflektiert die Platte die einfallende Welle am schwächsten?
Kannman durch geeignete Wahl der Materialien erreichen, dass im Medium1 überhaupt
keine reflektierte Welle auftritt?

Hinweis: Für die Untersuchung dieser Fragen kann die einfallende Welle ohne Einschränkung der
Allgemeinheit der Ergebnisse als linear polarisiert angenommen werden.

Testaufgabe zum Selbstüben: T7.4.

7.2* EindielektrischesMediummit derDielektrizitätskonstante 𝜀undder Permeabilität
𝜇 = 1 ist durch eine planparallele Vakuumschicht der Dicke 𝑑 in zwei Teile getrennt.
Aus einem der Mediumsbereiche fällt unter dem Einfallswinkel 𝛼 eine linear polarisierte
monochromatische ebene Welle mit Schwingungsrichtung senkrecht zur Einfallsebene auf die
Zwischenschicht ein (siehe die Abbildung).
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7. Reflexion, Brechung, Totalreflexion, Extinktion und Beugung elektromagnetischer Wellen

Berechne den Transmissionskoeffizien-
ten für die Transmission in den zweiten
Bereich des Mediums sowie den Refle-
xionskoeffizienten für die Reflexion in
den ersten Bereich.

Testaufgabe zum Selbstüben: In der Test-
aufgabe T7.1 ist dieselbe Aufgabenstellung
für eine einfallende ebeneWelle mit Schwin-
gungsrichtung parallel zur Einfallsebene zu be-
handeln.

7.3 Der Halbraum 𝑧 < 0 sei ladungsfreies Vakuum, der Halbraum 𝑧 ≥ 0 sei von einer
ideal leitenden Substanz erfüllt. Aus dem Vakuum falle eine monochromatische ebene
elektromagnetische Welle auf die Grenzfläche 𝑧 = 0 ein, deren elektrische Feldstärke
durch

𝑬(e)(𝑧, 𝑡) = 𝐸(e)0 cos (𝑘𝑧 − 𝜔𝑡)𝒆𝑥 , 𝐸(e)0 ∈ ℝ+, 𝑘 = 𝜔
𝑐

gegeben ist.

(a) Berechne das elektromagnetische Gesamtwellenfeld, das sich im Halbraum 𝑧 < 0
ausbildet.
Hinweis: Im Inneren eines idealen Leiters ist das elektromagnetische Feld stets null.

(b) Berechne die Flächenladungsdichte und die Flächenstromdichte auf der Oberfläche
𝑧 = 0 des idealen Leiters.

(c) Berechne die Energiedichte und die Energiestromdichte im Halbraum 𝑧 < 0 sowie
deren zeitliche Mittelwerte über eine Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔 des Wellenfeldes.

(d) Berechne die Kraft, die pro Flächeneinheit auf die Oberfläche des idealen Leiters wirkt,
sowie den Zeitmittelwert des Betrages dieser Kraft, den Strahlungsdruck.

Hinweis zu Punkt (d): Siehe den Anhang A.10.2.
Siehe auch die Testaufgabe T7.2.

7.4* Mit Hilfe eines im Vakuum befindlichen Dielektrikums von parallelogrammför-
migem Querschnitt ( fresnelsches Parallelepiped ) soll – wie in der Abbildung dargestellt –
durch zwei aufeinander folgende Totalreflexionen aus ursprünglich linear polarisiertem
monochromatischem Licht zirkular polarisiertes monochromatisches Licht hergestellt
werden.
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Angaben

(a) Welchen Wert muss der Brechungsindex 𝑛 = √𝜀 des Dielektrikums mindestens be-
sitzen, damit der gewünschte Effekt möglich ist, und wie muss der Winkel 𝛼 gewählt
werden?
Bei der Behandlung des Problems sollenMehrfachreflexionen vernachlässigt werden.
Was damit gemeint ist, ist auf Seite 297 erläutert.
Verwende tan 𝜋

8
= √2 − 1.

(b) Mit welcher Schwingungsrichtung bzgl. der Zeichenebene der Abbildung muss die
linear polarisierte ebene Welle auf das Parallelepiped einfallen?

(c) Falls der Effekt für Glas (𝑛 = 1, 51) möglich ist, spezialisiere die Ergebnisse auf diesen
Fall und gib eine Abschätzung der Größe des durch Vernachlässigung von Mehrfachre-
flexionen bedingten Fehlers an.

7.5 Eine zirkular polarisierte monochromatische ebene Welle falle von einem trans-
parenten Mediummit dem Brechungsindex 𝑛 unter dem brewsterschen Einfallswinkel 𝛼B
auf eine ebene Grenzfläche zum Vakuum ein (siehe die Abbildung).

(a) Berechne den Reflexionskoeffizienten 𝑅 und den Transmissionskoeffizienten 𝑇.

(b) Beschreibe ausführlich den Polarisationszustand der transmittierten Welle.

(c) Berechne 𝛼B und 𝛼″ sowie 𝑅 und 𝑇 für den Fall, dass es sich bei demMedium um Glas
handelt (𝑛 = 1,51). Was kannman dann zahlenmäßig zu Punkt (b) sagen?
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7. Reflexion, Brechung, Totalreflexion, Extinktion und Beugung elektromagnetischer Wellen

Anleitung: Benütze die Formeln der Anhänge A.16 und A.17.

Zur Erinnerung: Der brewstersche Einfallswinkel 𝛼 = 𝛼B ist durch 𝛼 + 𝛼″= 𝜋/2 definiert.

7.6

(a) EineniederfrequentemonochromatischeebeneWelle falle voneinemDielektrikummit
der statischenDielektrizitätskonstante 𝜀1senkrecht auf die ebeneGrenzfläche zueinem
Leiter mit der statischen Dielektrizitätskonstante 𝜀2 und der Gleichstromleitfähigkeit
𝜎2 ein. Berechne den Reflexionskoeffizienten 𝑅 und spezialisiere das Ergebnis für die
Grenzfälle, dass das Medium2 ein schlechter Leiter bzw. ein sehr guter Leiter ist, d. h. für
die Grenzfälle 𝜂 = 𝜂(𝜀2, 𝜎2) ≔

4𝜋𝜍2
𝜀2𝜔

≪ 1 bzw. 𝜂 ≫ 1.

(b) Spezialisiere die Ergebnisse von Punkt (a) auf den Sonderfall 𝜀2 = 𝜀1. Für welchenWert
von 𝜂 gilt dann 𝑅 = 𝑇?

Anleitung: Ist das Medium2 ein Leiter, so hat man in den fresnelschen Formeln 𝑛2 durch

𝑛̂2 = √𝜀2+ 𝑖 4𝜋𝜎2𝜔

zu ersetzen. Die einschlägigen Definitionen und Formeln der Anhänge A.16 und A.17 sollen als
bekannt angesehen werden.

7.7* Eine niederfrequente monochromatische ebene Welle falle von einem Dielektri-
kummit der statischenDielektrizitätskonstante 𝜀1unter einemWinkel𝛼 zurNormalenrich-
tung auf die ebene Grenzfläche zu einem Leiter mit der statischen Dielektrizitätskonstante
𝜀2 > 𝜀1 und der Gleichstromleitfähigkeit 𝜎2 ein. Berechne den Brechungswinkel 𝜃 und die
Phasengeschwindigkeit 𝑣2 der gebrochenenWelle und untersuche ihre Extinktion.
Anleitung: Im Brechungsgesetz hat man 𝑛12 = 𝑛2/𝑛1 durch

𝑛̂12 =
𝑛̂2
𝑛1

mit 𝑛̂2 = √𝜀2 + 𝑖 4𝜋𝜎2𝜔 , 𝑛1 = √𝜀1

zu ersetzen, und aus sin 𝜗
sin𝜗″ = 𝑛̂12

ergibt sich komplexes sin𝛼″ und cos 𝛼″. Für die Rechnung ist es zweckmäßig, dann

cos 𝛼″ =∶ 𝜌 exp(𝑖𝜓) , 𝜌 ∈ ℝ+, 𝜓 ∈ [0, 2𝜋)

und

̂𝑘2 =
𝜔
𝑐 𝑛̂2 =

𝜔
𝑐 √𝜀2 + 𝑖 4𝜋𝜎2𝜔 =∶ 𝛾+ 𝑖𝛿 , 𝛾 = 𝛾(𝜀2, 𝜎2) ∈ ℝ, 𝛿 = 𝛿(𝜀2, 𝜎2) ∈ ℝ

zu setzen. Siehe auch die Vorbemerkung zu Anhang A.16.
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Angaben

7.8* Auf einen ideal leitenden im Vakuum befindlichen Kreiszylinder (Radius 𝑎, Zylin-
derachse= 𝑧-Achse) falle eine linear polarisierte monochromatische ebene Welle mit

𝑬1(𝒓, 𝑡) = 𝐸0 exp[𝑖(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡)]𝒆𝑧 , 𝑩1(𝒓, 𝑡) = 𝒆𝑥⨯ 𝑬1(𝒓, 𝑡) , 𝐸0 > 0, 𝑘 = 𝜔
𝑐

ein (einfallendes Wellenfeld: Index1).

(a) Welche Gleichungen ergeben sich für das Raumgebiet 𝑅 > 𝑎 bei Verwendung der
komplexen Schreibweise 𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝑬(𝒓) exp(−𝑖𝜔𝑡), 𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑩(𝒓) exp(−𝑖𝜔𝑡) aus Max-
wellgleichungen undWellengleichungen für die komplexen Gesamtfelder 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓)?

(b) Berechne das Zusatzfeld („sekundäre Feld“) 𝑬2(𝒓), 𝑩2(𝒓) im Raumgebiet 𝑅 > 𝑎 zufolge
des Vorhandenseins des ideal leitenden Zylinders.

(c) Berechne die Flächenstromdichte 𝑲 auf dem Zylindermantel und den zugehörigen
Gesamtstrom 𝐼.

Anleitung zu Punkt (b): Der von den Oberflächenströmen des ideal leitenden Zylinders verursachte
Feldanteil 𝑬2(𝒓, 𝑡), 𝑩2(𝒓, 𝑡) muss aus physikalischen Gründen für große 𝑅 eine richtungsmäßig
amplitudenmodulierte auslaufende Zylinderwelle sein (Ausstrahlungsbedingung; Streuwelle).
Beachte das Verhalten der Hankelfunktionen für große Werte des Argumentes (siehe die Beziehun-
gen (A.2-24), (A.2-25) von Anhang A.2), und verwende die Entwicklung von 𝑒𝑖𝑘𝑥 nach Besselfunk-
tionen (siehe Gl. (A.2-27)).
Anleitung zuPunkt (c): BeachtedieOrthogonalitätsbeziehungender trigonometrischenFunktionen
{𝑒𝑖𝑚𝜙 ∣𝑚 ∈ ℤ} und die Beziehungen (A.2-16) und (A.2-21) von Anhang A.2.

Hinweis: Die einfallende Welle ist bei dieser Aufgabe parallel zur Zylinderachse polarisiert. Bei der
analogen Testaufgabe T7.8 ist die einfallende Welle senkrecht zur Zylinderachse polarisiert.

7.9* Eine ebene monochromatische Welle falle senkrecht auf einen ebenen Beugungs-
schirmmit kreisringförmiger Öffnung (Radien 𝑎 und 𝑏 = 𝜅𝑎, 𝜅 < 1) ein.

(a) Berechne für den Fall der Fraunhoferbeugung mithilfe der elementaren Beugungs-
theorie („skalaren Lichterregung“) die Intensitätsverteilung auf einem ebenen, zum
Beugungsschirm parallelen Auffänger. Wie lauten die Bestimmungsgleichungen für
die Lage der Beugungsminima bzw. Beugungsmaxima?

(b) Berechne

(b1) für 𝜅 = 0,
(b2) für 𝜅 = 1

2 ,

(b3) für 𝜅 → 1
die Lage des ersten dunklen Ringes des Beugungsbildes sowie die Lage und die Inten-
sität des ersten hellen Ringes (d. h. des zweiten Maximums) und skizziere die entspre-
chenden Intensitätsverteilungen.
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(c) Was kannman aus den Ergebnissen von (a), (b) bezüglich des Auflösungsvermögens,
desBildkontrastes undderBildhelligkeit einesTeleskopesmit entsprechenderÖffnung
schließen?

Hinweis: Verwende die Formeln (A.2-22) bis (A.2-31) von Anhang A.2. Tabellen für die auftre-
tenden Besselfunktionen und deren Nullstellen findet man u. a. in [10]; insbesondere gilt für die
niedrigste Nullstelle bei 𝑠 > 0: 𝐽0(𝑠): 𝑠 = 2,4048; 𝐽1(𝑠): 𝑠 = 3,8317; 𝐽2(𝑠): 𝑠 = 5,1356.
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Lösungen

Lösungen

7.1

Annahme1: 𝑛1 ≠ 𝑛2 , 𝑛2 ≠ 𝑛3 , 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 1, also 𝑛1 = √𝜀1, 𝑛2 = √𝜀2, 𝑛3 = √𝜀3 .

Annahme2: Die einfallende Welle sei linear polarisiert mit Schwingungsrichtung 𝒆𝑦 .

Da für eine ebene Welle in einem Medium mit 𝜇 = 1 die Vektoren 𝒏,𝑬 und 𝑩 = 𝑯 ein
orthogonales Dreibein (Rechtssystem) bilden, gelten für die in positiver 𝑧-Richtung bzw. in
negativer 𝑧-Richtung laufenden Teilwellen jeweils die folgenden Orientierungen:

Lösungsweg 1: Ab-initio-Rechnung für die planparallele Platte mit Anschlussbedingungen an
den beiden Grenzflächen und der Bedingung, dass im Medium3 nur eine auslaufende Welle
vorhanden ist
Lösungsansatz (komplexe Schreibweise verwendet)

Medium1 (𝑧 < 0): 𝑬1(𝑧, 𝑡) = [𝑎(+)1 𝑒𝑖(𝑘1𝑧−𝜔𝑡) + 𝑎(−)1 𝑒𝑖(−𝑘1𝑧−𝜔𝑡)]𝒆𝑦 ,
(7.1-1a)

𝑩1(𝑧, 𝑡) = [−𝑛1𝑎
(+)
1 𝑒𝑖(𝑘1𝑧−𝜔𝑡) + 𝑛1𝑎

(−)
1 𝑒𝑖(−𝑘1𝑧−𝜔𝑡)]𝒆𝑥 ;

Medium2 (0 < 𝑧 < 𝑑): 𝑬2(𝑧, 𝑡) = [𝑎(+)2 𝑒𝑖(𝑘2𝑧−𝜔𝑡) + 𝑎(−)2 𝑒𝑖(−𝑘2𝑧−𝜔𝑡)]𝒆𝑦 ,
(7.1-1b)

𝑩2(𝑧, 𝑡) = [−𝑛2𝑎
(+)
2 𝑒𝑖(𝑘2𝑧−𝜔𝑡) + 𝑛2𝑎

(−)
2 𝑒𝑖(−𝑘2𝑧−𝜔𝑡)]𝒆𝑥 ;

Medium3 (𝑧 > 𝑑): 𝑬3(𝑧, 𝑡) = 𝑎3𝑒𝑖(𝑘3𝑧−𝜔𝑡) 𝒆𝑦 ,
(7.1-1c)

𝑩3(𝑧, 𝑡) = −𝑛3𝑎3𝑒𝑖(𝑘3𝑧−𝜔𝑡) 𝒆𝑥 .
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Der Ansatz erfüllt die Feld- und Materialgleichungen in den drei Medien sowie die Bedin-
gung, dass es im Raumbereich 𝑧 > 𝑑 nur eine auslaufende Welle geben soll.
Vorgegeben ist die komplexe Amplitude 𝑎(+)1 , alle anderen Amplituden lassen sich mit-
hilfe der Anschlussbedingungen bei 𝑧 = 0 und 𝑧 = 𝑑 durch die vorgegebene Amplitude
ausdrücken, womit dann die Lösung für die Wellen in den drei Medien gefunden ist. Für
den gesuchten Reflexionskoeffizienten der Platte benötigen wir aber nur das Amplituden-
verhältnis 𝑎(−)1 /𝑎(+)1 . (Zur Definition des Reflexionskoeffizienten siehe den Anhang A.17.)

Anschlussbedingungen bei 𝑧 = 0 und 𝑧 = 𝑑

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ Stetigkeit von 𝐸𝑦 ; (7.1-2a)

𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝟎 ⇒ Stetigkeit von 𝐵𝑥 . (7.1-2b)

Dies liefert das folgende lineare Gleichungssystem:

𝑎(+)1 + 𝑎(−)1 = 𝑎(+)2 + 𝑎(−)2 , (7.1-3a)

−𝑛1𝑎
(+)
1 + 𝑛1𝑎

(−)
1 = −𝑛2𝑎

(+)
2 + 𝑛2𝑎

(−)
2 , (7.1-3b)

𝑒𝑖𝑘2𝑑𝑎(+)2 + 𝑒−𝑖𝑘2𝑑𝑎(−)2 = 𝑒𝑖𝑘3𝑑𝑎3 , (7.1-3c)

−𝑛2 𝑒𝑖𝑘2𝑑𝑎
(+)
2 + 𝑛2 𝑒−𝑖𝑘2𝑑𝑎

(−)
2 = −𝑛3 𝑒𝑖𝑘3𝑑𝑎3 . (7.1-3d)

Gl. (7.1-3a) mal 𝑛1 minus Gl. (7.1-3b) und Gl. (7.1-3a) mal 𝑛1 plus Gl. (7.1-3b) führt auf die
Beziehungen

𝑎(+)1 = 𝑛1+ 𝑛2
2𝑛1

𝑎(+)2 + 𝑛1− 𝑛2
2𝑛1

𝑎(−)2 , 𝑎(−)1 = 𝑛1− 𝑛2
2𝑛1

𝑎(+)2 + 𝑛1+ 𝑛2
2𝑛1

𝑎(−)2 , (7.1-4)

und Division dieser Beziehungen gibt

𝑎(−)1

𝑎(+)1

=
(𝑛1− 𝑛2)𝑎

(+)
2 + (𝑛1+ 𝑛2)𝑎

(−)
2

(𝑛1+ 𝑛2)𝑎
(+)
2 + (𝑛1− 𝑛2)𝑎

(−)
2

=

𝑛1−𝑛2
𝑛1+𝑛2

+ 𝑎(−)2

𝑎(+)2

1 + 𝑛1−𝑛2
𝑛1+𝑛2

𝑎(−)2

𝑎(+)2

. (7.1-5)

Mit der Abkürzung
𝛼𝑗𝑘 ≔

𝑛𝑗− 𝑛𝑘
𝑛𝑗+ 𝑛𝑘

= −𝛼𝑘𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑘 (7.1-6)

schreibt sich (7.1-5) als

𝑎(−)1

𝑎(+)1

=
𝛼12 +

𝑎(−)2

𝑎(+)2

1 + 𝛼12
𝑎(−)2

𝑎(+)2

. (7.1-7)
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Nunmüssenwir noch die restlichenAnschlussbedingungen (7.1-3c), (7.1-3d) einbeziehen.
Gl. (7.1-3c) mal 𝑛3 𝑒𝑖𝑘2𝑑/𝑎

(+)
2 plus Gl. (7.1-3d) mal 𝑒𝑖𝑘2𝑑/𝑎(+)2 führt auf die Beziehung

𝑎(−)2

𝑎(+)2

= 𝑛2− 𝑛3
𝑛2+ 𝑛3

𝑒2𝑖𝑘2𝑑 = 𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑 . (7.1-8)

Die Beziehungen (7.1-7), (7.1-8) ergeben dann für das gesuchte Amplitudenverhältnis:

𝑎(−)1

𝑎(+)1

= 𝛼12+ 𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑

1 + 𝛼12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑
. (7.1-9)

Damit können wir den Reflexionskoeffizienten der Platte berechnen und diskutieren.
Vorher möchte ich aber noch einen anderen Lösungsweg für die Berechnung des Amplitu-
denverhältnisses (7.1-9) vorführen.

Lösungsweg 2: Fresnelsche Formeln für zwei Halbräume mit ebener Grenzfläche und fiktive
Mehrfachreflexionen bei der planparallelen Platte

Bemerkung: Dieser Lösungsweg mag dem Leser als primitive Fußgängermethode erscheinen. Bei
Problemenmit einer Geometrie der Grenzflächen für die es kein orthogonales Koordinatensystem
gibt, in dem man die Anschlussbedingungen in praktikabler Form anschreiben kann, ist man
jedoch auf derartige Überlegungen angewiesen. Die Aufgabe 7.4 und die Testaufgabe T7.5 sind
Beispiele dafür. Es ist deshalb nützlich, sich mit dieser Methode zu befassen.

1. Schritt: Reflexion und Transmission an der ebenen Grenzfläche zwischen zwei dielek-
trischen Halbräumen

Weitere Abkürzung:

𝛽𝑗𝑘 ≔
2𝑛𝑗

𝑛𝑗+ 𝑛𝑘
, 𝑗 ≠ 𝑘. (7.1-10)

Wahl des Koordinatensystems wie beim Lösungs-
weg1. Mit 𝑬(e)= 𝐸(e)𝑦 𝒆𝑦 ≡ 𝐸(e)𝗌 𝒆𝑦 folgt aus den fres-
nelschen Formeln (A.16-4), (A.16-5)

𝑎(r) = 𝛼𝑗𝑘𝑎(e) , 𝑎(t) = 𝛽𝑗𝑘𝑎(e) . (7.1-11)
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2. Schritt: Fiktive Mehrfachreflexionen bei der planparallelen Platte

Beiträge zur Amplitude 𝑎(−)1 :

fiktive Teilwelle 1: Beitrag 𝛼12𝑎
(+)
1 ;

fiktive Teilwelle 2: Beitrag 𝛽21 𝑒𝑖𝑘2𝑑𝛼23 𝑒𝑖𝑘2𝑑𝛽12𝑎
(+)
1 = 𝛽21𝛽12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑𝑎

(+)
1 ;

fiktive Teilwelle 3: Beitrag 𝛽21 𝑒𝑖𝑘2𝑑𝛼23 𝑒𝑖𝑘2𝑑𝛼21 𝑒𝑖𝑘2𝑑𝛼23 𝑒𝑖𝑘2𝑑𝛽12𝑎
(+)
1 =

(𝛼21𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑) 𝛽21𝛽12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑𝑎
(+)
1 ;

Wie wir sehen kommt bei jedem weiteren Schritt ein Faktor 𝛼21𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑 hinzu.

fiktive Teilwelle 4: Beitrag (𝛼21𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑)2𝛽21𝛽12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑𝑎
(+)
1 ;

⋮
Superposition der fiktiven Teilwellen:

Mit 𝛼21 = −𝛼12 und 𝛼212 + 𝛽21𝛽12 =
(𝑛1− 𝑛2)2
(𝑛1+ 𝑛2)2

+ 4𝑛1𝑛2
(𝑛1+ 𝑛2)2

= 1 folgt

𝑎(−)1 = [𝛼12 +
∞

∑
𝑚=0

(𝛼21𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑)𝑚𝛽21𝛽12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑]𝑎
(+)
1 = [𝛼12 +

𝛽21𝛽12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑

1 − 𝛼21𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑
]𝑎(+)1 ;

𝑎(−)1

𝑎(+)1

=
𝛼12+ (𝛼212 + 𝛽21𝛽12) 𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑

1 + 𝛼12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑
= 𝛼12+ 𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑

1 + 𝛼12𝛼23 𝑒2𝑖𝑘2𝑑
∎

Reflexionskoeffizient der planparallelen Platte

𝑅 ≔
−𝑆(−)1𝑧 (0, 𝑡)

𝑆(+)1𝑧 (0, 𝑡)
=

||𝑎(−)1 ||2

||𝑎(+)1 ||2
. (7.1-12)

Bildung des Absolutquadrates des Amplitudenverhältnisses (7.1-9) gibt

𝑅 = 𝑅(𝑑) =
𝛼212+ 𝛼223+ 2𝛼12𝛼23 cos 2𝑘2𝑑
1 + 𝛼212𝛼223+ 2𝛼12𝛼23 cos 2𝑘2𝑑

. (7.1-13)
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Maxima und Minima von 𝑅

𝑅′(𝑑) = 0 ⇒ sin 2𝑘2𝑑 = 0, 2𝑘2𝑑 = 𝑚𝜋 bzw. 𝑑 = 𝑚 𝜆2
4 , 𝑚 ∈ ℕ. (7.1-14)

𝑑 = (2𝜈 − 1) 𝜆24 , 𝜈 ∈ ℕ∶ 𝑅 = 𝑅u≔
(𝛼12− 𝛼23)2
(1 − 𝛼12𝛼23)2

;

𝑑 = 2𝜈 𝜆24 , 𝜈 ∈ ℕ∶ 𝑅 = 𝑅g≔
(𝛼12+ 𝛼23)2
(1 + 𝛼12𝛼23)2

.

(7.1-15a)

(7.1-15b)

Ob 𝑅u oder 𝑅g das Minimum ist, hängt von denWerten der Brechungsindizes ab.

Fall 1: 𝑛2 liegt größenmäßig zwischen 𝑛1 und 𝑛3, d.h. 𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 oder 𝑛1 > 𝑛2 > 𝑛3
Dann gilt sign𝛼12 = sign𝛼23 , 𝛼12𝛼23 > 0 und 𝑅min = 𝑅u , 𝑅max = 𝑅g . Dabei ist 𝑅min = 0 für
𝛼12 = 𝛼23 , d.h. für 𝑛2 = √𝑛1𝑛3 .

Bemerkung: Aufdampfen reflexionsvermindernder Schichten bei Linsen.

Fall 2: 𝑛2 liegt größenmäßig nicht zwischen 𝑛1 und 𝑛3
Dann gilt sign𝛼12 = −sign𝛼23 , 𝛼12𝛼23 < 0 und 𝑅min = 𝑅g , 𝑅max = 𝑅u . Dabei ist 𝑅min = 0
für 𝛼12 = −𝛼23 , d.h. für 𝑛1 = 𝑛3 .

7.2*

Annahme: Die einfallende Welle sei
linear polarisiert mit Schwingungs-
richtung 𝒆𝑦 .
Da für eine ebeneWelle im Vakuum
bzw. in einem Medium mit 𝜇 = 1
die Vektoren 𝒏,𝑬 und 𝑩 = 𝑯 ein
orthogonales Dreibein (Rechtssys-
tem) bilden, gelten für die auftre-
tenden fünf Teilwellen die in der
Abbildung eingezeichneten Orien-
tierungen dieser Vektoren.

Lösungsansatz (komplexe Schreibweise, gemeinsamer Faktor 𝑒−𝑖𝜔𝑡 weggelassen; 𝑛 = √𝜀
Brechungsindex des Mediums):
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Medium bei 𝑧 < 0: 𝑬(𝒓) = 𝑬e(𝒓) + 𝑬r(𝒓) = [𝑎e𝑒𝑖𝒌e•𝒓 + 𝑎r𝑒𝑖𝒌r •𝒓]𝒆𝑦 ,
(7.2-1a)

𝑩(𝒓) = 𝑛[𝒏e⨯ 𝑬e(𝒓) + 𝒏r⨯ 𝑬r(𝒓)] ;

Vakuum bei 0 < 𝑧 < 𝑑: 𝑬(𝒓) = 𝑬+(𝒓) + 𝑬−(𝒓) = [𝑎+𝑒𝑖𝒌+•𝒓 + 𝑎−𝑒𝑖𝒌−•𝒓]𝒆𝑦 ,
(7.2-1b)

𝑩(𝒓) = 𝒏+⨯ 𝑬+(𝒓) + 𝒏−⨯ 𝑬−(𝒓) ;

Medium bei 𝑧 > 𝑑: 𝑬(𝒓) = 𝑬t(𝒓) = 𝑎t𝑒𝑖𝒌t •(𝒓−𝑑𝒆𝑧)𝒆𝑦 ,
(7.2-1c)

𝑩(𝒓) = 𝑛𝒏t⨯ 𝑬t(𝒓)

Dieser Lösungsansatz erfüllt die Feld- undMaterialgleichungen in dendrei Raumbereichen
und die Bedingung, dass es im Raumbereich 𝑧 > 𝑑 nur eine auslaufende Welle geben soll.
Er erfüllt überdies die Stetigkeitsbedingungen bei 𝑧 = 0 und 𝑧 = 𝑑

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ Stetigkeit von 𝐸𝑦 ,

𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝟎 ⇒ Stetigkeit von 𝐵𝑥

(7.2-2a)

(7.2-2b)

für alle Punkte der Grenzflächen, wofern sie für irgendeinen Punkt der jeweiligen Grenzflä-
che erfüllt sind, wenn zusätzlich

𝒌e = 𝑛 𝜔𝑐 𝒏e = 𝒌t mit 𝒏e = (− sin𝛼, 0, cos 𝛼) = 𝒏t , (7.2-3a)

𝒌r = 𝑛 𝜔𝑐 𝒏r mit 𝒏r = (− sin𝛼, 0,− cos 𝛼) ; (7.2-3b)

𝒌+=
𝜔
𝑐 𝒏+ mit 𝒏+= (− sin𝛽, 0, cos 𝛽) , (7.2-3c)

𝒌−=
𝜔
𝑐 𝒏− mit 𝒏−= (− sin𝛽, 0,− cos 𝛽) (7.2-3d)

und das Brechungsgesetz sin 𝛽
sin𝛼 = 𝑛 (7.2-4)

gilt. In der Abbildung sind diese Beziehungen schon berücksichtigt. Die noch zu erfüllen-
den Stetigkeitsbedingungen werde ich in der Folge für die Punkte (0, 0, 0) (Punkt in der
Ebene 𝑧 = 0) und (0, 0, 𝑑) (Punkt in der Ebene 𝑧 = 𝑑) anschreiben.
Bemerkung: Die Translation 𝒓 → 𝒓 − 𝑑𝒆𝑧 im Exponenten von 𝑬t(𝒓) (Verschiebung von der Ebene
𝑧 = 0 zur Ebene 𝑧 = 𝑑) wurde nur zur Vereinfachung der weiteren Rechnung vorgenommen.
Damit wurde lediglich ein konstanter Phasenfaktor aus der komplexen Amplitude 𝑎t „herausge-
zogen“, welcher für die Berechnung des Transmissionskoeffizienten bedeutungslos ist; siehe die
Formeln (7.2-5).

Vorgegeben ist die komplexe Amplitude 𝑎e , alle anderen Amplituden lassen sich mit-
hilfe der Stetigkeitsbedingungen bei 𝑧 = 0 und 𝑧 = 𝑑 durch die vorgegebene Amplitude
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ausdrücken, womit dann die Lösung für die Wellen in den drei Raumbereichen gefun-
den ist. Für Reflexionskoeffizient und Transmissionskoeffizient gelten die Formeln (siehe
Anhang A.17)

𝑅 = |𝑎r|2
|𝑎e|2

, 𝑇 = |𝑎t|2
|𝑎e|2

. (7.2-5)

Wir müssen daher nur die Amplitudenverhältnisse 𝑎r/𝑎e , 𝑎t/𝑎e berechnen.

Für die Stetigkeitsbedingung (7.2-2b) in den Punkten (0, 0, 0) und (0, 0, 𝑑) benötigen wir
noch (beachte: 𝒏t = 𝒏e )

𝒏e⨯ 𝒆𝑦 = (−cos𝛼, 0,− sin𝛼), 𝒏r⨯ 𝒆𝑦 = (cos𝛼, 0,− sin𝛼) , (7.2-6a)

𝒏+⨯ 𝒆𝑦 = (−cos 𝛽, 0,− sin 𝛽) , 𝒏−⨯ 𝒆𝑦 = (cos 𝛽, 0,− sin 𝛽) . (7.2-6b)

Stetigkeitsbedingung für 𝐸𝑦 im Punkt (0, 0, 0):

𝑎e+ 𝑎r = 𝑎++ 𝑎− , (7.2-7)

Stetigkeitsbedingung für 𝐵𝑥 im Punkt (0, 0, 0):

𝑛(𝑎e− 𝑎r) cos 𝛼 = (𝑎+− 𝑎−) cos 𝛽; (7.2-8)

Stetigkeitsbedingung für 𝐸𝑦 im Punkt (0, 0, 𝑑):

𝑎+ 𝑒𝑖𝜂+ 𝑎− 𝑒−𝑖𝜂 = 𝑎t , (7.2-9)

Stetigkeitsbedingung für 𝐵𝑥 im Punkt (0, 0, 𝑑):

(𝑎+ 𝑒𝑖𝜂− 𝑎− 𝑒−𝑖𝜂) cos 𝛽 = 𝑛𝑎t cos 𝛼 (7.2-10)

mit
𝜂 ≔ 𝜔

𝑐 𝑑cos 𝛽. (7.2-11)

Bemerkung: Bei den Stetigkeitsbedingungen für den Punkt (0, 0, 𝑑) hat sich der Vorteil der Phasen-
wahl im Ansatz (7.2-1c) gezeigt.

Multiplikation von (7.2-7) mit cos 𝛽 und Addition zu (Subtraktion von) (7.2-8) gibt

𝑎+ =
1
2 (1 + 𝜉)𝑎e +

1
2 (1 − 𝜉)𝑎r , 𝑎− =

1
2 (1 − 𝜉)𝑎e +

1
2 (1 + 𝜉)𝑎r (7.2-12)

mit
𝜉 ≔ 𝑛 cos𝛼cos 𝛽 . (7.2-13)

Multiplikation von (7.2-9) mit cos 𝛽 und Addition zu (Subtraktion von) (7.2-10) gibt

𝑎+ =
1
2 (1 + 𝜉)𝑎t 𝑒−𝑖𝜂 , 𝑎− =

1
2 (1 − 𝜉)𝑎t 𝑒𝑖𝜂 . (7.2-14)
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Gleichsetzen der rechten Seiten von (7.2-12) und (7.2-14) liefert zwei Gleichungen für die
gesuchten Amplitudenverhältnisse 𝑎r/𝑎e und 𝑎t/𝑎e :

(1 + 𝜉) 𝑒−𝑖𝜂 𝑎t𝑎e
= (1 + 𝜉) + (1 − 𝜉) 𝑎r𝑎e

, (1 − 𝜉) 𝑒𝑖𝜂 𝑎t𝑎e
= (1 − 𝜉) + (1 + 𝜉) 𝑎r𝑎e

. (7.2-15)

Lösung dieses Gleichungssystems:

𝑎r
𝑎e

= (1 − 𝜉2) (𝑒𝑖𝜂 − 𝑒−𝑖𝜂)
(1 + 𝜉)2 𝑒−𝑖𝜂 − (1 − 𝜉)2 𝑒𝑖𝜂

= 𝑖 (1 − 𝜉2) sin 𝜂
2𝜉cos 𝜂 − 𝑖 (1 + 𝜉2) sin 𝜂

, (7.2-16a)

𝑎t
𝑎e

= 4𝜉
(1 + 𝜉)2 𝑒−𝑖𝜂 − (1 − 𝜉)2 𝑒𝑖𝜂

= 2𝜉
2𝜉cos 𝜂 − 𝑖 (1 + 𝜉2) sin 𝜂

. (7.2-16b)

Fallunterscheidungen:

(a) Ist der Einfallswinkel 𝛼 kleiner als der Grenzwinkel der Totalreflexion

𝛼 < 𝛼g ≔ arcsin 1𝑛 , (7.2-17)

so hat man es mit Reflexion und Transmission zu tun. Die Größen 𝜂 und 𝜉 sind dann reell,
und man erhält aus den Gleichungen (7.2-5), (7.2-16a) und (7.2-16b)

𝑅 = (1 − 𝜉2)2 sin2𝜂
4𝜉2 cos2𝜂 + (1 + 𝜉2)2 sin2𝜂

= (1 − 𝜉2)2 sin2𝜂
4𝜉2 + (1 − 𝜉2)2 sin2𝜂

,

𝑇 = 4𝜉2

4𝜉2 cos2𝜂 + (1 + 𝜉2)2 sin2𝜂
= 4𝜉2

4𝜉2 + (1 − 𝜉2)2 sin2𝜂
.

(7.2-18a)

(7.2-18b)

Wie dies der Fall sein muss gilt 𝑅 + 𝑇 = 1. Für die Größen 𝜂 und 𝜉 gelten die Beziehungen

𝜂 = 𝜔
𝑐 𝑑

√1 − 𝑛2 sin2𝛼 , 𝜉 = 𝑛 cos𝛼
√1 − 𝑛2 sin2𝛼

. (7.2-19)

Variiert man die Spaltbreite 𝑑, so oszillieren 𝑅 und 𝑇. Der Transmissionskoeffizient oszil-
liert zwischen (4𝜉2)/(1 + 𝜉2)2 und 1.

(b) Ist der Einfallswinkel 𝛼 größer als der Grenzwinkel der Totalreflexion, so hat man es
mit Totalreflexion zu tun. Die Größen 𝜂 und 𝜉 sind dann imaginär, weshalb wir neue reelle
Größen einführen:

𝜂 ≕ 𝑖𝛾, 𝜉 ≕ 𝑖𝛿. (7.2-20)

Aus (7.2-16a), (7.2-16b) wird dann

𝑎r
𝑎e

= − (1 + 𝛿2) sinh𝛾
2𝑖𝛿cosh𝛾 + (1 − 𝛿2) sinh𝛾

, 𝑎t
𝑎e

= 2𝑖𝛿
2𝑖𝛿cosh𝛾 + (1 − 𝛿2) sinh𝛾

, (7.2-21)
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und aus den Formeln (7.2-18a), (7.2-18b) und (7.2-19) wird

𝑅 = (1 + 𝛿2)2 sinh2𝛾
4𝛿2 + (1 + 𝛿2)2 sinh2𝛾

, 𝑇 = 4𝛿2
4𝛿2 + (1 + 𝛿2)2 sinh2𝛾

(7.2-22)

mit
𝛾 = 𝜔

𝑐 𝑑
√𝑛2 sin2𝛼 − 1 , 𝛿 = − 𝑛cos𝛼

√𝑛2 sin2𝛼 − 1
. (7.2-23)

Für 𝑧 > 0 liegt eine in negativer 𝑥-Richtung laufende in 𝑧-Richtung exponentiell abklin-
gende inhomogene Welle vor, und der Transmissionskoeffizient, der für 𝑑 = 0 (keine
Zwischenschicht) den Wert 1 hat, klingt mit wachsendem 𝑑 exponentiell ab und strebt im
Grenzfall 𝑑 → +∞ gegen null.

7.3 (a)
Lösungsansatz für den Halbraum 𝑧 < 0

𝑬(𝑧, 𝑡) = 𝑬(e)(𝑧, 𝑡) + 𝑬(r)(𝑧, 𝑡)

= [𝐸(e)0 cos (𝑘𝑧 − 𝜔𝑡) + 𝐸(r)
0 cos (𝑘𝑧 + 𝜔𝑡)]𝒆𝑥 ,

𝑩(𝑧, 𝑡) = 𝒆𝑧 ⨯ 𝑬(e)(𝑧, 𝑡) + (−𝒆𝑧) ⨯ 𝑬(r)(𝑧, 𝑡)

= [𝐸(e)0 cos (𝑘𝑧 − 𝜔𝑡) − 𝐸(r)
0 cos (𝑘𝑧 + 𝜔𝑡)]𝒆𝑦 .

DerAnsatz erfüllt die Feldgleichungen imHalbraum
𝑧 < 0.

Randbedingungen für 𝑧 = 0

Div𝑩 = 0 ⇒ 𝐵𝑧(0−, 𝑡) = 0 ist erfüllt;

𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 ⇒ 𝐸𝑥(0−, 𝑡) = 0 ⇒ 𝐸(r)0 = −𝐸(e)
0 ,

𝐸𝑦(0−, 𝑡) = 0 ist erfüllt.

Das Ergebnis ist eine stehende elektromagnetische Welle im Halbraum 𝑧 < 0

𝑬(𝑧, 𝑡) = 2𝐸(e)
0 sin 𝑘𝑧 sin𝜔𝑡 𝒆𝑥 , 𝑩(𝑧, 𝑡) = 2𝐸(e)0 cos 𝑘𝑧 cos𝜔𝑡 𝒆𝑦 , (7.3-1)

wobei 𝑬, 𝑩 räumlich und zeitlich um 𝜋/2 phasenverschoben sind.

(b) Flächenladungsdichte und Flächenstromdichte auf der Fläche 𝑧 = 0

Div𝑫 = 4𝜋𝜎 ⇒ −𝐸𝑧(0−, 𝑡) = 0 = 4𝜋𝜎 ⇒ 𝜎 = 0;

𝐑𝐨𝐭𝑯 = 4𝜋
𝑐 𝑲 ⇒ −𝒆𝑧 ⨯ 𝑩(0−, 𝑡) = −𝒆𝑧 ⨯ 2𝐸

(e)
0 cos𝜔𝑡 𝒆𝑦 =

4𝜋
𝑐 𝑲,

𝑲 = 𝑐
2𝜋 𝐸

(e)
0 cos𝜔𝑡 𝒆𝑥 .
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𝜎 = 0; 𝑲(𝑡) = 𝑐
2𝜋 𝐸

(e)
0 cos𝜔𝑡 𝒆𝑥 . (7.3-2)

Auf der Oberfläche des idealen Leiters fließt also einWechselstrom in 𝑥-Richtung.

(c) Feldenergiedichte im Halbraum 𝑧 < 0
Wegen

sin2𝑘𝑧⏟⎵⏟⎵⏟
1
2
(1 − cos2𝑘𝑧)

sin2𝜔𝑡 + cos2𝑘𝑧⏟⎵⏟⎵⏟
1
2
(1 + cos2𝑘𝑧)

cos2𝜔𝑡 = 1
2 [sin

2𝜔𝑡 + cos2𝜔𝑡⏟⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⏟
1

+cos 2𝑘𝑧 (cos2𝜔𝑡 − sin2𝜔𝑡⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟
cos 2𝜔𝑡

)]

erhalten wir mit (7.3-1)

𝑢(𝑧, 𝑡) = 1
8𝜋 [𝑬

2(𝑧, 𝑡) + 𝑩2(𝑧, 𝑡)] = 1
4𝜋 [𝐸

(e)
0 ]2 [1 + cos 2𝑘𝑧 cos 2𝜔𝑡] . (7.3-3)

Der zeitliche Mittelwert über eine Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔 des Wellenfeldes ist

𝑢̄ = 1
4𝜋 [𝐸

(e)
0 ]2 . (7.3-4)

Die Feldenergiedichte besitzt die räumliche Periode 𝜆/2 und oszilliert mit der zeitlichen
Periode 𝑇/2 um den Mittelwert (7.3-4).

Feldenergiestromdichte im Halbraum 𝑧 < 0

𝑺(𝑧, 𝑡) = 𝑐
4𝜋 [𝑬(𝑧, 𝑡) ⨯ 𝑩(𝑧, 𝑡)] =

𝑐
4𝜋 [𝐸

(e)
0 ]2 sin 2𝑘𝑧 sin 2𝜔𝑡𝒆𝑧 . (7.3-5)

Der zeitliche Mittelwert über eine Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔 des Wellenfeldes ist

̄𝑺 = 𝟎 (stehende Welle). (7.3-6)

Die Feldenergiestromdichte besitzt die räumliche Periode 𝜆/2 und oszilliert mit der zeitli-
chen Periode 𝑇/2 um den Mittelwert 𝟎.
(d) Kraft auf die Oberfläche des idealen Leiters. Strahlungsdruck
Für die Kraft, welche pro Flächeneinheit auf die Oberfläche des idealen Leiters wirkt, gilt
nach Formel (A.10-11)

𝒇(𝑡) = 1
2𝑐 [𝑲(𝑡) ⨯ 𝑩(0, 𝑡)] =

1
2𝜋 [𝐸

(e)
0 ]2 cos2𝜔𝑡𝒆𝑧 . (7.3-7)

Für den Strahlungsdruck folgt

𝑃rad = ̄|𝒇| = 1
4𝜋 [𝐸

(e)
0 ]2. (7.3-8)

Hinweis: Der ideale Leiter ist ein perfekter Reflektor. Der Strahlungsdruck für einen perfekten
Absorber ist halb so groß.
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7.4* Vorbemerkung: Um das Problem exakt zu lösen, müsste man schiefwinkelige
Koordinaten einführen, die Ansätze für die jeweiligen Teilwellen und die Anschlussbedin-
gungen 𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎, 𝐑𝐨𝐭𝑯 = 𝟎 in diesen Koordinaten anschreiben und auswerten. Nichts
für gewöhnlich Sterbliche...
Lösungsweg für eine näherungsweise Lösung: Fresnelsche Formeln für die fiktive 1.Teilwelle
an allen Grenzflächen und Vernachlässigung von Mehrfachreflexionen

Vorfrage1: Reflexion und Transmission an einer ebenen Grenzfläche bei senkrechtem Einfall

Bei senkrechtem Einfall gelten die Formeln (A.16-10), (A.16-11) von Anhang A.16 und die
dort gemachten Aussagen über die Änderung der Amplitudenbeträge und Phasendifferen-
zen. Diese Formeln und Aussagen werden in der vorliegenden Aufgabe zweimal benötigt:
1) 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 𝑛; 2) 𝑛1 = 𝑛, 𝑛2 = 1.

Vorfrage2: Totalreflexion an einer ebenen Grenzfläche Medium-Vakuum

Für Totalreflexion gelten die Formeln (A.16-8), (A.16-9) von Anhang A.16 und die dort
gemachten Aussagen über Amplitudenbeträge und Phasendifferenzen. Diese Formeln
und Aussagen werden in der vorliegenden Aufgabe zweimal benötigt, beide Male mit
𝑛1 = 𝑛, 𝑛2 = 1.

Für 𝛼 > 𝛼0 , sin𝛼0 = 1/𝑛 , folgt aus den For-
meln (A.16-8), (A.16-9) mit 𝑛1 = 𝑛, 𝑛2 = 1

𝑎(r)𝗉 = 𝑎(e)𝗉 𝑒−2𝑖𝜑 , (7.4-1a)

𝑎(r)𝗌 = 𝑎(e)𝗌 𝑒−2𝑖𝜓 (7.4-1b)

mit
tan𝜑 = 𝑛√𝑛2 sin2𝛼 − 1

cos𝛼 , tan𝜓 =
√𝑛2 sin2𝛼 − 1

𝑛 cos𝛼 . (7.4-2)

Die Beträge der Amplituden der 𝗉- und 𝗌-Komponente ändern sich bei Totalreflexion
nicht, die Phasendifferenz zwischen 𝗉- und 𝗌-Komponente ändert sich für 𝑛1 = 𝑛, 𝑛2 = 1
um 𝛿 ≔ 2(𝜑 − 𝜓).
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Mit der Formel
tan 𝛿2 = tan(𝜑 − 𝜓) = tan𝜑 − tan𝜓

1 + tan𝜑 tan𝜓

erhält man nach einer kurzen Zwischenrechnung

tan 𝛿2 =
cos𝛼√𝑛2 sin2𝛼 − 1

𝑛 sin2𝛼 . (7.4-3)

Damit habenwir das Basiswissen, um die Fragen aus der Angabe imRahmen der zugrunde
gelegten Näherung (Vernachlässigung von Mehrfachreflexionen) zu beantworten.

1. 𝛥(e) = 0,𝜋 Phasendifferenz zwischen 𝗉- und 𝗌-Komponente bei der auf das Parallel-
epiped einfallendenWelle.

2. 𝛥 = 𝜋/2, 3𝜋/2 Phasendifferenz zwischen 𝗉- und 𝗌-Komponente bei der das Parallel-
epiped verlassendenWelle.

3. 0, 𝛿, 𝛿, 0 zusätzliche Phasendifferenzen bei senkrechter Transmission, Totalreflexion,
Totalreflexion und senkrechter Transmission.

Notwendige Bedingung für den gewünschten Effekt:

2𝛿 = 𝜋
2 ⇒ tan 𝛿2 = tan 𝜋8 = √2 − 1 = cos𝛼√𝑛2 sin2𝛼 − 1

𝑛 sin2𝛼 ≕ 𝑓(𝛼; 𝑛);

sin𝛼0 =
1
𝑛 ⇒ 𝛼0(𝑛) Grenzwinkel der Totalreflexion, 𝛼0(𝑛) < 𝛼 < 𝜋

2 .
(7.4-4)

Die Gleichung
𝑓(𝛼; 𝑛) = √2 − 1, 𝛼0(𝑛) < 𝛼 < 𝜋

2 (7.4-5)

liefert uns erstens die Bedingung, die 𝑛 erfüllen muss, damit Lösungen existieren, und
stellt zweitens die Bestimmungsgleichung für 𝛼 bei gegebenem 𝑛 dar, wenn diese Bedingung
erfüllt ist. Wegen

𝑓(𝛼0(𝑛); 𝑛) = 𝑓(𝜋
2
; 𝑛) = 0, 𝑓(𝛼; 𝑛) > 0 für 𝛼0(𝑛) < 𝛼 < 𝜋

2

muss in diesem Intervall ein relatives Maximum der Funktion 𝑓(𝛼; 𝑛), 𝑛 fest, liegen. Aus
𝜕𝑓(𝛼; 𝑛)/𝜕𝛼 = 0 erhält man nach kurzer Rechnung für den Winkel 𝛼max, für den die Funk-
tion 𝑓(𝛼; 𝑛) bei festem 𝑛 ihr Maximum annimmt, und für die Höhe dieses Maximums

sin2𝛼max =
2

𝑛2+ 1 , cos
2𝛼max =

𝑛2− 1
𝑛2+ 1 ; 𝑓max(𝑛) = 𝑓(𝛼max; 𝑛) =

𝑛2− 1
2𝑛 . (7.4-6)
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Eine notwendige Bedingung dafür, dass es einen (=) oder zwei (>) Winkel 𝛼 gibt, so dass
der gewünschte Effekt eintreten kann, lautet also

𝑓max(𝑛) =
𝑛2− 1
2𝑛 ≥ √2 − 1 ⇒ 𝑛 ≥ 𝑛min =√4− 2√2 +√2 − 1 = 1,4966. (7.4-7)

Prinzip-Skizze: 𝑓(𝛼; 𝑛) für einen Wert
𝑛 < 𝑛min , für 𝑛 = 𝑛min und für einen
Wert 𝑛 > 𝑛min

Beispiel Glas: 𝑛 = 1,51 > 𝑛min =
1,4966 und aus 𝑓(𝛼; 1,51) = √2 − 1
ergeben sich zwei Lösungen für 𝛼 >
𝛼0 = 41∘28′, und zwar 𝛼 = 48∘37′ und
𝛼 = 54∘37′. Manmuss also bei Verwen-
dung vonGlas das Parallelepiped so zu-
schneiden, dass 𝛼 einen dieser Werte
hat.

Zurück zum allgemeinen Fall: Gilt 𝑛 > 𝑛min undwurde 𝛼 so gewählt, dass 𝑓(𝛼; 𝑛) = √2−1
gilt, so ist 𝛥 = 𝜋/2 oder 3𝜋/2 gewährleistet, wofern die einfallende Welle linear polarisiert
ist (𝛥(e)= 0 oder 𝜋). Sind 𝑎(e)𝗉 , 𝑎(e)𝗌 die komplexen Amplituden der auf das Parallelepiped
einfallendenWelle, so gilt dann bei Vernachlässigung von Mehrfachreflexionen für die das
Parallelepiped verlassende Welle

𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝑒𝑖𝛾[|𝑎(e)𝗉 |𝒆𝗉 ± 𝑖|𝑎(e)𝗌 |𝒆𝗌]
2

𝑛 + 1
2𝑛
𝑛 + 1 𝑒

𝑖(𝒌•𝒓−𝜔𝑡) (7.4-8)

mit 𝒌 = 𝑘𝒏(e) = (𝜔/𝑐)𝒏(e).

Die Vorzeichen ± entsprechen dabei 𝛥 = 𝜋/2
bzw. 3𝜋/2 und die Amplitudenfaktoren 2/(𝑛 + 1),
2𝑛/(𝑛 + 1) stammen von den zwei Transmissionen
mit 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 𝑛 bzw. 𝑛1 = 𝑛, 𝑛2 = 1 (siehe die
Formeln (A.16-11) von Anhang A.16).

Da 𝑬 ∝ 𝒆𝗉±𝑖𝒆𝗌 eine rechts- bzw. linkszirkular pola-
risierte Welle bedeutet, muss |𝑎(e)𝗉 | = |𝑎(e)𝗌 | gelten,
damit die Welle (7.4-8) zirkular polarisiert ist, d.h.
die auf das Parallelepiped einfallende linear pola-
risierte Welle muss unter 45∘ zur Zeichenebene
schwingen.
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Zusammenfassung: Notwendig und hinreichend für den gewünschten Effekt ist:

1) Der Brechungsindex 𝑛 des Parallelepipeds muss die Ungleichung (7.4-7) erfüllen.
2) Der Winkel 𝛼 des Parallelepipeds muss die Gleichung (7.4-5) erfüllen.
3) Die einfallende Welle muss unter 45∘ zur Zeichenebene des Parallelepipeds schwingen.

AbschätzungderGrößedesdurchVernachlässigung vonMehrfachreflexionenbedingten Fehlers

Die 2.fiktive Teilwelle hat den „Weg“ 𝖠𝖡𝖢𝖣𝖢𝖡𝖠 und dann Transmission, enthält also zwei
senkrechte Reflexionen und eine Transmission mit 𝑛1 = 𝑛, 𝑛2 = 1, was nach Gl. (A.16-10),
(A.16-11) eine Amplitudenschwächung um den Faktor

(𝑛 − 1
𝑛 + 1)

2 2𝑛
𝑛 + 1 (7.4-9)

bedeutet. Für 𝑛 = 1,51 gibt dies den Faktor 0,0497. Bei Vernachlässigung von Mehrfach-
reflexionen ist also mit einem Fehler von 5% zu rechnen. Wegen 𝑛min = 1,4966 kann der
Fehler für andere transparente Materialien auch nicht kleiner sein.
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7.5

Für 𝛼 = 𝛼B gilt
𝛼 + 𝛼″ = 𝜋

2 , sin𝛼″= cos𝛼, cos 𝛼″= sin𝛼, (7.5-1)

und aus dem Brechungsgesetz (A.16-3) folgt mit 𝑛12 = 1/𝑛

cot 𝛼 = 𝑛. (7.5-2)

Setzen wir (7.5-1) und (7.5-2) in die fresnelschen Formeln (A.16-4), (A.16-5) ein, so erhal-
ten wir

𝑎′𝗉 = 0, 𝑎′𝗌 = 𝑎𝗌
𝑛2− 1
𝑛2+ 1 ,

𝑎″𝗉 = 𝑎𝗉𝑛, 𝑎″𝗌 = 𝑎𝗌
2𝑛2
𝑛2+ 1 .

(7.5-3)

(7.5-4)

(a) Reflexionskoeffizient und Transmissionskoeffizient sind durch (A.17-8) definiert, und
aus diesen Definitionen folgen die Formeln (A.17-9). Da die einfallende Welle zirkular
polarisiert ist, gilt |𝑎𝗉| = |𝑎𝗌|, und mit (7.5-3) ergibt sich

𝑅 = 1
2
|𝑎′𝗌|2

|𝑎𝗌|2
= 1

2 (
𝑛2− 1
𝑛2+ 1)

2
, 𝑇 = 1 − 𝑅. (7.5-5)

(b) Die fresnelschen Formeln (7.5-4) zeigen, dass die Phasendifferenz zwischen Parallel-
und Senkrechtkomponente bei der transmittiertenWelle gleich ist wie bei der einfallenden
Welle: ±𝜋/2. Die transmittierte Welle ist daher elliptisch polarisiertmit Polarisationsellipse
in Hauptachsenlage und Achsenverhältnis

|𝑎″𝗌 |
|𝑎″𝗉 |

= 2𝑛
𝑛2+ 1 . (7.5-6)

(c) Die Formel cot 𝛼B = 𝑛 (siehe (7.5-2)) gibt für 𝑛 = 1,51

𝛼B = 33, 50 ⇒ 𝛼″ = 56,50,
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und die Beziehungen (7.5-5), (7.5-6) ergeben

𝑅 = 0,0762, 𝑇 = 0,9238; |𝑎″𝗌 |
|𝑎″𝗉 |

= 0,9207.

7.6 (a) Nach Anhang A.16 und Anhang A.17 gilt für den Reflexionskoeffizienten bei
senkrechtem Einfall (siehe die Formeln (A.16-10) und (A.17-9))

𝑅 = |||
𝑛1− 𝑛2
𝑛1+ 𝑛2

|||
2
.

Die fresnelschen Formeln und die Formel für den Reflexionskoeffizienten gelten auch
wenn das Medium2 ein elektrischer Leiter und die Frequenz der einfallenden monochro-
matischen Welle niedrig ist. Man muss dann lediglich 𝑛2 = √𝜀2 durch die komplexe Größe

𝑛̂2 ∶=√𝜀2 + 𝑖 4𝜋𝜎2𝜔 (7.6-1)

ersetzen, wobei 𝜀2 die statische Dielektrizitätskonstante und 𝜎2 die Gleichstromleitfähigkeit
des Leiters ist. Mit der Abkürzung

𝜂 = 𝜂(𝜀2, 𝜎2) ≔
4𝜋𝜎2
𝜀2𝜔

(7.6-2)

ergibt sich dann für den Reflexionskoeffizienten bei Reflexion am Leiter

𝑅 = |||
𝑛1− 𝑛̂2
𝑛1+ 𝑛̂2

|||
2
=
|
|
|
√𝜀1−√𝜀2√1 + 𝑖𝜂

√𝜀1+√𝜀2√1 + 𝑖𝜂

|
|
|

2

. (7.6-3)

Um die Absolutquadrate von Zähler und Nenner berechnen zu können setzen wir

√1 + 𝑖𝜂 ≕ 𝛼 + 𝑖𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. (7.6-4)

Die Vorzeichenwahl treffenwir dabei so, dass für 𝜂 = 0 als Ergebnis 𝛼 = 1 folgt, was 𝛼 ∈ ℝ+

bedeutet. Aus
𝛼2 − 𝛽2 = 1, 2𝛼𝛽 = 𝜂 (7.6-5)

ergibt sich nach einer elementaren Zwischenrechnung

𝛼 = [12 (√1 + 𝜂2 + 1)]
1/2
, 𝛽 = [12 (√1 + 𝜂2 − 1)]

1/2
, 𝛼2+ 𝛽2 = √1 + 𝜂2 . (7.6-6)

Mit
√𝜀1 ∓√𝜀2√1 + 𝑖𝜂 = √𝜀1 ∓√𝜀2 𝛼 ∓ 𝑖√𝜀2 𝛽

erhalten wir

𝑅 =
(√𝜀1−√𝜀2 𝛼)2+ 𝜀2𝛽2

(√𝜀1+√𝜀2 𝛼)2+ 𝜀2𝛽2
mit 𝛼 = 𝛼(𝜀2, 𝜎2), 𝛽 = 𝛽(𝜀2, 𝜎2). (7.6-7)
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Einsetzen für 𝛼, 𝛽 und 𝜂bringt keine Einblicke, weshalb wir diese Formel als Endformel
ansehen. Einblicke erhalten wir durch Auswertung der Formel für die Grenzfälle 𝜂≪ 1
(Medium2 schlechter Leiter) und 𝜂≫ 1 (Medium2 sehr guter Leiter).

Grenzfall 𝜂≪ 1 (Medium2 schlechter Leiter)
Unter Verwendung der Binomialentwicklung und der geometrischen Reihe berechne ich
den Reflexionskoeffizienten näherungsweise bis einschließlich zur Ordnung 𝜂2. Elementa-
re Zwischenschritte überlasse ich dem Leser.

√1 + 𝜂2 ≈ 1 + 𝜂2
2 , 𝛼 ≈ 1 + 𝜂2

8 , 𝛽 ≈ 𝜂
2 ; 𝑅 ≕ 𝑍

𝑁 ;

𝑍 ≈ [(√𝜀1 −√𝜀2 ) − √𝜀2
𝜂2
8 ]

2
+ 𝜀2

𝜂2
4 ≈ (√𝜀1 −√𝜀2 )2 [1 +

2𝜀2 −√𝜀1𝜀2
(√𝜀1 −√𝜀2 )2

𝜂2
4 ]

𝑁 ≈ [(√𝜀1 +√𝜀2 ) + √𝜀2
𝜂2
8 ]

2
+ 𝜀2

𝜂2
4 ≈ (√𝜀1 +√𝜀2 )2 [1 +

2𝜀2 +√𝜀1𝜀2
(√𝜀1 +√𝜀2 )2

𝜂2
4 ] ;

𝑅 ≈
(√𝜀1 −√𝜀2 )2

(√𝜀1 +√𝜀2 )2
[1 +

2𝜀2 −√𝜀1𝜀2
(√𝜀1 −√𝜀2)2

𝜂2
4 ][1 −

2𝜀2 +√𝜀1𝜀2
(√𝜀1 +√𝜀2 )2

𝜂2
4 ] ,

𝑅 ≈
(√𝜀1 −√𝜀2 )2

(√𝜀1 +√𝜀2 )2
[1 +

(√𝜀1 +√𝜀2 )2 (2𝜀2 −√𝜀1𝜀2 ) − (√𝜀1 −√𝜀2 )2 (2𝜀2 +√𝜀1𝜀2 )
(√𝜀1 −√𝜀2 )2 (√𝜀1 +√𝜀2 )2

𝜂2
4 ] .

Ergebnis:

𝑅 ≈
(√𝜀1 −√𝜀2 )2

(√𝜀1 +√𝜀2 )2
+
(3𝜀2− 𝜀1)√𝜀1𝜀2
(√𝜀1 +√𝜀2)4

𝜂2
2 mit 𝜂 = 𝜂(𝜀2, 𝜎2). (7.6-8)

Grenzfall 𝜂≫ 1 (Medium2 sehr guter Leiter)

√1 + 𝜂2 ≈ 𝜂, 𝛼 ≈√
𝜂
2 ≈ 𝛽;

𝑅 ≈
𝜀1+ 2𝜀2

𝜂
2
− 2√𝜀1𝜀2√

𝜂
2

𝜀1+ 2𝜀2
𝜂
2
+ 2√𝜀1𝜀2√

𝜂
2

≈ [1 −√
𝜀1
𝜀2 √

2
𝜂 ][1 −√

𝜀2
𝜀1√

2
𝜂 ] .

Ergebnis:

𝑅 ≈ 1 − [√
𝜀1
𝜀2
+
√

𝜀2
𝜀1
]√

2
𝜂 mit 𝜂 = 𝜂(𝜀2, 𝜎2). (7.6-9)

Das hohe Reflexionsvermögen sehr guter Leiter (Metalle) ist bekannt. Nur ein geringer
Teil der Energie wird transmittiert, dieser wird im Leiter auf einer Strecke von der Grö-
ße der Eindringtiefe 𝑑 dissipiert. Die Eindringtiefe wird in Aufgabe 7.7 berechnet; siehe
Gl. (7.7-22).
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(b) Die Spezialisierung der Formeln (7.6-7), (7.6-8) und (7.6-9) auf den Sonderfall 𝜀2 = 𝜀1
ist einfach.

𝑅 =
1 +√1 + 𝜂2 −√2+ 2√1 + 𝜂2

1 +√1 + 𝜂2 +√2+ 2√1 + 𝜂2
;

Grenzfall 𝜂≪ 1: 𝑅 ≈ 𝜂2
16 ;

Grenzfall 𝜂≫ 1: 𝑅 ≈ 1 − 2√
2
𝜂 .

(7.6-10a)

(7.6-10b)

(7.6-10c)

𝑅 = 𝑇 bedeutet wegen 𝑅 + 𝑇 = 1, dass 𝑅 = 1/2 gelten muss. Mit 𝜅 ≔ √1 + 𝜂2 folgt aus

𝑅 = 1 + 𝜅 −√2 + 2𝜅
1 + 𝜅 +√2 + 2𝜅

= 1
2

die quadratische Gleichung 𝜅2− 16𝜅− 17 = 0 mit der Lösung 𝜅 = 17. Somit gilt 𝑅 = 𝑇 für
𝜂 = √288 = 16,97.

7.7*
Vorbemerkung: Die Behandlung von Reflexion
und Transmission an einer ebenen Grenzfläche
(Feld- und Materialgleichungen in den beiden
Medien, Lösungsansätze für dieTeilfelder, Grenz-
bedingungen, Brechungsgesetz und fresnelsche
Formeln für die komplexen Amplituden) wird
als bekannt angesehen. Zum Brechungsgesetz
und den fresnelschen Formeln siehe den An-
hang A.16. Es werden nur jene Beziehungen an-
geschrieben, welche zur Beantwortung der Fra-
gen aus der Angabe benötigt werden.

𝑬-Feld imMedium2 in komplexer Schreibweise:

𝑬″(𝒓, 𝑡) = 𝒂″𝑒𝑖(𝑘̂2𝒏″• 𝒓−𝜔𝑡) ; 𝒏″• 𝒏″= 1, 𝒂″• 𝒏″= 0, ̂𝑘2 =
𝜔
𝑐 √𝜀2 + 𝑖 4𝜋𝜎2𝜔 . (7.7-1)

Dabei ist 𝒂″ der komplexe Amplitudenvektor und 𝒏″ ist ein komplexer Vektor, mit dessen
physikalischer Interpretation wir uns später befassen. Das „innere Produkt“ zweier kom-
plexer Vektoren ist dabei formal durch 𝒂 •𝒃 = ∑𝑘𝑎

∗
𝑘𝑏𝑘 definiert.

Mit
𝒏″ ≕ (sin𝛼″, 0, cos 𝛼″) , sin𝛼″, cos 𝛼″ komplex (7.7-2)
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lautet das verallgemeinerte Brechungsgesetz

sin𝛼
sin𝛼″ = 𝑛̂12 ≕

̂𝑘2
𝑘1

=
√𝜀2 + 𝑖 4𝜋𝜍2

𝜔

√𝜀1
. (7.7-3)

Ich bezeichne den Brechungswinkel mit𝛩
und den Ausbreitungsvektor der gebroche-
nenWellemit 𝒆. ImGrenzfall 𝜎2→ 0+muss
natürlich 𝛩 gegen (den dann reellen Win-
kel) 𝛼″ und die Phasengeschwindigkeit 𝑣2
muss dann gegen 𝑐/√𝜀2 streben.

Wir folgen nun den Empfehlungen aus der Angabe. Zunächst einmal setzen wir

̂𝑘2 =
𝜔
𝑐 √𝜀2 + 𝑖 4𝜋𝜎2𝜔 =∶ 𝛾+ 𝑖𝛿 , 𝛾 = 𝛾(𝜀2, 𝜎2) ∈ ℝ, 𝛿 = 𝛿(𝜀2, 𝜎2) ∈ ℝ. (7.7-4)

Die Vorzeichenwahl treffen wir dabei so, dass für 𝜎2 = 0 als Ergebnis 𝛾 = 𝜔
𝑐 √𝜀2 folgt, was

𝛾 ∈ ℝ+bedeutet. Aus
𝛾2 − 𝛿2 = 𝜔2

𝑐2 𝜀2 , 2𝛾𝛿 = 4𝜋𝜎2𝜔
𝑐2 (7.7-5)

ergibt sich nach einer elementaren Zwischenrechnung

𝛾 = 𝜔
𝑐 √𝜀2 [

1
2 (√1+ (4𝜋𝜎2𝜀2𝜔

)
2
+ 1)]

1/2
, (7.7-6a)

𝛿 = 𝜔
𝑐 √𝜀2 [

1
2 (√1+ (4𝜋𝜎2𝜀2𝜔

)
2
− 1)]

1/2
; (7.7-6b)

| ̂𝑘2|2 = 𝛾2 + 𝛿2 = 𝜔2
𝑐2 𝜀2√1+ (4𝜋𝜎2𝜀2𝜔

)
2
. (7.7-6c)

Um die Fragen aus der Angabe beantworten zu können, müssen wir die Größe ̂𝑘2𝒏″• 𝒓−𝜔𝑡
näher untersuchen, was ziemlich mühsam ist. Zunächst einmal gilt

̂𝑘2𝒏″• 𝒓 = ̂𝑘2 (𝑥 sin𝛼″+ 𝑧cos𝛼″) = ̂𝑘2 sin𝛼″𝑥 + ̂𝑘2 cos 𝛼″𝑧 = 𝑘1 sin𝛼𝑥 + ̂𝑘2 cos 𝛼″𝑧. (7.7-7)

Der Faktor bei 𝑥 ist reell (und bekannt), der komplexe Faktor bei 𝑧muss aber noch nach
Real- und Imaginärteil zerlegt werden. Zuerst einmal setzen wir

cos 𝛼″=∶ 𝜌𝑒𝑖𝜓 , 𝜌 ∈ ℝ+, 𝜓 ∈ [0, 2𝜋). (7.7-8)
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Aus dem verallgemeinerten Brechungsgesetz (7.7-3) folgt

sin𝛼″= 𝑘1
̂𝑘2
sin𝛼 = 𝑘1

𝛾+ 𝑖𝛿 sin𝛼 =
𝑘1

𝛾2 + 𝛿2 (𝛾− 𝑖𝛿) sin𝛼 ≕ (𝑎 − 𝑖𝑏) sin𝛼
(7.7-9)

mit 𝑎 = 𝑘1𝛾
𝛾2 + 𝛿2 , 𝑏 = 𝑘1𝛿

𝛾2 + 𝛿2 ⇒

cos𝛼″=√1− sin2𝛼″ =√1− (𝑎2− 𝑏2− 𝑖2𝑎𝑏) sin2𝛼 = 𝜌𝑒𝑖𝜓 ⇒ (7.7-10)

𝜌2 cos 2𝜓 = 𝜌2 (2 cos2𝜓 − 1) = 1 − (𝑎2− 𝑏2) sin2𝛼, (7.7-11)

𝜌2 sin 2𝜓 = 𝜌22 sin𝜓 cos𝜓 = 2𝑎𝑏 sin2𝛼. (7.7-12)

Die Lösungen der Gleichungen (7.7-11), (7.7-12) für 𝜌 und 𝜓 sind zweideutig, da die Wur-
zel im Komplexen zweideutig ist. Die richtige Wahl ergibt sich aus der physikalischen
Interpretation des Ausdruckes für das 𝑬-Feld imMedium2.

Damit können wir nun ̂𝑘2 cos 𝛼″ nach Real- und Imaginärteil zerlegen:

̂𝑘2 cos 𝛼″= (𝛾+ 𝑖𝛿)(𝜌cos𝜓 + 𝑖𝜌sin𝜓)

= 𝜌 (𝛾cos𝜓 − 𝛿sin𝜓) + 𝑖𝜌 (𝛾sin𝜓 + 𝛿cos𝜓) (7.7-13)

≕ 𝑞(𝛼) + 𝑖𝑝(𝛼) , 𝑞, 𝑝 ∈ ℝ.

Da 𝜌, 𝜓 zweideutig sind, sind auch die Lösungen dieser Gleichungen für 𝑞 und 𝑝 zweideutig.
Zur qualitativen Untersuchung des Wellenfeldes im Medium2 ist die Berechnung von 𝑝(𝛼)
und 𝑞(𝛼) nicht erforderlich. (Zur Berechnung von 𝑝(𝛼) und 𝑞(𝛼) siehe die weiterführende
Diskussion im Anschluss an die Lösung.)

Mit (7.7-7) und (7.7-13) erhalten wir

̂𝑘2𝒏″• 𝒓 = 𝑘1 sin𝛼𝑥 + 𝑞(𝛼)𝑧 + 𝑖𝑝(𝛼)𝑧, (7.7-14)

und Einsetzen in Gl. (7.7-1) ergibt für die elektrische Feldstärke imMedium2

𝑬″(𝒓, 𝑡) = 𝒂″𝑒−𝑝(𝛼)𝑧 𝑒𝑖 (𝑘1sin𝛼𝑥+𝑞(𝛼)𝑧−𝜔𝑡) . (7.7-15)

Beim Lösen der Gleichungen (7.7-13) muss man also die Wurzel für 𝑝 so ziehen, dass
𝑝(𝛼) > 0 wird. Damit wird die Lösung eindeutig, und es ist damit auch 𝑞(𝛼) > 0. Den
Ausdruck für 𝑬″(𝒓, 𝑡) schreiben wir zu Interpretationszwecken in die Form

𝑬″(𝒓, 𝑡) = 𝒂″𝑒−
𝑧

𝑑(𝛼) 𝑒𝑖√𝑘21 sin
2𝛼+𝑞2(𝛼) [𝒆•𝒓−𝑣2(𝛼)𝑡] . (7.7-16)
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um. Die Interpretation dieses Ausdruckes liegt auf der Hand:

𝑑(𝛼) = 1
𝑝(𝛼)

> 0 Eindringtiefe;

𝒆 = 1

√𝑘21 sin2𝛼 + 𝑞2(𝛼)
(𝑘1 sin𝛼, 0, 𝑞(𝛼)) Ausbreitungsvektor;

sin𝛩 = 𝑘1 sin𝛼

√𝑘21 sin2𝛼 + 𝑞2(𝛼)
< 1 𝛩(𝛼) Brechungswinkel;

𝑣2(𝛼) =
𝜔

√𝑘21 sin2𝛼 + 𝑞2(𝛼)
Phasengeschwindigkeit.

(7.7-17a)

(7.7-17b)

(7.7-17c)

(7.7-17d)

Beachte: Die Größen 𝑝(𝛼), 𝑞(𝛼) hängen außer vom Einfallswinkel 𝛼 von 𝜀2 und 𝜎2 ab.

Aus 𝒂″• 𝒏″= 0 (s. Gl. (7.7-1)) folgt 𝒂″• 𝒆 ≠ 0, die Wel-
le im Medium2 besitzt also eine longitudinale Kom-
ponente. Die Ebenen konstanter Phase für festes 𝑡
sind Ebenen senkrecht zu 𝒆, die Ebenen konstan-
ter Amplitude für festes 𝑡 sind Ebenen parallel zur
Grenzebene. Die Extinktion wird quantitativ durch
die Eindringtiefe beschrieben. Im Abstand 𝑑(𝛼) von
der Grenzebene ist die Amplitude der Welle durch
Extinktion auf den 𝑒-ten Teil vermindert.

Weiterführende Diskussion

Für eine quantitative Diskussion muss man noch mithilfe von (7.7-13) 𝑝(𝛼) und 𝑞(𝛼) be-
rechnen. Die Rechnung ist elementar, aber mühevoll, ich überlasse sie dem Leser.
Ergebnis:

𝑝2(𝛼) = 1
2
[−(𝛾2 − 𝛿2 − 𝑘21 sin2𝛼) +𝑊], 𝑝(𝛼) > 0;

𝑞2(𝛼) = 1
2
[+(𝛾2 − 𝛿2 − 𝑘21 sin2𝛼) +𝑊], 𝑞(𝛼) > 0;

𝑊 ≔ [(𝛾2 − 𝛿2 − 𝑘21 sin2𝛼)2+ 4𝛾2𝛿2]1/2 ;

𝑘21 sin2𝛼 + 𝑞2(𝛼) = 1
2
[(𝛾2 − 𝛿2 + 𝑘21 sin2𝛼) +𝑊];

mit 𝑘21 =
𝜔2

𝑐2
𝜀1 , 𝛾, 𝛿 Gl. (7.7-6𝑎), (7.7-6𝑏).

(7.7-18a)

(7.7-18b)

(7.7-18c)

(7.7-18d)

(7.7-18e)
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Bei gegebenen Materialkonstanten, gegebener Frequenz und gegebenem Einfallswinkel
kannman damit alle gefragten Größen numerisch berechnen. Wir untersuchen hier die
Grenzfälle schlechter Leiter und sehr guter Leiter, in denen wir mithilfe der Formeln (7.7-18a)
bis (7.7-18e) interessante halbquantitative Aussagen machen können.

Spezialfall 1: Medium2 schlechter Leiter, d. h. 𝜂 ≔ 4𝜋𝜍2
𝜀2𝜔

≪ 1

Beachte: Die dimensionslose Größe 𝜂hängt von 𝜔 ab.
Binomialentwicklungen in 𝜂 bis maximal zur Ordnung 𝜂2 ergeben:

𝛾 = 𝜔
𝑐 √𝜀2 [

1
2
(√1 + 𝜂2 + 1)]1/2≈ 𝜔

𝑐 √𝜀2 (1 +
𝜂2
8 ) , 𝛿 ≈ 𝜔

𝑐 √𝜀2
𝜂
2 ;

𝛾2 − 𝛿2 = 𝜔2
𝑐2 𝜀2 , 4𝛾2𝛿2 = (4𝜋𝜎2𝜔𝑐2 )

2
= (𝜔

2

𝑐2 𝜀2)
2
𝜂2 ;

𝛾2 − 𝛿2 − 𝑘21 sin2𝛼 =
𝜔2
𝑐2 𝜀2 (1 −

𝜀1
𝜀2
sin2𝛼);

𝑊 2= (𝛾2 − 𝛿2 − 𝑘21 sin2𝛼)2+ 4𝛾2𝛿2

= (𝜔
2

𝑐2 𝜀2)
2
[(1 − 𝜀1

𝜀2
sin2𝛼)2+ 𝜂2] ;

𝑊 ≈ 𝜔2
𝑐2 𝜀2 (1 −

𝜀1
𝜀2
sin2𝛼) [1 + 1

(1 − 𝜀1
𝜀2
sin2𝛼)2

𝜂2
2 ] ;

𝑝2(𝛼) ≈ 𝜔2
𝑐2 𝜀2

1
1 − 𝜀1

𝜀2
sin2𝛼

𝜂2
4 ,

𝑞2(𝛼) ≈ 𝜔2
𝑐2 𝜀2 [1 −

𝜀1
𝜀2
sin2𝛼 + 1

1 − 𝜀1
𝜀2
sin2𝛼

𝜂2
4 ] ;

𝑘21 sin2𝛼 + 𝑞2(𝛼) ≈ 𝜔2
𝑐2 𝜀2 [1 +

1
1 − 𝜀1

𝜀2
sin2𝛼

𝜂2
4 ] ;

𝑑(𝛼) = 1
𝑝(𝛼)

≈ 𝑐
𝜔√𝜀2√

1− 𝜀1
𝜀2
sin2𝛼 2

𝜂 mit 𝜂 = 𝜂(𝜀2, 𝜎2) =
4𝜋𝜎2
𝜀2𝜔

;

𝑑(𝛼) ≈
𝑐√𝜀2
2𝜋𝜎2√

1− 𝜀1
𝜀2
sin2𝛼 . (7.7-19)

Für 𝜎2 → 0+ strebt die Eindringtiefe gegen unendlich, für festes 𝛼 und wachsendes 𝜎2
nimmt die Eindringtiefe ab.
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Aus den Beziehungen (7.7-17c), (7.7-17d) folgt:

sin𝛩(𝛼) ≈
√

𝜀1
𝜀2
sin𝛼 [1 − 1

1 − 𝜀1
𝜀2
sin2𝛼

1
8 (

4𝜋𝜎2
𝜀2𝜔

)
2
] ;

𝑣2(𝛼) ≈
𝑐
√𝜀2

[1 − 1
1 − 𝜀1

𝜀2
sin2𝛼

1
8 (

4𝜋𝜎2
𝜀2𝜔

)
2
] .

(7.7-20)

(7.7-21)

Für 𝜎2 → 0+ strebt 𝛩 gegen 𝛼″ und Gl. (7.7-20) wird zum gewöhnlichen Brechungsgesetz.
Für festes 𝛼 und wachsendes 𝜎2 wird der Brechungswinkel𝛩 kleiner.

Für 𝜎2 → 0+ strebt 𝑣2 gegen 𝑐/√𝜀2 . Für festes 𝛼 und wachsendes 𝜎2 wird die Phasenge-
schwindigkeit 𝑣2 kleiner.

Spezialfall 2: Medium2 sehr guter Leiter, d. h. 𝜂 ≔ 4𝜋𝜍2
𝜀2𝜔

≫ 1

𝛾 ≈ 𝛿 ≈ 𝜔
𝑐 √𝜀2√

𝜂
2 , 4𝛾2𝛿2 = (𝜔

2

𝑐2 𝜀2)
2
𝜂2≫ 𝛾2 − 𝛿2 ;

𝑝2(𝛼) ≈ 𝑞2(𝛼) ≈ 𝑊
2 mit 𝑊 ≈ 2𝛾𝛿 ≈ 𝜔2

𝑐2 𝜀2𝜂.

Damit erhalten wir für die gefragten Größen:

𝑑(𝛼) ≈ 𝑐
√2𝜋𝜔𝜎2

;

sin𝛩(𝛼) ≈ 𝜔
𝑐 √𝜀1 sin𝛼 𝑑(𝛼) ≈ 𝛩(𝛼) ≈ 0;

𝑣2(𝛼) ≈ 𝜔𝑑(𝛼) ≈ 𝑐
√

𝜔
2𝜋𝜎2

.

(7.7-22)

(7.7-23)

(7.7-24)

Die Eindringtiefe ist unabhängig von 𝛼 sehr klein (Skineffekt). DieWelle läuft imMedium2
bei beliebigem 𝛼 „praktisch“ in Richtung der Grenzflächennormalen . Die Phasenge-
schwindigkeit ist unabhängig von 𝛼 und nimmt mit wachsendem 𝜎2 ab.

7.8* (a) AusdenMaxwellgleichungen folgen für dasRaumgebiet 𝑅 > 𝑎 die komplexen
Feldgleichungen

div𝑬(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = +𝑖𝑘𝑩(𝒓) ; (7.8-1a)

div𝑩(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = −𝑖𝑘𝑬(𝒓) , (7.8-1b)
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und aus den Wellengleichungen folgen für die kartesischen Komponenten von 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓)
komplexe Helmholtzgleichungen (Δ Laplaceoperator, nicht Vektorlaplaceoperator)1

Δ𝑬(𝒓) + 𝑘2𝑬(𝒓) = 𝟎, Δ𝑩(𝒓) + 𝑘2𝑩(𝒓) = 𝟎. (7.8-2)

Wegen der teilweisen Redundanz der Gleichungen (7.8-1a) bis (7.8-2), und da wir aus
Symmetriegründen von vornherein einiges über die Lösung sagen können, werden wir
für das Lösen der Aufgabe nicht alle Gleichungen benötigen, die Lösung muss aber alle
Gleichungen erfüllen.
Mit den Randbedingungen befassen wir uns erst im nächsten Punkt.

(b)

Aus Symmetriegründenmuss für 𝑅 > 𝑎

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑧(𝑅, 𝜙)𝒆𝑧 , (7.8-3a)

𝑩(𝒓) = 𝐵𝑅(𝑅, 𝜙)𝒆𝑅 + 𝐵𝜙(𝑅, 𝜙)𝒆𝜙 ; (7.8-3b)

𝑲 = 𝐾𝑧(𝜙)𝒆𝑧 (7.8-3c)

gelten.

Der Feldanteil 𝑬1, 𝑩1 = 𝒆𝑥⨯ 𝑬1, abgestrahlt von einer Quelle im Unendlichen, erfüllt alle
oben angeschriebenen Gleichungen. Das sogenannte sekundäre Feld 𝑬2, 𝑩2 zufolge des
Vorhandenseins des ideal leitenden Kreiszylinders, muss für sich ebenfalls alle diese
Gleichungen erfüllen.

Es liegt auf der Hand, dass wir mit der Helmholtzgleichung für 𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙) beginnen werden,
wobei wir den Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten anschreiben:

{ 1𝑅
𝜕
𝜕𝑅(𝑅

𝜕
𝜕𝑅) +

1
𝑅2

𝜕2
𝜕𝜙2 + 𝑘2} 𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙) = 0. (7.8-4)

Wirwissen, dass sichdie Lösungendieser partiellenDifferentialgleichungnachFunktionen

{𝑍𝑚(𝑘𝑅) 𝑒𝑖𝑚𝜙 ∣𝑚 ∈ ℤ} (7.8-5)

(𝑍𝑚(𝑧) Besselfunktion, Neumannfunktion oder Hankelfunktion; siehe die Beziehungen
(A.2-15) bis (A.2-31) von Anhang A.2) entwickeln lassen. Aus physikalischen Gründen
ist klar, dass der Feldanteil 2 für große 𝑅 eine richtungsmäßig amplitudenmodulierte
auslaufende Zylinderwelle sein muss. Die Formeln (A.2-17), (A.2-18), (A.2-24) und (A.2-25)
zeigen, dass für 𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙) nur die Hankelfunktionen𝐻

(1)
𝑚 (𝑘𝑅) infrage kommen:

𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙) = ∑
𝑚∈ℤ

𝑎𝑚𝐻
(1)
𝑚 (𝑘𝑅) 𝑒𝑖𝑚𝜙. (7.8-6)

1Siehe die Vorbemerkung zu Anhang A.5.2.
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Die Entwicklungskoeffizienten 𝑎𝑚 können wir mithilfe der Randbedingung 𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎,
d. h. 𝐸𝑧(𝑎+, 𝜙) = 𝐸1𝑧(𝑎+, 𝜙) + 𝐸2𝑧(𝑎+, 𝜙) = 0 (7.8-7)

bestimmen, dawir die Entwicklung von𝐸1𝑧(𝑎+, 𝜙)nachden trigonometrischenFunktionen
{𝑒𝑖𝑚𝜙 ∣𝑚 ∈ ℤ} kennen (siehe die Formel (A.2-27)):

𝐸1𝑧(𝑎+, 𝜙) = 𝐸0 𝑒𝑖𝑘𝑎cos𝜙 = 𝐸0 ∑
𝑚∈ℤ

𝑖𝑚𝐽𝑚(𝑘𝑎) 𝑒𝑖𝑚𝜙 . (7.8-8)

Einsetzen von (7.8-6) und (7.8-8) in die Randbedingung (7.8-7) ergibt

∑
𝑚∈ℤ

[𝐸0 𝑖𝑚𝐽𝑚(𝑘𝑎) + 𝑎𝑚𝐻
(1)
𝑚 (𝑘𝑎)]𝑒𝑖𝑚𝜙 = 0.

Aufgrund der linearen Unabhängigkeit der Funktionen {𝑒𝑖𝑚𝜙 ∣𝑚 ∈ ℤ} folgt

𝑎𝑚 = −𝐸0 𝑖𝑚
𝐽𝑚(𝑘𝑎)
𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

und damit
𝑬2(𝒓) = 𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙)𝒆𝑧 ,

𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙) = −𝐸0 ∑
𝑚∈ℤ

𝑖𝑚 𝐽𝑚(𝑘𝑎)
𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑅) 𝑒𝑖𝑚𝜙.

(7.8-9a)

(7.8-9b)

Als Nächstes berechnen wir 𝑩2 aus 𝐫𝐨𝐭𝑬2 = +𝑖𝑘𝑩2. Mit 𝑬2 = 𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙) 𝒆𝑧 und der Formel
(A.3-20) von Anhang A.3, d. h.

𝑖𝑘𝐵2𝑅 =
1
𝑅
𝜕𝐸2𝑧
𝜕𝜙 , 𝑖𝑘𝐵2𝜙 = −𝜕𝐸2𝑧𝜕𝑅

folgt („Strich“= Ableitung nach dem Argument)

𝑩2(𝒓) = 𝐵2𝑅(𝑅, 𝜙)𝒆𝑅 + 𝐵2𝜙(𝑅, 𝜙)𝒆𝜙 ,

𝐵2𝑅(𝑅, 𝜙) = −𝐸0 ∑
𝑚∈ℤ

𝑖𝑚𝑚𝐽𝑚(𝑘𝑎)
𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑅)
𝑘𝑅 𝑒𝑖𝑚𝜙 ,

𝐵2𝜙(𝑅, 𝜙) = +𝐸0 ∑
𝑚∈ℤ

𝑖𝑚−1 𝐽𝑚(𝑘𝑎)
𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)′
𝑚 (𝑘𝑅) 𝑒𝑖𝑚𝜙 .

(7.8-10a)

(7.8-10b)

(7.8-10c)

Der Leser verifiziere, dass der Feldanteil 2 auch alle nicht für die Berechnung benützten
Beziehungen von Punkt (a) erfüllt.
Das Gesamtfeld im Raumgebiet 𝑅 > 𝑎 ist durch 𝑬 = 𝑬1+ 𝑬2, 𝑩 = 𝑩1+𝑩2 gegeben.

(c) Die Flächenstromdichte auf dem Zylindermantel ergibt sich aus der Formel

𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝐵𝜙(𝑎+, 𝜙)𝒆𝑧 =
4𝜋
𝑐 𝑲
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mit 𝐵𝜙 = 𝐵1𝜙+ 𝐵2𝜙. Wir benötigen daher noch 𝐵1𝜙(𝑎+, 𝜙):

𝑩1(𝑎+, 𝜙) = 𝒆𝑥⨯ 𝑬1(𝑎+, 𝜙) = −𝐸0 𝑒𝑖𝑘𝑎cos𝜙 𝒆𝑦 = −𝐸0 𝑒𝑖𝑘𝑎cos𝜙 (sin𝜙 𝒆𝑅 + cos𝜙 𝒆𝜙) .

Ergebnis:

𝑲 = 𝐾𝑧(𝜙)𝒆𝑧 ,

𝐾𝑧(𝜙) = −𝐸0
𝑐
4𝜋 cos𝜙 𝑒𝑖𝑘𝑎cos𝜙 + 𝐸0

𝑐
4𝜋 ∑

𝑚∈ℤ
𝑖𝑚−1 𝐽𝑚(𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)′
𝑚 (𝑘𝑎) 𝑒𝑖𝑚𝜙 .

(7.8-11)

(7.8-12)

Gesamtstrom 𝐼
Ich verwende im Folgenden cos 𝜙 = 1

2 (𝑒𝑖𝜙 + 𝑒−𝑖𝜙), die Orthonormierungsbeziehungen der
Funktionen {𝑒𝑖𝑚𝜙 ∣𝑚 ∈ ℤ} sowie die Beziehungen 𝐽−1(𝑧) = −𝐽1(𝑧) und 𝐻

(1)′
0 (𝑧) = −𝐻 (1)

1 (𝑧).

𝐼 = 𝑎

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙𝐾𝑧(𝜙) = 𝐼1 + 𝐼2

mit

𝐼1 = −𝐸0
𝑐𝑎
4𝜋 ∑

𝑚∈ℤ
𝑖𝑚𝐽𝑚(𝑘𝑎)

𝜋(𝛿𝑚,−1+ 𝛿𝑚,1)
⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 cos𝜙 𝑒𝑖𝑚𝜙 = −𝐸0
𝑐𝑎
4 (1

𝑖
𝐽−1(𝑘𝑎) + 𝑖𝐽1(𝑘𝑎)) = −𝐸0

𝑖𝑐𝑎
2 𝐽1(𝑘𝑎) ,

𝐼2 = 𝐸0
𝑐𝑎
4𝜋 ∑

𝑚∈ℤ
𝑖𝑚−1 𝐽𝑚(𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)′
𝑚 (𝑘𝑎)

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 𝑒𝑖𝑚𝜙

⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
2𝜋𝛿𝑚0

= 𝐸0
𝑐𝑎
2
1
𝑖

𝐽0(𝑘𝑎)
𝐻 (1)
0 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)′
0 (𝑘𝑎)

= 𝐸0
𝑖𝑐𝑎
2

𝐽0(𝑘𝑎)
𝐻 (1)
0 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)
1 (𝑘𝑎) .

Ergebnis:

𝐼 = −𝐸0
𝑖𝑐𝑎
2 [𝐽1(𝑘𝑎) −

𝐽0(𝑘𝑎)
𝐻 (1)
0 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)
1 (𝑘𝑎)] . (7.8-13)

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Das exakte Lösen von Beugungsproblemen ist im Rahmen der Maxwelltheorie (Maxwellgleichungen,
Randbedingungen und Ausstrahlungsbedingung oder Maxwellgleichungen, Materialgleichungen,
Anschlussbedingungen und Ausstrahlungsbedingung) nur in wenigen Fällen möglich. Gelingt dies,
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so kannman aus der asymptotischen Form des sekundären Feldes (der Streuwelle) eine Streuampli-
tude ablesen und damit einen differentiellen Streuwirkungsquerschnitt berechnen. Im vorliegenden
Beispiel der Beugung einer monochromatischen ebenenWelle an einem undurchdringlichen un-
endlich langen Kreiszylinder hat man es nicht mit Streuung in Raumwinkelbereiche, sondern
in Azimutwinkelbereiche zu tun, und der differentielle Streuwirkungsquerschnitt hat nicht die
Dimension einer Fläche, sondern einer Länge.

Mit der asymptotischen Form von𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑅) Gl. (A.2-24) folgt

𝐸2𝑧(𝑅, 𝜙) −−−⟶𝑅→+∞
− 𝐸0√

2
𝜋𝑘 ∑

𝑚∈ℤ
𝑖𝑚 𝐽𝑚(𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

exp[𝑖(𝑚𝜙 − 1
2
𝑚𝜋− 1

4
𝜋)]

exp(𝑖𝑘𝑅)
𝑅1/2

≕ 𝐸0𝑓(𝜙)
exp(𝑖𝑘𝑅)
𝑅1/2

(richtungsmäßig amplitudenmodulierte
auslaufende Zylinderwelle).

Damit ergibt sich für den differentiellen Streuwirkungsquerschnitt

𝑑𝜎𝗌(𝜙)
𝑑𝜙 = |𝑓(𝜙)|2 mit 𝑓(𝜙) = −√

2
𝜋𝑘 ∑

𝑚∈ℤ
𝑖𝑚 𝐽𝑚(𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

exp[𝑖(𝑚𝜙 − 1
2
𝑚𝜋− 1

4
𝜋)]

und für den totalen Streuwirkungsquerschnitt (beachte die Orthogonalität und das Normierungsin-
tegral 2𝜋 der Funktionen {𝑒𝑖𝑚𝜙 ∣𝑚 ∈ ℤ})

𝜎𝗌 =
4
𝑘 ∑
𝑚∈ℤ

|
|
|
𝑖𝑚 𝐽𝑚(𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑎)

|
|
|

2
.

Die Messung des Streuwirkungsquerschnittes muss so erfolgen, dass man die einfallende ebeneWelle kollimiert
und die Messung bei großen 𝑅 in Bereichen, in denen durch die Kollimierung der einfallendenWelle nur die
Streuwelle vorhanden ist, durchführt.
Bei dieser Aufgabe war die einfallende Welle parallel zur Zylinderachse polarisiert. Bei der

analogen Testaufgabe T7.8 ist die einfallende Welle senkrecht zur Zylinderachse polarisiert. Der
Vergleich der Lösungen zeigt, dass man Streuamplitude und Streuwirkungsquerschnitt für den
letzteren Fall erhält, indemman in den Formeln für den ersteren Fall formal 𝐽𝑚(𝑘𝑎)/𝐻

(1)
𝑚 (𝑘𝑎) durch

𝐽 ′𝑚(𝑘𝑎)/𝐻
(1)′
𝑚 (𝑘𝑎) ersetzt. Dass der Streuwirkungsquerschnitt von der Polarisationsrichtung der ein-

fallenden linear polarisierten ebenenWelle abhängenmuss, ist physikalisch klar.—Interpretierbare
Ergebnisse erhalten wir im Grenzfall 𝑘𝑎 ≪ 1 (Zylinderradius klein gegen die Wellenlänge der
einfallendenWelle). Manmuss dann nur den Termmit 𝑚 = 0 berücksichtigen undman erhält:

Polarisation parallel Polarisation senkrecht
zur Zylinderachse zur Zylinderachse

𝑑𝜎𝗌
𝑑𝜙 = 𝜋𝑎

2
1

𝑘𝑎[log 𝑘𝑎]2
, 𝑑𝜎𝗌

𝑑𝜙 = 𝜋𝑎
8 (𝑘𝑎)3 (1 − 2 cos𝜙)2 ,

(Beugung isotrop)

𝜎𝗌 = 𝜋2𝑎 1
𝑘𝑎[log 𝑘𝑎]2

; 𝜎𝗌 =
3𝜋2𝑎
4 (𝑘𝑎)3.
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7.9*

(a) Fraunhoferbeugung

1. 𝑎
𝑅0

≪ 𝜆
𝑎
≪ 1 („ferne Fernzone“);

2. 𝜗 „klein“, d. h. sin 𝜗 ≈ 𝜗, cos 𝜗 ≈ 1 (P nicht „weit“ im geometrischen Schatten).

Skalare Lichterregung (elementare Beugungstheorie):

𝑢(P) = 𝐶∬
Öffnung

𝑑𝜉𝑑𝜂 𝑒−𝑖𝑘(𝛼𝜉+𝛽𝜂) , 𝛼 ≔ 𝑥
𝑅 , 𝛽 ≔

𝑦
𝑅 (7.9-1)

(𝛼, 𝛽 Richtungskosinus von 𝑹 bzgl. 𝑥- und 𝑦-Achse).

Bei den folgenden Rechnungen werden Beiträge von Ordnungen weggelassen, wie sie
schon bei der Ableitung der Formel (7.9-1) vernachlässigt wurden (Konsistenz).
Da in dieser Aufgabe das elektrostatische Potential nicht vorkommt, können wir den Polar-
winkel (wie schon in der Abbildung) statt mit 𝜙mit 𝜑 bezeichnen.

𝑥 = 𝜌 cos𝜑, 𝑦 = 𝜌 sin𝜑; 𝜉 = 𝜌′cos𝜑′, 𝜂 = 𝜌′sin𝜑′; 𝑑𝜉𝑑𝜂 = 𝜌′𝑑𝜌′𝑑𝜑′; (7.9-2a)
𝜌
𝑅 = sin𝜗 ≈ 𝜗 ≈ tan𝜗 = 𝜌

𝑅0
, also 𝜗 ≈ 𝜌

𝑅0
. (7.9-2b)

𝛼𝜉 + 𝛽𝜂 = 𝑥
𝑅 𝜉 +

𝑦
𝑅 𝜂 =

𝜌𝜌′
𝑅 [cos𝜑 cos𝜑′+ sin𝜑 sin𝜑′] ≈ 𝜗𝜌′cos(𝜑′− 𝜑); (7.9-2c)
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Damit erhalten wir für die Lichterregung2

𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝐶

2𝜋

∫
0

𝑑𝜑′
𝑎

∫
𝜅𝑎

𝑑𝜌′𝜌′𝑒−𝑖𝑘𝜗𝜌′cos(𝜑′−𝜑) .

Aus Symmetriegründen gilt 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑢(𝜌, 0) = 𝑢(𝜌) ≕ 𝑢[𝜗]:

𝑢[𝜗] = 2𝜋𝐶

𝑎

∫
𝜅𝑎

𝑑𝜌′𝜌′ 12𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝜑′𝑒−𝑖𝑘𝜗𝜌′cos𝜑′. (7.9-3)

Mit den Integraldarstellungen (A.2-31) der Besselfunktion 𝐽0 und der Formel (A.2-30) von
Anhang A.2 erhalten wir

𝑢[𝜗] = 2𝜋𝐶

𝑎

∫
𝜅𝑎

𝑑𝜌′𝜌′𝐽0(𝑘𝜗𝜌′) =
2𝜋𝐶
(𝑘𝜗)2

𝑘𝜗𝑎

∫
𝑘𝜗𝜅𝑎

𝑑𝑠 𝑠 𝐽0(𝑠) =
2𝜋𝐶
(𝑘𝜗)2 [

𝑘𝜗𝑎𝐽1(𝑘𝜗𝑎) − 𝑘𝜗𝜅𝑎𝐽1(𝑘𝜗𝜅𝑎)] ;

𝑢[𝜗] = 𝜋𝐶𝑎2 [2𝐽1(𝑘𝜗𝑎)𝑘𝜗𝑎 − 𝜅2 2𝐽1(𝑘𝜗𝜅𝑎)𝑘𝜗𝜅𝑎 ] ;

𝐼[𝜗] = |𝑢[𝜗]|2= 𝜋2𝐶2𝑎4 [2𝐽1(𝑘𝜗𝑎)𝑘𝜗𝑎 − 𝜅2 2𝐽1(𝑘𝜗𝜅𝑎)𝑘𝜗𝜅𝑎 ]
2
.

Aus der Potenzreihenentwicklung (A.2-28) von Anhang A.2 sehen wir, dass

2𝐽1(𝑠)
𝑠

|||𝑠=0
= 1

gilt. Für die Intensität im zentralen Maximum gilt daher

𝐼[0] = 𝜋2𝐶2𝑎4 (1 − 𝜅2)2≕ 𝐼0

und es folgt

𝐼[𝜗] = 𝐼0
1

(1 − 𝜅2)2
[2𝐽1(𝑘𝜗𝑎)𝑘𝜗𝑎 − 𝜅2 2𝐽1(𝑘𝜗𝜅𝑎)𝑘𝜗𝜅𝑎 ]

2
. (7.9-4)

Maxima: (1) zentrales Maximum (1.Maximum, heller Fleck): 𝐼[0] = 𝐼0 ;
(2) weitere Maxima (helle Ringe):

𝑑
𝑑𝜗 [

2𝐽1(𝑘𝜗𝑎)
𝑘𝜗𝑎 − 𝜅2 2𝐽1(𝑘𝜗𝜅𝑎)𝑘𝜗𝜅𝑎 ] = 0.

Mit der Formel (A.2-29) von Anhang A.2 folgt als Bestimmungsgleichung für die weiteren
Maxima

𝐽2(𝑘𝜗𝑎) − 𝜅2𝐽2(𝑘𝜗𝜅𝑎) = 0. (7.9-5)

2Statt ≈ schreiben wir wieder = , sonst hätten wir ja schon in (7.9-1) ≈ schreiben müssen.
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Minima (dunkle Ringe): Die Bestimmungsgleichung ergibt sich unmittelbar aus (7.9-4).

𝐽1(𝑘𝜗𝑎) − 𝜅𝐽1(𝑘𝜗𝜅𝑎) = 0. (7.9-6)

(b) (b1) Kreisblende (𝜅 = 0)

𝐼[𝜗] = 𝐼0 (
2𝐽1(𝑘𝜗𝑎)
𝑘𝜗𝑎 )

2
. (7.9-7)

1.Minimum (1. dunkler Ring): niedrigster 𝜗-Wert (𝜗 ≠ 0), für den 𝐽1(𝑘𝜗𝑎) = 0 gilt:

𝑘𝜗𝑎 = 3,83 = 1,22𝜋. (7.9-8)

2.Maximum (1. heller Ring): niedrigster 𝜗-Wert (𝜗 ≠ 0), für den 𝐽2(𝑘𝜗𝑎) = 0 gilt:

𝑘𝜗𝑎 = 5,14 = 1,64𝜋;

𝐼[𝜗]||2.Max= 𝐼0 (
2𝐽1(5,14)
5,14 )

2
= 𝐼0 ⋅ 0,0175 (1,75%).

(7.9-9a)

(7.9-9b)

(b2) Ringblende mit 𝜅 = 1
2
d. h. 𝑏 = 𝑎

2

𝐼[𝜗] = 𝐼0
16
9 [2𝐽1(𝑘𝜗𝑎)𝑘𝜗𝑎 − 1

4
2𝐽1(

𝑘𝜗𝑎
2
)

𝑘𝜗𝑎
2

]
2

. (7.9-10)

1.Minimum (1. dunkler Ring): niedrigster 𝜗-Wert (𝜗 ≠ 0) mit 𝐽1(𝑘𝜗𝑎) − 𝐽1(𝑘𝜗𝑎/2)/2 = 0:3

𝑘𝜗𝑎 = 3,15. (7.9-11)

3𝐽1(3,15) = 0,2872, 𝐽1(1,58) = 0,5678
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2.Maximum (1. heller Ring): niedrigster 𝜗-Wert (𝜗 ≠ 0) mit 𝐽2(𝑘𝜗𝑎) − 𝐽2(𝑘𝜗𝑎/2)/4 = 0:4

𝑘𝜗𝑎 = 4,80;

𝐼[𝜗]||2.Max= 𝐼0 ⋅ 0,097 (9,7%).

(7.9-12a)

(7.9-12b)

(b3) Grenzwert 𝑏↑𝑎, d. h. 𝜅↑ 1

𝐼[𝜗]muss in diesem Grenzfall natürlich gegen null streben, aber 𝐼[𝜗]
𝐼0
||𝜅↑1 ist interessant.

Für die folgende Zwischenrechnung setze ich 𝑘𝜗𝑎 ≕ 𝑠.

𝐼[𝜗]
𝐼0

= 1
(1 − 𝜅2)2

[2𝐽1(𝑠)𝑠 − 𝜅2 2𝐽1(𝜅𝑠)𝜅𝑠 ]
2
;

2𝐽1(𝜅𝑠)
𝜅𝑠 = 2𝐽1(𝑠)

𝑠 − (1 − 𝜅) 𝑠 𝑑𝑑𝑠 (
2𝐽1(𝑠)
𝑠 ) +⋯ = 2𝐽1(𝑠)

𝑠 + (1 − 𝜅) 𝑠 2𝐽2(𝑠)𝑠 +… ;

𝐼[𝜗]
𝐼0

= 1
(1 − 𝜅2)2

[2𝐽1(𝑠)𝑠 − 𝜅2 2𝐽1(𝑠)𝑠 − 𝜅2 (1 − 𝜅)2𝐽2(𝑠) +…]
2

𝐼[𝜗]
𝐼0

= [2𝐽1(𝑠)𝑠 − 𝜅2
1 + 𝜅 2𝐽2(𝑠) +…]

2
−⟶
𝜅↑1

[2𝐽1(𝑠)𝑠 − 𝐽2(𝑠)]
2
.

Nach der Rekursionsbeziehung (A.2-19) von Anhang A.2 gilt

𝐽0(𝑠) + 𝐽2(𝑠) =
2𝐽1(𝑠)
𝑠 ⇒ [2𝐽1(𝑠)𝑠 − 𝐽2(𝑠)]

2
= [𝐽0(𝑠)]2.

Somit: Für 𝜅↑ 1 streben 𝐼0 und 𝐼[𝜗] gegen null, für das Intensitätsverhältnis 𝐼[𝜗]/𝐼0 gilt

𝐼[𝜗]
𝐼0

−⟶
𝜅↑1

[𝐽0(𝑘𝜗𝑎)]2. (7.9-13)

1.Minimum: niedrigster 𝜗-Wert (𝜗 ≠ 0) für den 𝐽0(𝑘𝜗𝑎) = 0 ist:

𝑘𝜗𝑎 = 2,40. (7.9-14)

2.Maximum: wegen 𝐽 ′0(𝑠) = −𝐽1(𝑠) niedrigster 𝜗-Wert (𝜗 ≠ 0) für den 𝐽1(𝑘𝜗𝑎) = 0 ist5:

𝑘𝜗𝑎 = 3,83;

𝐼[𝜗]
𝐼0

|||2.Max
−⟶
𝜅↑1

0,162.

(7.9-15a)

(7.9-15b)

4𝐽2(4,8) = 0,1161, 𝐽2(2,4) = 0,4310; 𝐽1(4,8) = −0,2985, 𝐽1(2,4) = 0,5202
5Stelle des 1.Minimums für 𝜅 = 0
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Die folgende Abbildung zeigt als „Fleißaufgabe“ (war in der Angabe nicht verlangt) die
Funktion 𝐼[𝜗]/𝐼0 für 𝜅 = 0 (Gl. (7.9-7)), 𝜅 = 0,5 (Gl. (7.9-10)) und 𝜅 ↑ 1 (Gl. (7.9-13)).

(c) Auflösung: Damit zwei Bildpunkte auflösbar sind, muss der Winkelabstand der Bild-
punkte die folgende Bedingung erfüllen:

1. für eine Kreisblende (𝜅 = 0) muss 𝛥𝜗 > 3,83
𝑘𝑎

= 0,61 𝜆
𝑎
sein;

2. für eine Ringblende mit 𝜅 = 1
2
muss 𝛥𝜗 > 3,15

𝑘𝑎
= 0,50 𝜆

𝑎
sein;

3. im Grenzfall 𝜅 ↑ 1 muss 𝛥𝜗 > 2,40
𝑘𝑎

= 0,38 𝜆
𝑎
sein.
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Helligkeit des zentralen Maximums: Diese beträgt für 𝜅 = 0,5 nur mehr 56% des Wertes für
𝜅 = 0, für 𝜅 = 0,9 nur mehr 3,6%.

Bildkontrast: Dieser ist qualitativ durch das Verhältnis 𝐼[𝜗]|2.Max/𝐼0 gegeben, welches für
𝜅 = 0… 1,75%, für 𝜅 = 0,5 … 9,7% und für 𝜅 ↑ 1 … 16,2% beträgt.

Mit wachsendem 𝜅wird das Auflösungsvermögen größer, zugleich nimmt aber die Bildhel-
ligkeit ab. Ebenso nimmt der Bildkontrast ab, da die Höhe des 2.Maximums relativ zum
zentralen Maximum zunimmt.
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Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T7.1 Behandle dieselbe Aufgabenstellung wie in Aufgabe 7.2 für den Fall, dass die
einfallende ebene Welle parallel zur Einfallsebene schwingt.

T7.2

Der Halbraum 𝑧 < 0 sei ladungsfreies Va-
kuum, der Halbraum 𝑧 ≥ 0 sei von einer
ideal leitenden Substanz erfüllt. Aus dem
Vakuum falle unter dem Einfallswinkel 𝛼 ei-
ne linear polarisierte monochromatische
ebene Welle mit Schwingungsrichtung in
der Einfallsebene auf die Grenzfläche 𝑧 = 0
ein (siehe die Abbildung).
Berechne die reflektierte Welle und mache
eine Skizze.

Ergebnis: Die reflektierte Welle besitzt die gleiche Frequenz wie die einfallendeWelle, ihre Aus-
breitungsrichtung liegt in der Einfallsebene, der Reflexionswinkel ist gleich dem Einfallswinkel.
Die reflektierte Welle ist ebenfalls linear polarisiert mit Schwingungsrichtung in der Einfallsebene,
besitzt die gleiche Amplitude wie die einfallendeWelle, aber es gilt 𝑬(r)

tg = −𝑬(e)
tg (Phasensprung

von 𝜋).

T7.3

Auf ein gleichseitiges Dreiecks-Glasprisma
(Brechungsindex 𝑛 = 1, 51) fällt – wie in der
Abbildung dargestellt – ein Lichtstrahl hori-
zontal ein. Berechne den Winkel 𝛼 des aus-
fallenden Lichtstrahls gegen die Horizontale.

Ergebnis: 𝛼 = 49,7o
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T7.4 Eine planparallele Platte der Dicke 𝑑, welche aus einem Dielektrikum mit der
Dielektrizitätskonstante 𝜀 besteht, befindet sich imVakuum. Auf diese Platte fällt senkrecht
eine monochromatische ebene elektromagnetische Welle ein.
BerechneReflexionsvermögen𝑅 undTransmissionsvermögen𝑇 der Platte in Abhängigkeit
vom Brechungsindex 𝑛 = √𝜀 und der Dicke 𝑑 der Platte. Berechne ferner den auf die
Platte wirkenden Strahlungsdruck 𝑃 (Zeitmittel über eine Periode) in Abhängigkeit von der
Intensität 𝐼 der einfallendenWelle, dem Brechungsindex 𝑛 und der Dicke 𝑑 der Platte. Für
welcheWerte der Dicke𝑑nehmenReflexionsvermögen𝑅 und Strahlungsdruck𝑃maximale
bzw. minimale Werte an, und wie lauten diese?

Hinweis: Für die Untersuchung dieser Fragen kann die einfallende Welle ohne Einschränkung der
Allgemeinheit der Ergebnisse als linear polarisiert angenommen werden.

Ergebnisse für 𝑅, 𝑇 und 𝑃

𝑅 = (𝑛2 − 1)2 (sin𝑘2𝑑)2

4𝑛2 + (𝑛2 − 1)2 (sin𝑘2𝑑)2
, 𝑇 = 4𝑛2

4𝑛2 + (𝑛2 − 1)2 (sin𝑘2𝑑)2
mit 𝑘2 = 𝑛 𝜔𝑐 .

𝑃 = 𝐼
𝑐

2(𝑛2 − 1)2 (sin𝑘2𝑑)2

4𝑛2 + (𝑛2 − 1)2 (sin𝑘2𝑑)2
= 𝐼

𝑐 (1 + 𝑅 − 𝑇) = 2𝐼
𝑐 𝑅

T7.5 Eine linear polarisierte, zur Zeichenebeneunter 45o schwingendemonochromati-
sche ebeneWelle (𝐸(e)𝗉 = 𝐸(e)

𝗌 ≡ 𝐸(e)) fällt aus demVakuumsenkrecht auf ein dielektrisches
Prismamit dem Brechungsindex 𝑛 = √𝜀 ein. Die eindringende Welle wird im Prisma total
reflektiert, und die das Prisma verlassende Welle tritt senkrecht aus (siehe die Abbildung).

Berechne unter Vernachlässigung vonMehrfachreflexionen für die ‘am Ende’ aus dem Pris-
ma austretende Welle die Intensität 𝐼 (ausgedrückt durch 𝑛 und die Intensität 𝐼(e) der
auf das Prisma einfallenden Welle) sowie die Phasendifferenz zwischen Parallel- und
Senkrechtkomponente. Wie ist der Polarisationszustand dieser Welle?
Unter welcher Voraussetzung für den Brechungsindex 𝑛 ist beim gegebenen Problem

die Vernachlässigung von Mehrfachreflexionenmöglich? Überlege, welche Größe für die
quantitative Untersuchung dieser Frage maßgebend ist, und drücke sie durch 𝑛 aus. Was
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bedeutet diese Voraussetzung für den Grenzwinkel der Totalreflexion 𝛼0 und damit für
denWinkel 𝛼 im Prismenquerschnitt?
Hinweis: Was mit der Vernachlässigung von Mehrfachreflexionen gemeint ist, ist auf Seite 297
erläutert.
Einige Ergebnisse: Die aus dem Prisma austretende Welle ist rechtselliptisch polarisiert. Bedingung
für die Vernachlässigbarkeit von Mehrfachreflexionen ist [(𝑛 − 1)2]/[(𝑛 + 1)2] ≪ 1. Der Winkel 𝛼
muss hinreichend groß sein (𝛼 ≳ 70o).

Wer zuvor die Aufgabe 7.4 bearbeitet hat, sollte mit dieser analogen, aber wesentlich einfacheren
Aufgabe keine Probleme haben.

T7.6 Der Brechungsindex 𝑛 = √𝜀 eines Dielektrikums besitze den Wert 𝑛 = 1 + √2.
Untersuche mithilfe der fresnelschen Formeln, ob es möglich ist, durch Totalreflexion an
einer Grenzfläche dieses Dielektrikums zum Vakuum aus linear polarisiertemmonochro-
matischem Licht zirkular polarisiertes monochromatisches Licht herzustellen. Falls der
gewünschte Effekt möglich ist: Mit welcher Schwingungsrichtung bzgl. der Einfallsebe-
ne und unter welchem Einfallswinkel muss man die Welle auf die Grenzfläche einfallen
lassen?

Ergebnis: Die einfallende linear polarisierte Welle muss unter 𝛼 = 45o zur Einfallsebene
schwingen, und es muss sin2𝛼 = 1 − √2

2 gelten (𝛼 = 32,76o).

T7.7 Einemonochromatische ebeneWelle falle von einem transparenten Mediummit
dem Brechungsindex 𝑛 = √𝜀 unter einem Einfallswinkel 𝛼 auf eine ebene Grenzfläche
zum Vakuum ein, welcher größer als der Grenzwinkel der Totalreflexion ist (siehe die
Abbildung).
Berechne die „Dicke“ der „Lichthaut“ im Vakuum (Eindringtiefe des elektromagneti-

schen Feldes).

Anleitung: Benütze die Formeln von Anhang A.16.

T7.8 Auf einen ideal leitenden im Vakuum befindlichen Kreiszylinder (Radius 𝑎, Zylin-
derachse= 𝑧-Achse) falle eine linear polarisierte monochromatische ebene Welle mit

𝑬1(𝒓, 𝑡) = 𝐸0 exp[𝑖(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡)]𝒆𝑦 , 𝑩1(𝒓, 𝑡) = 𝒆𝑥⨯ 𝑬1(𝒓, 𝑡) , 𝐸0 > 0, 𝑘 = 𝜔
𝑐
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ein (einfallendes Wellenfeld: Index1).
Berechne das Zusatzfeld (sekundäre Feld) 𝑬2(𝒓), 𝑩2(𝒓) im Raumgebiet 𝑅 > 𝑎 zufolge des
Vorhandenseins des ideal leitenden Zylinders.
Kommentar: Der Lösungsweg dieser Testaufgabe ist weitgehend analog zur Aufgabe 7.8.

Anleitung: Verwende die Anleitung zu Aufgabe 7.8 und die Rekursionsbeziehung (A.2-19) von
Anhang A.2.
Ergebnisse zu (b): 𝑩2(𝒓) = 𝐵2𝑧(𝑅, 𝜙)𝒆𝑧, 𝑬2(𝒓) = 𝐸2𝑅(𝑅, 𝜙)𝒆𝑅 + 𝐸2𝜙(𝑅, 𝜙)𝒆𝜙
(„Strich“= Ableitung nach dem Argument)

𝐵2𝑧(𝑅, 𝜙) = −𝐸0 ∑
𝑚∈ℤ

𝑖𝑚 𝐽 ′𝑚(𝑘𝑎)
𝐻 (1)′
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑅) 𝑒𝑖𝑚𝜙 ;

𝐸2𝑅(𝑅, 𝜙) = +𝐸0 ∑
𝑚∈ℤ

𝑖𝑚 𝑚𝐽 ′𝑚(𝑘𝑎)
𝐻 (1)′
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)
𝑚 (𝑘𝑅)
𝑘𝑅 𝑒𝑖𝑚𝜙 ,

𝐸2𝜙(𝑅, 𝜙) = +𝐸0 ∑
𝑚∈ℤ

𝑖𝑚+1 𝐽 ′𝑚(𝑘𝑎)
𝐻 (1)′
𝑚 (𝑘𝑎)

𝐻 (1)′
𝑚 (𝑘𝑅) 𝑒𝑖𝑚𝜙 .

T7.9 Eine ebene monochromatische Welle falle senkrecht

(a) auf einen ebenen Beugungsschirmmit einer rechteckigen Öffnung („Spalt“) der Breite
𝑑 und Höhe ℎ ein (siehe die Abbildung1);

(b) auf einen ebenen Beugungsschirmmit zwei rechteckigen Öffnungen der Breite 𝑑 und
Höhe ℎ, welche den Abstand 𝑙 besitzen, ein (siehe die Abbildung2).

Berechne für den Fall der Fraunhoferbeugungmithilfe der elementaren Beugungstheo-
rie (skalaren Lichterregung) die Intensitätsverteilung auf einem ebenen, zum Beugungs-
schirm parallelen Auffänger und diskutiere das Ergebnis.
Ergebnisse (siehe Gl. (7.9-1) und die Abbildung dazu):

(a)∶ 𝐼(𝑃) = 𝐼(0)(
sin 𝑘𝑑𝛼2
𝑘𝑑𝛼
2

)

2

(
sin 𝑘ℎ𝛽2
𝑘ℎ𝛽
2

)

2

≡ 𝐼(𝑃; Spalt) ; (b)∶ 𝐼(𝑃) = 𝐼(𝑃; Spalt) (cos 𝑘𝑙𝛼)2 )
2
.
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Vorbemerkung: Bei Aufgaben, bei denen die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit
in einer Periode der Strahlung zu berechnen ist, bei denen aber eine grafische Darstellung der
Abstrahlungscharakteristik nur mit Computerunterstützung möglich ist, wird in den Angaben eine
grafischeDarstellung nicht verlangt.Wer jedoch ein Computer-Algebrasystem (CAS)1 zur Verfügung
hat sollte sich die Abstrahlungscharakteristik durch ein Polardiagramm veranschaulichen.

Angaben

8.1* Ein hertzscher Dipol mit demMoment 𝒑(𝑡) = 𝑝0 cos𝜔𝑡𝒆𝑧 befindet sich im Koordi-
natenursprung.

(a) Berechne im gesamten Raum die Feldstärken 𝑬(𝒓, 𝑡), 𝑩(𝒓, 𝑡).

(b) Berechne daraus den Strahlungsanteil des elektromagnetischen Feldes (den asympto-
tisch führenden Term, d. h. den 1/𝑟-Term) in derWellenzone 𝑬W(𝒓, 𝑡), 𝑩W(𝒓, 𝑡) und den
Strahlungsanteil der Energiestromdichte (den asymptotisch führenden Term, d. h. den
1/𝑟2-Term) 𝑺W(𝒓, 𝑡).

(c) Berechne die Abstrahlungsleistung des hertzschen Dipols pro Raumwinkeleinheit, die
mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔 der
Strahlung sowie die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

Anleitung zu Punkt (a): Verwende die komplexe Schreibweise und die Formeln von Anhang A.14.1.
Die Formeln über hertzsche Dipole von Anhang A.15.6 sollen als bekannt angesehen werden.

8.2 Der Antennenstrom in einer linienförmigen geraden Antenne der Länge 𝑑 (siehe
die Abbildung) sei in komplexer Schreibweise durch

𝒋(𝒓′, 𝑡′) = 𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝜔𝑡′ , 𝒋(𝒓′) = 𝐼(𝑧′) δ(𝑥′) δ(𝑦′)𝒆𝑧 ,

𝐼(𝑧′) = 𝐼0 sin(
𝑘𝑑
2
− 𝑘|𝑧′|)Θ( 𝑑

2
− |𝑧′|)

gegeben (𝑘 = 𝜔/𝑐).

1Open Source z. B. Maxima oder Reduce
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Berechne exakt die zugehörige mittlere Abstrahlungsleis-
tung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔.
Spezialisiere das Ergebnis auf

𝑑 = 𝑚 𝜆
2 , 𝑚 ∈ ℕ .

Anleitung: Verwende aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmo-
ment sowie die Formel (A.15-6) für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit.

Verwende weiters das unbestimmte Integral

∫𝑑𝑢 sin(𝛼𝑢 + 𝛽) cos 𝛾𝑢 = −cos[(𝛼 + 𝛾)𝑢 + 𝛽]
2(𝛼 + 𝛾)

− cos[(𝛼 − 𝛾)𝑢 + 𝛽]
2(𝛼 − 𝛾)

, 𝛼2 ≠ 𝛾2.

Hinweis: Die angegebene Antennenstromverteilung liegt bei einer linearen Antenne näherungs-
weise dann vor, wenn ihr durch eine abgeschirmte Zuleitung zentral einWechselstrom der Kreisfre-
quenz 𝜔 zugeführt wird [Vernachlässigung der Verluste durch Joulesche Wärme und Abstrahlung].
Siehe auch die Aufgabe 8.3, in der das vorliegende Abstrahlungsproblemmithilfe der sphärischen
Multipolentwicklung behandelt wird, sowie die Testaufgabe T8.1.

8.3* Behandle das Abstrahlungsproblem von Aufgabe 8.2 mithilfe der sphärischen Multi-
polentwicklung, d. h. berechne die zugehörigenMultipolkoeffizienten 𝑎(𝖤)𝑙𝑚 , 𝑎

(𝖬)
𝑙𝑚 und schreibe

die Formel für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
𝑇 = 2𝜋/𝜔 an.
Was ergibt sich daraus, wenn man sich auf Beiträge mit 𝑙 ≤ 3 beschränkt und die

entsprechenden speziellen Vektorkugelflächenfunktionen 𝑿𝑙𝑚(𝛺) einsetzt? Spezialisiere
diese Näherungsformel auf die Fälle 𝑑 = 𝜆/2 bzw. 𝑑 = 𝜆 und vergleiche die erhaltenen
Abstrahlungscharakteristiken mit den exakten Ergebnissen von Aufgabe 8.2.
Anleitung: Verwende aus dem Anhang A.15 die Formeln (A.15-19) bis (A.15-21) für die mittlere
Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode.

Verwende ferner die Formelsammlung für die Vektorkugelflächenfunktionen von Anhang A.5.1 und
die Formeln für die sphärischen Besselfunktionen von Anhang A.2. Mache bei der Durchführung
der 𝑟-Integration davon Gebrauch, dass für den gegebenen Antennenstrom

𝑑2𝐼(𝑟)
𝑑𝑟2 + 𝑘2𝐼(𝑟) = 0

gilt.
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8.4

Ein hertzscher Dipol mit demmaximalem
Moment 𝑝0 befindet sich auf der 𝑧-Achse
im Abstand 𝜆/2 von einem ideal leitenden
Halbraum und schwingt mit der Kreisfre-
quenz 𝜔 = 2𝜋𝑐/𝜆 in 𝑧-Richtung (siehe die
Abbildung).

(a) Verifiziere, dass in der Elektrodynamik die erforderlichen Randbedingungen für die
Feldstärken (in Analogie zur Bildladungsmethode der Elektrostatik) durch die gleiche
Art von Spiegelung des Punktdipols erfüllt werden können wie in der Elektrostatik.

(b) Benütze dies für die Berechnung der mittleren Abstrahlungsleistung des hertzschen
Dipols pro Raumwinkeleinheit in einer Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔 für den Halbraum 𝑧 > 0.
Berechne ferner die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

Hinweise: Siehe den Anhang A.15.6 und verwende bei Punkt (a), dass Ladungs- und Stromdichte
für einen Punktdipol mit demMoment 𝒑(𝑡), welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch Gl. (A.15-30)
von Anhang A.15.6 gegeben sind. Verwende die Formeln für die retardierten Potentiale und die
Formeln für die Berechnung der Feldstärken aus den Potentialen.

Verwende ferner aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmo-
ment sowie die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro
Raumwinkeleinheit und beachte den Hinweis auf die Nützlichkeit der komplexen Schreibweise bei
Problemenmit zeitlich harmonischen Quellverteilungen.

Testaufgabe zum Selbstüben: T8.8.

8.5 Eine Antenne besteht aus drei hertzschen Dipolen mit gleichemmaximalemMo-
ment 𝑝0, welche sich an den Stellen

𝒓𝑏 = (𝑏 𝜆
2
, 0, 0) , 𝑏 = ±1, 0

befinden undmit gleicher Kreisfrequenz 𝜔 = 2𝜋𝑐/𝜆 in 𝑧-Richtung schwingen.

Abbildung 1 Abbildung 2
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(a) Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

(a1) für den Fall, dass die drei Dipole in Phase schwingen (Abbildung 1);

(a2) für den Fall, dass dermittlere Dipol in Gegenphase zu den beiden anderenDipolen
schwingt (Abbildung 2).

(b) Für welche Richtung in der 𝑥𝑦-Ebene ist die Abstrahlung
(b1) bei der Antenne von (a1);
(b2) bei der Antenne von (a2)
am größten?

Hinweise: Siehe den Anhang A.15.6.

Verwende ferner aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmoment
sowie die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raum-
winkeleinheit.

Testaufgabe zum Selbstüben: T8.7.

8.6

Ein magnetischer Punktdipol besitzt ein Di-
polmoment mit zeitlich konstantem Betrag
𝑚0. Dieser magnetische Dipol befindet sich
im Koordinatenursprung und rotiert mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit 𝜔 um die
𝑧-Achse, wobei sein Moment𝒎(𝑡)mit der po-
sitiven 𝑧-Achse denWinkel 𝛼 einschließt (sie-
he die Abbildung).

Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
𝑇 = 2𝜋/𝜔 und untersuche, für welche Raumrichtungen die Abstrahlung im Zeitmittel am
stärksten bzw. am schwächsten ist. Berechne ferner die insgesamt im Zeitmittel abge-
strahlte Leistung.
Hinweise: Verwende, dass die Stromdichte für einen magnetischen Punktdipol mit demMoment
𝒎, welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch die Formel 2.1 von Anhang A.11 gegeben ist.

Verwende ferner aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmoment
sowie die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raum-
winkeleinheit.

Testaufgabe zum Selbstüben: T8.2.

8.7 Drei elektrische Punktladungen befinden sich auf der 𝑧-Achse. Ladung 𝑞1 = −𝑞
schwingt längs der 𝑧-Achse gemäß 𝑧1(𝑡) = 𝑎 cos𝜔𝑡, Ladung 𝑞2 = +2𝑞 ruht dauernd im
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Ursprung, und Ladung 𝑞3 = −𝑞 schwingt längs der 𝑧-Achse gemäß 𝑧3(𝑡) = −𝑎cos𝜔𝑡. Dabei
soll 𝑎 klein gegen dieWellenlänge der emittierten Strahlung sein.Was ist die Kreisfrequenz
der Strahlung?
Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

der Strahlung in jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem elek-
trischen Quadrupolbeitrag abgebrochen wird. Berechne in dieser Näherung außerdem
die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

Anleitung: Verwende die folgenden Formeln von Anhang A.15: Gl. (A.15-13) bis (A.15-16) stellen
die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes (A.15-3) dar. Die mitt-
lere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung ist dannmithilfe
der Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) zu berechnen.

Hinweis: Beachte, dass Ladungs- und Stromdichte in diesem Fall nicht zeitlich harmonisch sind,
man also nicht die komplexe Schreibweise verwenden kann.

Siehe auch die folgende Aufgabe sowie die Aufgabe 8.9 und die Testaufgabe T8.3.

8.8

An den Ecken eines Quadrates der Kantenlänge 𝑎 be-
finden sich abwechselnd elektrische Punktladungen
±𝑞, wobei 𝑎 klein gegen die Wellenlänge der emittier-
ten Strahlung sein soll. Das Quadrat befindet sich in
der 𝑥𝑦-Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung und ro-
tiertmit derWinkelgeschwindigkeit𝜔umdie 𝑧-Achse.
Was ist die Kreisfrequenz der Strahlung?

Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
der Strahlung in jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem elek-
trischen Quadrupolbeitrag abgebrochen wird. Berechne in dieser Näherung außerdem
die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

Anleitung: Verwende die folgenden Formeln von Anhang A.15: Gl. (A.15-13) bis (A.15-16) stellen
die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes (A.15-3) dar. Die mitt-
lere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung ist dannmithilfe
der Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) zu berechnen.

Hinweis: Beachte, dass Ladungs- und Stromdichte in diesem Fall nicht zeitlich harmonisch sind,
man also nicht die komplexe Schreibweise verwenden kann.

8.9 Eine Punktladung 𝑞 schwingt gemäß 𝒓(𝑡) = 𝑎 cos𝜔𝑡 𝒆𝑧 , wobei die Schwingungsam-
plitude 𝑎 klein gegen die Wellenlänge der emittierten Strahlung sein soll.

Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
der Strahlung in jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem elek-
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trischen Quadrupolbeitrag abgebrochen wird. Berechne in dieser Näherung außerdem
die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

Anleitung: Verwende die folgenden Formeln von Anhang A.15: Gl. (A.15-13) bis (A.15-16) stellen
die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes (A.15-3) dar. Die mitt-
lere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung ist dannmithilfe
der Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) zu berechnen.

Hinweis: Beachte, dass Ladungs- und Stromdichte in diesem Fall nicht zeitlich harmonisch sind,
man also nicht die komplexe Schreibweise verwenden kann.

Siehe auch die Aufgabe 8.12 und die Testaufgaben T8.3 und T8.10.

8.10 Ausgehend vom elektromagnetischen Feld einer beschleunigt bewegten Punktla-
dung, dem Liénard-Wiechert-Feld, erhält man für die Abstrahlungsleistung der Punktladung
pro Raumwinkeleinheit die Formel (A.15-22) von Anhang A.15.4.

Eine Punktladung 𝑞 schwingt gemäß 𝒓(𝑡) = 𝑎 cos𝜔𝑡𝒆𝑧.

(a) Berechnemithilfe der Formel (A.15-22) die relativistisch korrekte mittlere Abstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung.

(b) Spezialisiere das Ergebnis auf den nichtrelativistischen Fall. Berechne für den nichtre-
lativistischen Fall auch die totale mittlere Abstrahlungsleistung.

(c) Vergleiche mit dem Ergebnis (8.9-7) der vorigen Aufgabe.

(d) Diskutiere die Abstrahlungscharakteristik für den nichtrelativistischen und den ultra-
relativistischen Fall qualitativ.

Anleitung: Verwende das bestimmte Integral

2𝜋

∫
0

𝑑𝛼 cos2𝛼
(1 + 𝑑sin𝛼)5

= 𝜋
4

4 + 𝑑2

(1 − 𝑑2)7/2
für 0 < 𝑑2 < 1.

(Da ich dieses Integral inmathematischen Nachschlagewerken wie [11] nicht gefunden habe, werde
ich im Anschluss an die Lösung darauf zurückkommen.)
Siehe auch die Aufgabe 8.11.

8.11 Ausgehend vom elektromagnetischen Feld einer beschleunigt bewegten Punktla-
dung, dem Liénard-Wiechert-Feld, erhält man für die Abstrahlungsleistung der Punktladung
pro Raumwinkeleinheit die Formel (A.15-22) von Anhang A.15.4.

Eine Punktladung 𝑞 bewegt sich nichtrelativistisch gemäß

𝒓(𝑡) = (𝑎 cos𝜔𝑡, 𝑎 sin𝜔𝑡, 0)
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längs eines Kreises (𝑎𝜔 ≪ 𝑐). Berechne mithilfe der Formel (A.15-22) die mittlere Ab-
strahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung und die totale
mittlere Abstrahlungsleistung in einer Periode der Strahlung.

Siehe auch die vorige Aufgabe.

8.12* Zwei Punktladungen 𝑞1 = 𝑞, 𝑞2 = 𝑞 bewegen sich gemäß

𝒓1(𝑡) = (𝑎 cos𝜔𝑡, 𝑎 sin𝜔𝑡, 0) , 𝒓2(𝑡) = (𝑎 cos[𝜔𝑡 − 𝜑0], 𝑎 sin[𝜔𝑡 − 𝜑0], 0)

längs eines Kreises, wobei der Bahnradius 𝑎 klein gegen die Wellenlänge der emittierten
elektromagnetischen Strahlung sein soll.

(a) Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
der Strahlung in jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem
elektrischen Quadrupolbeitrag abgebrochen wird. Berechne in dieser Näherung au-
ßerdem die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

(b) Spezialisiere die Ergebnisse von (a) auf die Fälle 𝜑0 =
𝜋
2
, 𝜋.

(c) Für welche Werte des Winkels 𝜑0 zwischen den Radiusvektoren 𝒓1(𝑡), 𝒓2(𝑡) ist die ge-
samte im Zeitmittel über eine Periode abgestrahlte elektrische Dipolleistung gleich
der gesamten im Zeitmittel über eine Periode abgestrahlten elektrischen Quadrupol-
leistung?

Anleitung: Verwende die folgenden Formeln von Anhang A.15: Gl. (A.15-13) bis (A.15-16) stellen
die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes (A.15-3) dar. Die mitt-
lere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung ist dannmithilfe
der Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) zu berechnen.

Testaufgabe zum Selbstüben: T8.10.

8.13
AndenEndeneinesKreisdurchmessersmit
der Länge 𝑑 = 2𝑎 befinden sich elektrische
Punktdipole mit den konstanten Dipolmo-
menten 𝒑1 = 𝒑, 𝒑2 = −𝒑. Der Kreis liegt in
der 𝑥𝑦-Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung.
Ferner gilt 𝒑 = 𝑝𝒆𝑧mit 𝑝 > 0, und die Dipo-
le rotieren mit der Winkelgeschwindigkeit
𝜔 umdie 𝑧-Achse (siehe die Abbildung). Die
Bewegung der Dipole sei nichtrelativistisch
(𝜔𝑎 ≪ 𝑐).
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Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
der Strahlung in jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem elek-
trischen Quadrupolbeitrag abgebrochen wird. Berechne in dieser Näherung außerdem
die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

Anleitung: Verwende die folgenden Formeln von Anhang A.15: Gl. (A.15-13) bis (A.15-17) stel-
len die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes (A.15-3) dar. Für
die benötigten Multipolmomente gelten die Formeln (A.15-27) bis (A.15-29), und die mittlere Ab-
strahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung ist mithilfe der Formeln
(A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) zu berechnen.

Hinweis: Beachte, dass Ladungs- und Stromdichte in diesem Fall nicht zeitlich harmonisch sind,
man also nicht die komplexe Schreibweise verwenden kann.

8.14* Eine Antenne besteht aus zwei konzentrischen Kreisströmen, wobei für den
Antennenstrom in komplexer Schreibweise

𝒋(𝒓, 𝑡) = 𝒋(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 , 𝒋 (𝒓) = 𝐼 [δ(𝑟 − 2𝑎)
𝑟 − 4 δ(𝑟 − 𝑎)

𝑟 ]δ(𝜗 − 𝜋
2
) 𝒆𝜙

gilt (siehe die Abbildung).

Behandle das entsprechende Abstrahlungsproblemmithilfe der sphärischen Multipolent-
wicklung, d. h. berechne alle von null verschiedenen Multipolkoeffizienten 𝑎(𝖤)𝑙𝑚 , 𝑎

(𝖬)
𝑙𝑚 und

schreibe die Formel für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in ei-
ner Periode der Strahlung an. Was ergibt sich daraus in niedrigster Näherung unter der
Voraussetzung, dass 2𝑎 klein gegen die Wellenlänge der emittierten elektromagnetischen
Strahlung ist? Umwelche Art von Strahlung handelt es sich in dieser Näherung (Multipol-
typ)? Berechne in dieser Näherung auch die gesamte im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.
Hinweis: Zur Stromverteilung siehe den Anhang A.11.
Anleitung: Die allgemeine Formel für die sphärische Multipolentwicklung der mittleren Abstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode für zeitlich harmonische Quellen (komplexe
Schreibweise mit Zeitfaktor 𝑒−𝑖𝜔𝑡) ist in Anhang A.15 in den Gleichungen (A.15-19) bis (A.15-21)
angeschrieben.

Verwende die Formelsammlung für die Vektorkugelflächenfunktionen von Anhang A.5.1 sowie die
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Formeln
(
𝑑𝑃2𝑛(𝜉)
𝑑𝜉

)
𝜉=0

= 0 , (
𝑑𝑃2𝑛+1(𝜉)

𝑑𝜉
)
𝜉=0

= (2𝑛 + 1)(
− 1

2

𝑛 ) , 𝑛 ∈ ℕ0

𝑗𝑙(𝜌 → 0+) ⟶ 𝜌𝑙
1⋅3⋅5⋯(2𝑙 + 1)

.

Testaufgabe zum Selbstüben: T8.11.

8.15**
Ein hertzscher Dipol mit demMoment

𝒑(𝑡) = 𝑝0 cos𝜔𝑡𝒆𝑧

befindet sich auf der positiven 𝑧-Achse im
Abstand 𝑏 vomMittelpunkt einer ideal lei-
tenden Kugel mit Mittelpunkt im Ursprung
und Radius 𝑎 (siehe die Abbildung).

Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der
Strahlung.
Wegen der Randbedingungen im Endlichen ist diese Aufgabe wesentlich schwieriger als alle bisher
behandelten Abstrahlungsprobleme2, bei denen sich die Strahlungsquellen im unendlich ausgedehnten
Vakuum befanden, und wir auf die fertigen Formeln des Anhanges A.15 zurückgreifen konnten. Zwar
hatten wir schon eine Aufgabe mit Randbedingungen im Endlichen, die Aufgabe 8.4, bei der konnten
wir aber durch einen Spiegelungstrick zu einem äquivalenten Ersatzproblem ohne Randbedingungen
übergehen. Ein solcher Spiegelungstrick ist bei der vorliegenden Aufgabe nicht möglich.

Die Randbedingungen auf der Kugeloberfläche verlangen nicht nur die Verwendung von Kugelkoordi-
naten, sondern auch die Zerlegung der Vektorfelder nach Kugelkomponenten. Der Differentialoperator
in der inhomogenen Helmholtzgleichung für das komplexe Vektorpotential 𝑨(𝒓) muss deshalb als
Vektorlaplaceoperator aufgefasst werden. Zum Lösen der Aufgabe könnte man Entwicklungen nach
sphärischen Besselfunktionen und Vektorkugelflächenfunktionen ansetzen (siehe den Anhang A.5.3).
Wegen der offensichtlichen Eigenschaft 𝐵𝑟 = 0 ist aber ein einfacherer Lösungsweg möglich, der auf
Peter Debye zurückgeht und in Anhang A.14.2 (Spezialfall 1) beschrieben ist.

Im Vorwort habe ich das Grundprinzip für die Auswahl der Aufgaben dieser Aufgabensammlung formuliert.
Die vorliegende Aufgabe gehört zu den dort erwähnten Ausnahmen. Grund ist, dass das Lösen der Vektorhelm-
holtzgleichung in Kugelkoordinaten und Kugelkomponenten und insbesondere das Verfahren von Debye in
Vorlesungen und allen mir bekannten modernen Lehrbüchern nicht behandelt wird, die Aufgabe deshalb eine
Horizonterweiterung ermöglicht. Ich bin mir bewusst, dass die folgende Anleitung nur wenigen Lesern ein
vollständig selbständiges Bearbeiten der Aufgabe ermöglichen wird. Die Aufgabe ist aber so interessant und
lehrreich, dass ich sie dennoch aufnehme.

Anleitung: Der Leser studiere zuerst den Anhang A.14.2, insbesondere den Spezialfall 1.

2Deshalb zwei „Sterne“.
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Wegen 𝐵𝑟 = 0 kann laut Anhang A.14.2, Spezialfall 1, für den Feldanteil, welcher von den Ober-
flächenströmen des idealen Leiters im Raumbereich 𝑟 > 𝑎 verursacht wird3 (Lösung homogener
Feldgleichungen), ein problemangepasstes Debyepotential 1. Art 𝑢(𝑟, 𝜗) angesetzt werden (Berück-
sichtigung der Ausstrahlungsbedingung).
Eine Lösungsmöglichkeit für die vorliegende Aufgabe eröffnet sich dadurch, dass man für den
vom hertzschen Dipol verursachten Feldanteil4 (Lösung inhomogener Feldgleichungen) ebenfalls ein
Debyepotential 1. Art ansetzen kann. Mit

𝑢(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘𝑝0
1
𝑏
𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝑏𝒆𝑧|
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

liefern nämlich die Formeln (A.14-6), d. h.

𝑩(𝒓) = 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢(𝒓) ⨯ 𝒓, −𝑖𝑘𝑬(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢(𝒓) ⨯ 𝒓],

die korrekten komplexen Feldstärken 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓) eines im unendlich ausgedehnten Vakuum am Ort
𝑏𝒆𝑧 befindlichen hertzschen Dipols. Der rechnerisch ausufernde Beweis dieser Aussage wird vom
Leser beim Lösen der Aufgabe nicht verlangt. (Siehe dazu die Ergänzung am Ende der Lösung.)
Die Randbedingungen beziehen sich auf das Gesamtfeld. Da auch für das Feld des hertzschen Dipols
ein Debyepotential angegeben werden kann, lässt sich das Gesamtfeld nach den Formeln (A.14-6)
bzw. (A.14-7a) bis (A.14-7c) aus der Summeder Debyepotentiale der beiden Feldanteile berechnen.

Die Formeln über hertzsche Dipole von Anhang A.15.6 und die Entwicklung der greenschen Funk-
tion des Helmholtzoperators Gl. (A.2-47) sollen als bekannt angesehen werden.

3In der Lösung mit dem Index2 bezeichnet.
4In der Lösung mit dem Index1 bezeichnet.
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8.1* (a) Nach Anhang A.15.6, Gl. (A.15-32a), Gl. (A.15-32b) gilt für die komplexe
elektrische Stromdichte

𝒋(𝒓′) = −𝑖𝜔𝑝0δ(𝒓′) 𝒆𝑧 . (8.1-1)

Aus Symmetriegründenmuss gelten:

𝐵𝑟 = 𝐵𝜗 = 0, 𝐵𝜙 = 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) ; (8.1-2a)

𝐸𝜙 = 0, 𝐸𝑟 = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) , 𝐸𝜗 = 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) . (8.1-2b)

Die Feldgleichung (A.14-1) für das komplexe Vektorpotential lautet

𝚫𝑨(𝑟, 𝜗) + 𝑘2𝑨(𝑟, 𝜗) = 4𝜋𝑖𝑘𝑝0δ(𝒓)𝒆𝑧 . (8.1-3)

Die Problemstellung verlangt nicht nur die Verwendung von Kugelkoordinaten, sondern
auch die Zerlegung der Vektorfelder nach Kugelkomponenten. Der Differentialoperator in
der Differentialgleichung für 𝑨(𝑟, 𝜗)muss deshalb als Vektorlaplaceoperator aufgefasst
werden.5

Für die komplexen Feldstärken 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓) gelten die Beziehungen (A.14-2):

−𝑖𝑘𝑬(𝒓) = 𝐠𝐫𝐚𝐝div𝑨(𝒓) + 𝑘2𝑨(𝒓) , 𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) . (8.1-4)

Das komplexe Vektorpotential des hertzschen Dipols ist aus der Vektorhelmholtzgleichung
(8.1-3) zu berechnen. Da es keine Randbedingungen im Endlichen gibt, ist die Lösung
durch Gl. (A.5-43) mit 𝒋(𝒓′) Gl. (8.1-1) gegeben und lautet

𝑨(𝒓) = −𝑖𝑘𝑝0
𝑒𝑖𝑘𝑟
𝑟 𝒆𝑧 = 𝐴𝑧(𝑟) 𝒆𝑧 . (8.1-5)

Mit

𝐹(𝑟) ≔ 𝑒𝑖𝑘𝑟
𝑟 folgt 𝑑𝐹(𝑟)

𝑑𝑟 = 𝐹(𝑟) (𝑖𝑘 − 1
𝑟 ) ,

𝜕𝐹(𝑟)
𝜕𝑧 = 𝑑𝐹(𝑟)

𝑑𝑟
𝜕𝑟
𝜕𝑧 = 𝐹(𝑟) (𝑖𝑘 − 1

𝑟 ) cos 𝜗

undmit 𝒆𝑧 • 𝒆𝑟 = cos𝜗, 𝒆𝑧 • 𝒆𝜗 = −sin𝜗, 𝒆𝑧 • 𝒆𝜙 = 0

𝐴𝑟(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘𝑝0𝐹(𝑟) cos 𝜗, 𝐴𝜗(𝑟, 𝜗) = 𝑖𝑘𝑝0𝐹(𝑟) sin 𝜗, 𝐴𝜙(𝑟, 𝜗) = 0. (8.1-6)

Aus Symmetriegründen muss (8.1-2a), (8.1-2b) gelten. Einsetzen der Kugelkomponenten
von 𝑨(𝒓) in die Formeln (8.1-4) und Beachtung der Formeln (A.3-14) und (A.3-19) von
Anhang A.3 liefert nach jeweils einer Zeile – wie dies der Fall sein muss –

𝐵𝑟 = 𝐵𝜗 = 0, 𝐸𝜙 = 0. (8.1-7)

5Siehe die Vorbemerkung zu Anhang A.5.2.
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Elementar aber etwas länger ist die Rechnung für 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) , 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) und 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗). Zunächst
zu 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗):

𝐵𝜙 = 𝐫𝐨𝐭𝜙𝑨 = 1
𝑟
𝜕(𝑟𝐴𝜗)
𝜕𝑟 − 1

𝑟
𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜗

= 𝑖𝑘𝑝0 {−
1
𝑟 𝐹 sin𝜗 +

1
𝑟 sin𝜗

𝑑(𝑟𝐹)
𝑑𝑟 } = 𝑖𝑘𝑝0𝐹 (𝑖𝑘 −

1
𝑟 ) sin𝜗.

Ergebnis

𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) = 𝑖𝑘𝑝0 sin 𝜗 (𝑖𝑘 −
1
𝑟 )

𝑒𝑖𝑘𝑟
𝑟 . (8.1-8)

Bemerkung: Man sieht schon hier, dass sich bei Punkt (c) eine sin2𝜗-Abstrahlungscharakteristik
ergeben wird.

Nun zu den komplexen Feldstärkekomponenten 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) und 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗), die mithilfe der
Formel (8.1-4) zu berechnen sind. Zunächst gilt mit 𝑨(𝒓) = 𝐴𝑧(𝑟) 𝒆𝑧 = −𝑖𝑘𝑝0𝐹(𝑟)𝒆𝑧

div𝑨 = 𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑧 = −𝑖𝑘𝑝0

𝜕𝐹
𝜕𝑧 = −𝑖𝑘𝑝0 cos 𝜗 (𝑖𝑘 −

1
𝑟 )𝐹. (8.1-9)

Damit folgt

𝐸𝑟 = 𝑝0
𝜕
𝜕𝑟 [cos 𝜗 (𝑖𝑘 −

1
𝑟 )𝐹] + 𝑘2𝑝0 cos 𝜗𝐹 = 𝑝0 cos 𝜗 {(𝑖𝑘 −

1
𝑟 )

2
+ 1
𝑟2 + 𝑘2} 𝐹

= −2𝑝0 cos 𝜗
1
𝑟 (𝑖𝑘 −

1
𝑟 )𝐹 ;

𝐸𝜗 = 𝑝0
1
𝑟
𝜕
𝜕𝜗 [cos 𝜗 (𝑖𝑘 −

1
𝑟 )𝐹] − 𝑘2𝑝0 sin 𝜗𝐹 = 𝑝0 sin 𝜗 {

1
𝑟2 − 𝑘2 − 𝑖𝑘 1𝑟 } 𝐹.

Ergebnisse

𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) = −2𝑝0 cos 𝜗
1
𝑟 (𝑖𝑘 −

1
𝑟 )

𝑒𝑖𝑘𝑟
𝑟 ;

𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) = 𝑝0 sin 𝜗 {
1
𝑟2 − 𝑘2 − 𝑖𝑘 1𝑟 }

𝑒𝑖𝑘𝑟
𝑟 .

(8.1-10a)

(8.1-10b)

Ich gehe nun gemäß 𝑓(𝑟, 𝜗, 𝑡) = Re[𝑓(𝑟, 𝜗) 𝑒−𝑖𝜔𝑡] von den komplexen Komponenten 𝑓(𝑟, 𝜗)
zu den reellen („physikalischen“) Komponenten 𝑓(𝑟, 𝜗, 𝑡) über und benütze dabei 𝑖 = 𝑒𝑖𝜋/2 ,
cos(𝛼 + 𝜋/2) = −sin𝛼.
Ergebnisse

𝐵𝜙(𝑟, 𝜗, 𝑡) = 𝑝0𝑘 sin𝜗 {−𝑘
cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

𝑟 + sin(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)
𝑟2 } ;

𝐸𝑟(𝑟, 𝜗, 𝑡) = 2𝑝0 cos 𝜗 {𝑘
sin(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

𝑟2 + cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)
𝑟3 } ,

𝐸𝜗(𝑟, 𝜗, 𝑡) = 𝑝0 sin 𝜗 {(
1
𝑟2 − 𝑘2) cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

𝑟 + 𝑘 sin(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)
𝑟2 } .

(8.1-11a)

(8.1-11b)

(8.1-11c)
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(b) Aus den Formeln (8.1-11a) bis (8.1-11c) können wir unmittelbar den Strahlungsanteil
𝑬W(𝒓, 𝑡), 𝑩W(𝒓, 𝑡) des elektromagnetischen Feldes (den asymptotisch führenden Term, d. h.
den 1/𝑟-Term) in derWellenzone ablesen:

𝐵W,𝜙(𝑟, 𝜗, 𝑡) = 𝐸W,𝜗(𝑟, 𝜗, 𝑡) = −𝑝0𝑘2 sin 𝜗
cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

𝑟 , 𝐸W,𝑟(𝑟, 𝜗, 𝑡) = 0. (8.1-12)

Zusammenmit (8.1-7) gibt dies

𝑬W(𝒓, 𝑡) = −𝑝0𝑘2 sin 𝜗
cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

𝑟 𝒆𝜗 ,

𝑩W(𝒓, 𝑡) = −𝑝0𝑘2 sin 𝜗
cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

𝑟 𝒆𝜙 .

(8.1-13a)

(8.1-13b)

𝒆𝑟, 𝑬W, 𝑩W bilden ein orthogonales Dreibein (Rechtssystem) mit |𝑬W| = |𝑩W|, Eigenschaf-
ten die für ein radial auslaufendes Wellenfeld im Vakuum charakteristisch sind (Ausstrah-
lung elektromagnetischer Wellen).

Der Strahlungsanteil 𝑺W(𝒓, 𝑡) der Energiestromdichte (der asymptotisch führende Term,
d. h. der 1/𝑟2-Term) ist durch

𝑺W(𝒓, 𝑡) ≔
𝑐
4𝜋 [𝑬W(𝒓, 𝑡) ⨯ 𝑩W(𝒓, 𝑡)] =

𝑐
4𝜋 𝑩

2
W(𝒓, 𝑡) 𝒆𝑟 =

𝑐
4𝜋 𝑝

2
0𝑘4 sin2𝜗

cos2(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)
𝑟2 𝒆𝑟

(8.1-14)
gegeben (asymptotischer Energiestrom in radialer Richtung vom strahlenden Dipol weg).

(c) Für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit um die Richtung 𝒆𝑟 gilt

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝜗) ≔ 𝑺W(𝒓, 𝑡) • 𝑟2𝒆𝑟 =
𝑐
4𝜋 𝑝

2
0𝑘4 sin2𝜗 cos2(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) . (8.1-15)

Da der zeitliche Mittelwert von cos2(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) über eine Periode der Strahlung denWert 1/2
besitzt, gilt für diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) = 𝑐

8𝜋 𝑝
2
0𝑘4 sin2𝜗 (8.1-16)

und für die totale mittlere Abstrahlungsleistung folgt

𝑃 = ∫
[4𝜋]

𝑑𝛺 𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) = 𝑐

8𝜋 𝑝
2
0𝑘4∫

[4𝜋]

𝑑𝛺 sin2𝜗 =
𝑐𝑝20𝑘4
3 . (8.1-17)
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8.2 Für die gegebene Quellverteilung lässt sich das allgemeine Strahlungsmoment
(A.15-2) exakt berechnen. Für die Berechnung von ̇𝒒 Gl. (A.15-3) verwendet man zweck-
mäßigerweise die komplexe Schreibweise. Da die Formel (A.15-6) für die Abstrahlungsleis-
tung in ̈𝒒 nicht linear ist, muss man vor dem Einsetzen in (A.15-6) zum Realteil übergehen.

Berechnung von ̇𝒒(𝒓, 𝑡)
Mit

𝒋(𝒓′, 𝑡′) = 𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝜔𝑡′ und 𝑒−𝑖𝜔(𝑡−
𝑟
𝑐
+ 𝒓 •𝒓′

𝑐𝑟 ) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑒𝑖𝑘𝑟 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓′

folgt
̇𝒒(𝒓, 𝑡) ≡ ̇𝒒(𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝒆𝑟) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑒𝑖𝑘𝑟∫
ℝ3

𝑑3𝑟′𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓′ ≕ ̇𝒒(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 . (8.2-1)

Mit
𝒋(𝒓′) = 𝐼0 sin(

𝑘𝑑
2
− 𝑘|𝑧′|)Θ( 𝑑

2
− |𝑧′|) δ(𝑥′) δ(𝑦′)𝒆𝑧

erhalten wir

̇𝒒(𝒓) = 𝐼0 𝑒𝑖𝑘𝑟𝒆𝑧∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ sin(𝑘𝑑
2
− 𝑘|𝑧′|)Θ( 𝑑

2
− |𝑧′|) δ(𝑥′) δ(𝑦′) 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓′

= 𝐼0 𝑒𝑖𝑘𝑟𝒆𝑧

+𝑑/2

∫
−𝑑/2

𝑑𝑧′ sin(𝑘𝑑
2
− 𝑘|𝑧′|) 𝑒−𝑖𝑘𝑧′cos𝜗

= 2𝐼0 𝑒𝑖𝑘𝑟𝒆𝑧

+𝑑/2

∫
0

𝑑𝑧′ sin(𝑘𝑑
2
− 𝑘𝑧′) cos(𝑘𝑧′cos 𝜗) .

Mit demunbestimmten Integral aus der Angabe erhältmannach einer kurzen elementaren
Zwischenrechnung

̇𝒒(𝒓) = 2𝐼0 𝑒𝑖𝑘𝑟𝒆𝑧
cos(𝑘𝑑

2
cos 𝜗) − cos 𝑘𝑑

2

𝑘 sin2𝜗
.

Mit der Abkürzung

ℱ(𝑘𝑑; 𝜗) ≔
cos(𝑘𝑑

2
cos 𝜗) − cos 𝑘𝑑

2

sin2𝜗
(8.2-2)

lautet das Ergebnis für ̇𝒒(𝒓, 𝑡) und ̈𝒒(𝒓, 𝑡)

̇𝒒(𝒓, 𝑡) = 2𝐼0
𝑘 𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜔𝑡)ℱ(𝑘𝑑; 𝜗) 𝒆𝑧 , ̈𝒒(𝒓, 𝑡) = −𝑖2𝐼0 𝑐 𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜔𝑡)ℱ(𝑘𝑑; 𝜗) 𝒆𝑧 .
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Berechnung der Abstrahlungsleistung: Übergang zum Realteil (wie üblich ohne Bezeich-
nungsänderung):

̈𝒒(𝒓, 𝑡) = ̈𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐, 𝒆𝑟) = 2𝐼0 𝑐ℱ(𝑘𝑑; 𝜗) sin(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) 𝒆𝑧 = ̈𝑞𝑧(𝒓, 𝑡) 𝒆𝑧 (8.2-3)

(wie erwartet unabhängig von 𝜑). Mit

̈𝒒2 = ̈𝑞2𝑧
(𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 cos2𝜗

} ⇒ ̈𝒒2 − (𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 sin2𝜗

ergibt sich für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝜗) =
𝐼20
𝜋𝑐 [ℱ(𝑘𝑑; 𝜗)]2 sin2𝜗 sin2(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

=
𝐼20
𝜋𝑐 [

cos(𝑘𝑑
2
cos 𝜗) − cos 𝑘𝑑

2
sin 𝜗 ]

2

sin2(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) .

(8.2-4)

Da der zeitliche Mittelwert von sin2(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) über eine Periode der Strahlung den Wert 1/2
besitzt, gilt für diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝐼20
2𝜋𝑐 [

cos(𝑘𝑑
2
cos 𝜗) − cos 𝑘𝑑

2
sin 𝜗 ]

2

. (8.2-5)

Spezialfälle 𝜆
2
-Antenne, 𝜆-Antenne, 3𝜆

2
-Antenne,… , d. h. 𝑑 = 𝑚 𝜆

2
bzw. 𝑘𝑑 = 𝑚𝜋mit𝑚 ∈ ℕ

Wegen
cos 𝑚𝜋

2
=
⎧

⎨
⎩

0 für 𝑚 = 1, 3, 5,…
−1 für 𝑚 = 2, 6, 10,…
+1 für 𝑚 = 4, 8, 12,…

folgt (im ersten Fall unmittelbar, in den beiden anderen Fällen nach einer elementaren
Umformung)

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝐼20
2𝜋𝑐

cos2 (𝑚𝜋
2
cos 𝜗)

sin2𝜗
für 𝑚 = 1, 3, 5,… ;

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝐼20
2𝜋𝑐

4 cos4 (𝑚𝜋
4
cos 𝜗)

sin2𝜗
für 𝑚 = 2, 6, 10,… ;

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝐼20
2𝜋𝑐

4 sin4 (𝑚𝜋
4
cos 𝜗)

sin2𝜗
für 𝑚 = 4, 8, 12,… .

(8.2-6a)

(8.2-6b)

(8.2-6c)

Damit sind alle in der Angabe gestellten Fragen beantwortet.
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Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Die Annahme, dass der Antennenstrom die in der Angabe gegebene
Form besitzt, ist nur dann gerechtfertigt, wenn der Antenne durch
eine abgeschirmte Zuleitung zentral ein Wechselstrom der Kreisfrequenz
𝜔 zugeführt wird (wobei der Spalt bei 𝑧 = 0 gegen die Antennenlän-
ge vernachlässigbar klein sein muss), und wenn die Antenne als
unendlich dünner idealer Leiter angesehen werden kann (Vernach-
lässigung des ohmschenWiderstandes, d. h. des Energieverlustes
durch joulesche Wärme, sowie Vernachlässigung der Abstrahlungs-
verluste hinsichtlich ihres Einflusses auf den Verlauf des Antennen-
stromes). Bei exakter Behandlung des Abstrahlungsproblems ist nicht
nur das Strahlungsfeld, sondern auch dessen „Ursache“, der Anten-
nenstrom, zunächst unbekannt. Der Antennenstrom ist dann aus
einer Integralgleichung zu bestimmen, welche sich ihrerseits aus
einem komplizierten Randwertproblem ergibt.a

aSiehe dazu [2], Abschnitt 9.4 (b).

Selbst für einen idealen Leiter, dessen Durchmesser nur ein Tausendstel seiner Länge
beträgt, ist die Abweichung des Antennenstromes von der Sinusform beträchtlich.

Näherungsweise kannman zu einem korrigierten Antennenstrom gelangen, indemman in
die Leitungsgleichungen der Wechselstromphysik den ohmschenWiderstand und einen
fiktiven Strahlungswiderstand einsetzt, wobei letzterer mithilfe des unkorrigierten Anten-
nenstromes berechnet wird (siehe dazu später).

Der in der vorliegenden Aufgabe vorgegebene Antennenstrom

𝐼(𝑧, 𝑡) ≔ 𝐼0 sin(
𝑘𝑑
2
− 𝑘|𝑧|) cos𝜔𝑡 , 𝑧 ∈ [−𝑑

2
, +𝑑

2
] ; 𝐼(0, 0) = 𝐼0 sin

𝑘𝑑
2

(8.2-7)

stellt eine stehende Sinuswelle dar.
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Lösungen

Im Fall 𝑑 < 𝜆
2
gilt 𝐼max = 𝐼(0, 0) = 𝐼0 sin

𝑘𝑑
2
< 𝐼0 .

Für die𝑚 𝜆
2 -Antennen wurde diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in ei-

ner Periode in den Gleichungen (8.2-6a) bis (8.2-6c) angeschrieben. Die Abbildungen
zeigen für𝑚 = 1 bis𝑚 = 6 die zugehörigen Abstrahlungscharakteristiken in Form von
Polardiagrammen.
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Im Fall 𝑑 ≪ 𝜆, d. h. 𝑘𝑑 ≪ 1, spricht man von einer kurzen Antenne. Für eine kurze Antenne
gelten die Beziehungen

𝐼(0, 0) = 𝐼max = 𝐼0 sin
𝑘𝑑
2 ≈ 𝐼0

𝑘𝑑
2
; (8.2-8)

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈

𝐼20
2𝜋𝑐 [

1 − 1
2
(𝑘𝑑
2
)2cos2𝜗 − 1 + 1

2
(𝑘𝑑
2
)2

sin 𝜗 ]
2

,

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈

𝐼20
8𝜋𝑐 (

𝑘𝑑
2
)
4
sin2𝜗, (8.2-9)

die Abstrahlungscharakteristik ist also eine Dipolcharakteristik.

Totale mittlere Abstrahlungsleistung in einer Periode für𝑚 𝜆
2
-Antennen

Die totale mittlere Abstrahlungsleistung ist durch

𝑃 = ∫
[4𝜋]

𝑑𝛺 𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝐼20
𝑐

𝜋

∫
0

𝑑𝜗
[cos(𝑘𝑑

2
cos 𝜗) − cos 𝑘𝑑

2
]
2

sin 𝜗 (8.2-10)

gegeben. Dieses Integral lässt sich für allgemeines 𝑘𝑑 nicht auf tabellierte Funktionen zurückführen.
Für 𝑘𝑑 = 𝑚𝜋 (𝑑 = 𝑚 𝜆

2
)mit 𝑚 ∈ ℕ erhält man nach zwei Seiten Rechnung

𝑃 =
𝐼20
2
1
𝑐 [log(2𝑚𝜋) +ℰ−Ci(2𝑚𝜋)] für 𝑚 = 1, 3, 5,… ;

(8.2-11a)

𝑃 =
𝐼20
2
1
𝑐 {4[log(𝑚𝜋) +ℰ−Ci(𝑚𝜋)] − [log(2𝑚𝜋) +ℰ−Ci(2𝑚𝜋)]} für 𝑚 = 2, 4, 6,… ,

(8.2-11b)

mit der Eulerkonstante ℰ = 0,5772 und dem Integralcosinus

Ci(𝜉) ≔

𝜉

∫
+∞

𝑑𝑢 cos 𝑢𝑢 .

Ambitionierten Lesern empfehle ich die Rechnung selbständig durchzuführen. (In der
Angabe habe ich die Berechnung von 𝑃 nicht verlangt, um die Aufgabe einfach zu halten.)
Anleitung dazu:

𝑚 = 1, 3, 5,…∶ Substitution 𝑚𝜋
2
cos 𝜗 = ᵆ

2
− 𝑚𝜋

2
;

𝑚 = 2, 4, 6,…∶ Substitution 𝑚𝜋
4
cos 𝜗 = ᵆ

4
− 𝑚𝜋

4
;

𝜉

∫
0

𝑑𝑢 1 − cos 𝑢
𝑢 = log 𝜉 +ℰ−Ci(𝜉) .
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Lösungen

Für eine kurze Antenne folgt mit Gl. (8.2-9) wegen ∫𝜋
0 𝑑𝜗 sin

3𝜗 = 4
3

𝑃 ≈
𝐼20
3𝑐 (

𝑘𝑑
2 )

4
= 𝐼2max

2
(𝑘𝑑)2
6𝑐 . (8.2-12)

Strahlungswiderstand
Jener fiktiveWiderstand, der als ohmscherWiderstand dieselbe Energie dissipieren würde
wie durch Abstrahlung verloren geht, wird Strahlungswiderstand genannt. Somit:

𝑑 ≥ 𝜆
2 (𝑘𝑑 ≥ 𝜋) ∶ 𝑃 ≕

𝐼20
2 𝑅S ; (8.2-13)

𝑑 < 𝜆
2 (𝑘𝑑 < 𝜋) ∶ 𝑃 ≕ 𝐼2max

2 𝑅S . (8.2-14)

Damit folgt für𝑚 𝜆
2
-Antennen

𝑅S =
1
𝑐 [log(2𝑚𝜋) +ℰ−Ci(2𝑚𝜋)] für 𝑚 = 1, 3, 5,… ;

(8.2-15a)

𝑅S =
1
𝑐 {4[log(𝑚𝜋) +ℰ−Ci(𝑚𝜋)] − [log(2𝑚𝜋) +ℰ−Ci(2𝑚𝜋)]} für 𝑚 = 2, 4, 6,…

(8.2-15b)

und für eine kurze Antenne (𝑑 ≪ 𝜆)

𝑅S ≈
(𝑘𝑑)2
6𝑐 . (8.2-16)

Zahlenbeispiele dazu:

𝜆
2
-Antenne: 𝑅S =

2,44
𝑐
= 0,81⋅10−10 cm−1s ≙ 73,2Ohm;

𝜆-Antenne: 𝑅S =
6,64
𝑐
= 2,21⋅10−10 cm−1s ≙ 199Ohm;

kurze Antenne mit 𝑑 = 𝜆
100

∶ 𝑅S = 2,2⋅10−14 cm−1s ≙ 0,02Ohm.

Man sieht: Eine 𝜆
2
-Antenne ist ein wesentlich effektiverer Strahler als eine kurze Antenne,

besitzt allerdings kein reines Dipol-Strahlungsfeld (siehe dazu die Aufgabe 8.3). Noch
effektiver ist eine 𝜆-Antenne.
Rundfunkantennen sind häufig am unteren Ende „angespeiste“ 𝜆

4
-Antennen, welche

vertikal auf der Erdoberfläche stehen. Die Erde, ein Leiter, wirkt dann wie ein Spiegel.
(Um die Leitfähigkeit zu verbessern, wird öfters der Boden in der Umgebung der Anten-
ne mit einer Leiterfolie bedeckt.) Im Halbraum oberhalb der Erdoberfläche ergibt sich
dann dasselbe Strahlungsfeld wie bei einer zentralgespeisten 𝜆

2
-Antenne für 𝑧 > 0. Der

Strahlungswiderstand ist dann 𝑅S = 73,2/2Ohm = 36,6Ohm.
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Abstrahlungscharakteristiken realer Antennen
Berücksichtigt man die durch ohmsche Verluste und Abstrahlungsverluste verursachte
Abweichung des Antennenstromes von der Sinusform, so ergibt sich eine starke Reduktion
der außerhalb der Ebene 𝜗 = 𝜋/2 liegenden „Abstrahlungskeulen“. Die aus dem Buch
Classical Electromagnetic Radiation von J.Marion stammende Abbildung zeigt dies für eine
3𝜆
2 -Antenne.

Abb. 8.2-1: Abstrahlungscharakteristik für eine 3𝜆
2
-Antenne:

(a) mittlere Abstrahlungsleistung Gl. (8.2-6a) mit𝑚 = 3
(b) mittlere Abstrahlungsleistung für eine Stahlantenne von

einigen Millimetern Durchmesser

8.3* Für die Anwendung der Formeln (A.15-19) bis (A.15-21) von Anhang A.15 für
die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode müssen wir die
Quellverteilung auf Kugelkoordinaten umschreiben. Aus

𝒋(𝒓, 𝑡) = 𝒋(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝒋(𝒓) = 𝐼(𝑧)δ(𝑥)δ(𝑦)𝒆𝑧 ,

𝐼(𝑧) = 𝐼0 sin(
𝑘𝑑
2
− 𝑘|𝑧|)Θ( 𝑑

2
− |𝑧|)

wird dann zunächst (𝜗 = 0∶ cos 𝜗 = 1, 𝒆𝑧 = 𝒆𝑟 ; 𝜗 = 𝜋∶ cos 𝜗 = −1, 𝒆𝑧 = −𝒆𝑟)

𝒋(𝒓, 𝑡) = 𝒋(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝒋(𝒓) = 𝐼(𝑟)
2𝜋𝑟2 [δ(cos 𝜗 − 1) − δ(cos 𝜗 + 1)]𝒆𝑟 ,

(8.3-1)
𝐼(𝑟) = 𝐼0 sin(

𝑘𝑑
2
− 𝑘𝑟)Θ( 𝑑

2
− 𝑟).

Das zugehörige 𝜌(𝒓) erhalten wir aus der Kontinuitätsgleichung:

𝜌(𝒓) = 1
𝑖𝜔 div𝒋(𝒓) = 1

𝑖𝜔
1
𝑟2
𝜕
𝜕𝑟(𝑟

2𝑗𝑟(𝒓))

𝑐𝜌(𝒓) = 1
𝑖𝑘

1
2𝜋𝑟2

𝑑𝐼(𝑟)
𝑑𝑟 [δ(cos 𝜗 − 1) − δ(cos 𝜗 + 1)] . (8.3-2)
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Lösungen

Wegen 𝒓 ⨯ 𝒋(𝒓) = 𝟎 gilt 𝑎(𝖬)𝑙𝑚 = 0, ∀𝑙,𝑚, und die Formel (A.15-19) für die mittlere Abstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit vereinfacht sich zu

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝛺) = 𝑐

8𝜋𝑘2
||∑
𝑙𝑚
(−𝑖)𝑙+1𝑎(𝖤)𝑙𝑚 𝑿𝑙𝑚(𝛺)||

2 mit (8.3-3)

𝑎(𝖤)𝑙𝑚 = −𝑖 4𝜋𝑘
2

𝑐
1

√𝑙(𝑙 + 1)
∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)[𝑐𝜌(𝒓)

𝑑
𝑑𝑟 (𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟)) + 𝑖𝑘𝑗𝑙(𝑘𝑟) (𝒓 •𝒋(𝒓))] . (8.3-4)

Einsetzen von (8.3-1), (8.3-2) in (8.3-4) gibt

𝑎(𝖤)𝑙𝑚 = 2𝑘
𝑐

1
√𝑙(𝑙 + 1)

∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)[

𝑘2
𝑟 𝑗𝑙(𝑘𝑟)𝐼(𝑟) −

1
𝑟2

𝑑
𝑑𝑟 (𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟))

𝑑𝐼(𝑟)
𝑑𝑟 ]

× [δ(cos 𝜗 − 1) − δ(cos 𝜗 + 1)]

= 2
𝑐

1
√𝑙(𝑙 + 1)

𝑑/2

∫
0

𝑑𝑟 [𝑘𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟)𝑘2𝐼(𝑟) −
𝑑
𝑑𝑟 (𝑘𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟))

𝑑𝐼(𝑟)
𝑑𝑟 ]

× ∫
[4𝜋]

𝑑𝛺𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)[δ(cos 𝜗 − 1) − δ(cos 𝜗 + 1)]

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

2𝜋𝛿𝑚0√
2𝑙+1
4𝜋

[𝑃𝑙(1)⏟
1

−𝑃𝑙(−1)⏟⎵⏟⎵⏟
(−1)𝑙

]

.

Es bleiben also lediglich die sphärischen Multipolkoeffizienten 𝑎(𝖤)𝑙0 , 𝑙 = 1, 3, 5,… :

𝑎(𝖤)𝑙0 = 2
𝑐 √

4𝜋(2𝑙 + 1)
𝑙(𝑙 + 1)

𝑑/2

∫
0

𝑑𝑟 [𝑘𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟)𝑘2𝐼(𝑟) −
𝑑
𝑑𝑟 (𝑘𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟))

𝑑𝐼(𝑟)
𝑑𝑟 ] . (8.3-5)

Bemerkung: Diese Formel ist für jede zentralgespeiste lineare Antenne der Länge 𝑑 gültig.

Für die spezielle Stromverteilung (8.3-1) gilt

𝑑2𝐼(𝑟)
𝑑𝑟2 + 𝑘2𝐼(𝑟) = 0,

und der Integrand im 𝑟-Integral kann in der Form

[…] = − 𝑑
𝑑𝑟 [𝑘𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟)

𝑑𝐼(𝑟)
𝑑𝑟 ]

geschrieben werden, sodass die Integration ausgeführt werden kann:

𝑎(𝖤)𝑙0 = −2𝑐 √
4𝜋(2𝑙 + 1)
𝑙(𝑙 + 1)

𝑘𝑑
2 𝑗𝑙(

𝑘𝑑
2 )

𝑑𝐼(𝑟)
𝑑𝑟

||𝑟=𝑑/2 .
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Ergebnis:

𝑎(𝖤)𝑙0 = 4𝐼0
𝑐𝑑 √

4𝜋(2𝑙 + 1)
𝑙(𝑙 + 1) (𝑘𝑑2 )

2
𝑗𝑙(

𝑘𝑑
2 ), 𝑙 = 1, 3, 5,… (8.3-6)

Für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode gilt also die
Beziehung

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝛺) = 𝑐

8𝜋𝑘2
|| ∑
𝑙=1,3,…

(−𝑖)𝑙+1𝑎(𝖤)𝑙0 𝑿𝑙0(𝛺)||
2. (8.3-7)

Beschränkung auf Beiträge mit 𝑙 ≤ 3

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝛺) ≈ 𝑐

8𝜋𝑘2
||− 𝑎(𝖤)10 𝑿10(𝛺) + 𝑎(𝖤)30 𝑿30(𝛺)||

2,

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝛺) ≈

𝑐(𝑎(𝖤)10 )2

8𝜋𝑘2
||𝑿10(𝛺) −

𝑎(𝖤)30

𝑎(𝖤)10

𝑿30(𝛺)||
2.

Mit den Beziehungen (A.5-21) und (A.5-30) von Anhang A.5.1 folgt

||𝑿10(𝛺)||
2 = 3

8𝜋 sin2𝜗,

||𝑿30(𝛺)||
2 = 1

16
21
4𝜋 sin2𝜗 (5 cos2𝜗 − 1)2 ,

𝑿 ∗
30(𝛺) •𝑿10(𝛺) =

3
16𝜋√

7
2 sin

2𝜗 (5 cos2𝜗 − 1),

und wir erhalten für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer
Periode

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈

𝑐(𝑎(𝖤)10 )2

8𝜋𝑘2
3
8𝜋 sin2𝜗 [1 −√

7
8
𝑎(𝖤)30

𝑎(𝖤)10

(5 cos2𝜗 − 1)]
2
. (8.3-8)

Spezialfall 1: 𝜆
2
-Antenne

Mit 𝑑 = 𝜆
2
(𝑘𝑑 = 𝜋) erhält man aus Gl. (A.2-41) 𝑗1(

𝑘𝑑
2
) = 𝑗1(

𝜋
2
) = 4

𝜋2
und aus Gl. (A.2-43)

𝑗3(
𝑘𝑑
2
) = 𝑗3(

𝜋
2
) = 24

𝜋2
(10
𝜋2
− 1). Damit können wir die Multipolkoeffizienten 𝑎(𝖤)10 , 𝑎

(𝖤)
30 berech-

nen:
𝑎(𝖤)10 = 4𝐼0

𝑐𝑑
√6𝜋,

𝑐(𝑎(𝖤)10 )2

8𝜋𝑘2 =
12𝐼20
𝑐𝜋2 , √

7
8
𝑎(𝖤)30

𝑎(𝖤)10

= 7
2 (
10
𝜋2 − 1) = 0,04624;

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈

𝐼20
2𝜋𝑐

9
𝜋2 sin

2𝜗 [1 − 7
2 (
10
𝜋2 − 1)(5 cos2𝜗 − 1)]

2
. (8.3-9)

Der Zahlenfaktor in der Klammer beim Oktupolbeitrag zeigt, dass der Oktupolbeitrag rund
5% des Dipolbeitrages beträgt.
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Lösungen

Die exakte Lösung wurde in Aufgabe 8.2 berechnet, das Ergebnis ist durch Gl. (8.2-6a) mit
𝑚 = 1 gegeben und lautet

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝐼20
2𝜋𝑐

cos2(𝜋
2
cos 𝜗)

sin2𝜗
.

Die Abbildung zeigt den Vergleich der exakten Lösung mit der Dipolnäherung und mit der
Näherung unter zusätzlicher Einbeziehung des Oktupolbeitrages: ausgezogene (schwarze)
Kurve: exakte Lösung; strichlierte (blaue) Kurve: Dipolnäherung; punktierte (rote) Kurve:
Näherung mit 𝑙 ≤ 3. Im Rahmen der Zeichengenauigkeit weicht letztere Näherung nur um
𝜗 = 𝜋

2 etwas von der exakten Lösung ab (kleinere Werte).

Spezialfall 2: 𝜆-Antenne

Mit 𝑑 = 𝜆 (𝑘𝑑 = 2𝜋) erhält man aus Gl. (A.2-41) 𝑗1(
𝑘𝑑
2
) = 𝑗1(𝜋) =

1
𝜋
und aus Gl. (A.2-43)

𝑗3(
𝑘𝑑
2
) = 𝑗3(𝜋) =

1
𝜋
( 15
𝜋2
− 1). Damit können wir die Multipolkoeffizienten 𝑎(𝖤)10 , 𝑎

(𝖤)
30 berech-

nen:
𝑎(𝖤)10 = 4𝐼0

𝑐𝑑
√6𝜋 𝜋,

𝑐(𝑎(𝖤)10 )2

8𝜋𝑘2 =
3𝐼20
𝑐 , √

7
8
𝑎(𝖤)30

𝑎(𝖤)10

= 7
12 (

15
𝜋2 − 1) = 0,303227;

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈

3𝐼20
𝑐

3
8𝜋 sin2𝜗 [1 − 7

12 (
15
𝜋2 − 1)(5 cos2𝜗 − 1)]

2
. (8.3-10)

Der Zahlenfaktor in der Klammer beim Oktupolbeitrag zeigt, dass der Oktupolbeitrag rund
30% des Dipolbeitrages beträgt.
Die exakte Lösung wurde in Aufgabe 8.2 berechnet, das Ergebnis ist durch Gl. (8.2-6b) mit
𝑚 = 2 gegeben und lautet

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝐼20
2𝜋𝑐

4 cos4(𝜋
2
cos 𝜗)

sin2𝜗
.

Die Abbildung zeigt den Vergleich der exakten Lösung mit der Näherung unter Einbezie-
hung des Dipol- und Oktupolbeitrages: ausgezogene (schwarze) Kurve: exakte Lösung;
strichlierte (blaue) Kurve: Dipolnäherung; punktierte (rote) Kurve: Näherung mit 𝑙 ≤ 3.
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

In diesem Fall weicht letztere Näherung im Bereich um 𝜗 = 𝜋
2 wesentlich stärker von der

exakten Lösung ab (kleinere Werte).

8.4
Spiegelungsvorschrift:

𝜌′(𝒓′, 𝑡) = −𝜌(𝒓, 𝑡) . (8.4-1)

Anwendung auf einen Punktdipol mit Ort 𝒓0mit
demMoment 𝒑(𝑡):

𝜌(𝒓, 𝑡) = −𝒑(𝑡) • 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓0)

𝜌′(𝒓′, 𝑡) = −𝒑′(𝑡) • 𝐠𝐫𝐚𝐝′δ(𝒓′− 𝒓′0)
} ⇒

Ort und Moment des Bilddipols: 𝒓′0= (𝑥0, 𝑦0, −𝑧0); 𝒑′(𝑡) = (−𝑝𝑥(𝑡), −𝑝𝑦(𝑡), 𝑝𝑧(𝑡))

𝒋(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓0)

𝒋 ′(𝒓′, 𝑡) = ̇𝒑′(𝑡) δ(𝒓′− 𝒓′0)
} ⇒

𝒋 ′(𝒓′, 𝑡) = (−𝑗𝑥(𝒓, 𝑡), −𝑗𝑦(𝒓, 𝑡), 𝑗𝑧(𝒓, 𝑡)) . (8.4-2)

Bemerkung: Die Beziehungen (8.4-1), (8.4-2) gelten auch für allgemeine Quellverteilungen.

(a) Beweis der Aussage aus der Angabe (Teile vorgerechnet, jeweils analoge Teile dem
Leser überlassen)

𝑨(𝒓, 𝑡) = 1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑅
𝒋(𝑹, 𝑡 − |𝒓−𝑹|

𝑐
)

|𝒓 − 𝑹| ; 𝑨′(𝒓′, 𝑡) = 1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑅′
𝒋 ′(𝑹′, 𝑡 − |𝒓′−𝑹′|

𝑐
)

|𝒓′−𝑹′| . (8.4-3)
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Substitution von

𝑹′ = (𝑅𝑥, 𝑅𝑦, −𝑅𝑧) ⇒ 𝑑3𝑅′ = −𝑑3𝑅 (Grenzen!), |𝒓′−𝑹′| = |𝒓 − 𝑹|

in 𝑨′(𝒓′, 𝑡) und Berücksichtigung von (8.4-2) gibt

𝐴′𝑥(𝒓′, 𝑡) =
1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑅
𝑗′𝑥(𝑅𝑥, 𝑅𝑦, −𝑅𝑧, 𝑡 −

|𝒓−𝑹|
𝑐
)

|𝒓 − 𝑹| = 1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑅
−𝑗𝑥(𝑹, 𝑡 −

|𝒓−𝑹|
𝑐
)

|𝒓 − 𝑹| = −𝐴𝑥((𝒓, 𝑡) .

Die analogen Rechnungen für 𝐴′𝑦(𝒓′, 𝑡) und 𝐴′𝑧(𝒓′, 𝑡) überlasse ich dem Leser, das Ergebnis
lautet 𝑨′(𝒓′, 𝑡) = (−𝐴𝑥(𝒓, 𝑡), −𝐴𝑦(𝒓, 𝑡), 𝐴𝑧(𝒓, 𝑡)) . (8.4-4)

Nun zur magnetischen Feldstärke:

𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓, 𝑡) ; 𝑩′(𝒓′, 𝑡) = 𝐫𝐨𝐭′𝑨′(𝒓′, 𝑡) ⇒

𝐵′𝑥(𝒓′, 𝑡) =
𝜕
𝜕𝑦′ 𝐴

′
𝑧(𝒓′, 𝑡) −

𝜕
𝜕𝑧′ 𝐴

′
𝑦(𝒓′, 𝑡) =

𝜕
𝜕𝑦 𝐴𝑧(𝒓, 𝑡) − (− 𝜕

𝜕𝑧)(−𝐴𝑦(𝒓, 𝑡)) = 𝐵𝑥(𝒓, 𝑡) ;

𝐵′𝑦(𝒓′, 𝑡), 𝐵′𝑧(𝒓′, 𝑡) analog, Ergebnis

𝑩′(𝒓′, 𝑡) = (𝐵𝑥(𝒓, 𝑡), 𝐵𝑦(𝒓, 𝑡), −𝐵𝑧(𝒓, 𝑡)) . (8.4-5)

Auf gleiche Weise beweist manmithilfe der skalaren und der Vektorpotentiale, dass mit
(8.4-1), (8.4-2)

𝑬′(𝒓′, 𝑡) = (−𝐸𝑥(𝒓, 𝑡), −𝐸𝑦(𝒓, 𝑡), 𝐸𝑧(𝒓, 𝑡)) (8.4-6)

folgt (Selbstüben). Das von der vorgegebenen Quellverteilung 𝜌(𝒓, 𝑡), 𝒋(𝒓, 𝑡) und der zuge-
hörigen Bild-Quellverteilung 𝜌′(𝒓′, 𝑡), 𝒋 ′(𝒓′, 𝑡) in der Ebene 𝑧 = 0 „erzeugte“ Gesamtfeld ist
entsprechend durch

𝑬ges(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 𝑬(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) + 𝑬′(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 2𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) 𝒆𝑧 , (8.4-7a)

𝑩ges(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 𝑩(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) + 𝑩′(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 2[𝐵𝑥(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) 𝒆𝑥 + 𝐵𝑦(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) 𝒆𝑦] (8.4-7b)

gegeben und erfüllt die für die Oberfläche eines idealen Leiters geforderten Randbedin-
gungen

𝑬ges,t(𝑥, 𝑦, 0+, 𝑡) = 𝟎, 𝑩ges,n(𝑥, 𝑦, 0+, 𝑡) = 𝟎.

(b) Eigentliches Problem

Komplexe Schreibweise (s. Anhang A.15.6):

𝒑(𝑡) = 𝑝0𝒆𝑧 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ≕ 𝒑0 𝑒−𝑖𝜔𝑡 , (8.4-8a)

̇𝒑(𝑡) = −𝑖𝜔𝑝0𝒆𝑧 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ≕ ̇𝒑0 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ; (8.4-8b)

𝒓0 = (0, 0, 𝜆
2
) , 𝑘 = 𝜔

𝑐
= 2𝜋

𝜆
. (8.4-8c)
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Ersatzproblem für den Halbraum 𝑧 > 0

Im Folgenden bedeutet 𝒋(𝒓, 𝑡) (anders als im Punkt (a)) die
Gesamtstromdichte.

𝒋(𝒓, 𝑡) ≕ 𝒋(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 , (8.4-9a)

𝒋(𝒓) = ̇𝒑0δ(𝑥)δ(𝑦)[δ(𝑧 −
𝜆
2
) + δ(𝑧 + 𝜆

2
)] . (8.4-9b)

Allgemeines Strahlungsmoment (siehe den Anhang A.15):

̇𝒒(𝒓, 𝑡) ≡ ̇𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐, 𝒆𝑟) = ∫

ℝ3

𝑑3𝑟′𝒋(𝒓′, 𝑡 − 𝑟
𝑐 +

𝒓 • 𝒓′
𝑐𝑟 ) = 𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜔𝑡)∫

ℝ3

𝑑3𝑟′𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓′ ≕ ̇𝒒(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 .

Wir sehen daraus, dass für die Kreisfrequenz der Strahlung 𝜔𝗌 = 𝜔 gilt. Bei der weiteren
Rechnung beachten wir 𝑘 𝜆

2
= 𝜋:

̇𝒒(𝒓) = 𝑒𝑖𝑘𝑟 ̇𝒑0∫
ℝ3

𝑑3𝑟′δ(𝑥′)δ(𝑦′)[δ(𝑧′− 𝜆
2
) + δ(𝑧′+ 𝜆

2
)] 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓′

= 𝑒𝑖𝑘𝑟 ̇𝒑0 [𝑒
−𝑖𝑘

𝜆
2
cos𝜗+ 𝑒+𝑖𝑘

𝜆
2
cos𝜗

] = 2 ̇𝒑0cos(𝜋 cos 𝜗)𝑒𝑖𝑘𝑟 ;

̇𝒒(𝒓, 𝑡) = 2 ̇𝒑0cos(𝜋 cos 𝜗) 𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜔𝑡) ;

̈𝒒(𝒓, 𝑡) = −𝑖𝜔 ̇𝒒(𝒓, 𝑡) = −2𝜔2𝑝0 cos(𝜋 cos 𝜗) 𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜔𝑡) 𝒆𝑧 .

Berechnung der Abstrahlungsleistung

Da die Formel (A.15-6) für die Abstrahlungsleistung in ̈𝒒 nicht linear ist, muss man vor
dem Einsetzen in (A.15-6) zum Realteil übergehen. Daher: Übergang zum Realteil (wie
üblich ohne Bezeichnungsänderung):

̈𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐 , 𝒆𝑟) = −2𝜔2𝑝0 cos(𝜋 cos 𝜗) cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) 𝒆𝑧 . (8.4-10)

Mit
̈𝒒2 = ̈𝑞2𝑧

(𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 cos2𝜗
} ⇒ ̈𝒒2 − (𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 sin2𝜗

ergibt sich für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝒆𝑟) =
1

4𝜋𝑐3 4𝜔
4𝑝20 cos2 (𝜋 cos 𝜗) sin2𝜗 cos2 (𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

(8.4-11)
=
𝑝20𝑐𝑘4
𝜋 cos2 (𝜋 cos 𝜗) sin2𝜗 cos2 (𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) .
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Da der zeitliche Mittelwert von cos2 (𝑘𝑟 −𝜔𝑡) über eine Periode der Strahlung denWert 1/2
besitzt, gilt für diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝑝20𝑐𝑘4
2𝜋 cos2 (𝜋 cos 𝜗) sin2𝜗, 0 ≤ 𝜗 < 𝜋

2 . (8.4-12)

Polardiagramm der mittleren Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in Einheiten
𝑝20𝑐𝑘4/2𝜋 (war in der Angabe nicht verlangt):

Für die totale mittlere Abstrahlungsleistung in den Halbraum 𝑧 > 0 folgt

𝑃 = 𝑝20𝑐𝑘4
𝜋/2

∫
0

𝑑𝜗 cos2 (𝜋 cos 𝜗) sin3𝜗.

Mit der Variablensubstitution 𝜉 = 𝜋cos 𝜗 lässt sich dieses Integral leicht berechnen (Selbst-
üben), das Ergebnis ist

𝑃 =
𝑝20𝑐𝑘4
3 (1 − 3

4𝜋2 ) . (8.4-13)

Hinweis: Die totale mittlere Abstrahlungsleistung eines im ℝ3 schwingenden Dipols mit
demMoment (8.4-8a) beträgt (siehe Gl. (8.1-17))

𝑃 =
𝑝20𝑐𝑘4
3 .

Befindet sich ein solcher Dipol vor einem ideal leitenden Halbraum, so strahlt er also in
den Halbraum vor dem idealen Leiter um den Faktor 1 − 3

4𝜋2
= 0,924 weniger Energie ab.

8.5 (a) Für eine Anordnung von hertzschen Dipolen mit gleicher Frequenz gilt in
komplexer Schreibweise für die Stromdichte die Formel (A.15-34) von Anhang A.15.6:

𝒋(𝒓, 𝑡) = ∑
𝑏

̇𝒑𝑏δ(𝒓 − 𝒓𝑏) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ≕ 𝒋(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 mit ̇𝒑𝑏 ≔ −𝑖𝜔𝒑𝑏 = −𝑖𝜔𝑝𝑏 𝑒𝑖𝜙𝑏𝒆𝑏 . (8.5-1)

Für das allgemeine Strahlungsmoment einer zeitlich harmonischen Quellverteilung in
komplexer Schreibweise gilt ferner die Beziehung (A.15-35):

̇𝒒(𝒓, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑒𝑖𝑘𝑟∫
ℝ3

𝑑3𝑟′𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓′ ≕ ̇𝒒(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 . (8.5-2)
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

(a1) (a2)

Ich behandle die Fälle (a1) und (a2) gemeinsam. Mit

𝒓𝑏 = (𝑥𝑏, 0, 0) = (𝑏 𝜆
2
, 0, 0) , 𝑏 = ±1, 0; 𝒑𝑏 = {

𝑝0𝒆𝑧 für 𝑏 = 0
±𝑝0𝒆𝑧 für 𝑏 = −1,+1

(8.5-3)

folgt

̇𝒒(𝒓) = 𝑒𝑖𝑘𝑟
+1

∑
𝑏=−1

̇𝒑𝑏∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ δ(𝒓′− 𝒓𝑏) 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓
′ = 𝑒𝑖𝑘𝑟

+1

∑
𝑏=−1

̇𝒑𝑏 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓𝑏 = 𝑒𝑖𝑘𝑟
+1

∑
𝑏=−1

̇𝒑𝑏 𝑒
−𝑖𝜋𝑏 𝑥

𝑟

= −𝑖𝜔 𝑒𝑖𝑘𝑟𝑝0 𝒆𝑧 [±𝑒
𝑖𝜋 𝑥

𝑟 + 1 ± 𝑒−𝑖𝜋
𝑥
𝑟 ] = −𝑖𝜔 𝑒𝑖𝑘𝑟𝑝0 [1 ± 2 cos(𝜋 𝑥

𝑟
)]𝒆𝑧 .

Mit der reellwertigen Amplitudenfunktion

ℱ±(𝜗, 𝜙) ≔ 1 ± 2 cos(𝜋 𝑥
𝑟
) (8.5-4)

lautet das allgemeine Strahlungsmoment in komplexer Schreibweise

̇𝒒(𝒓, 𝑡) = −𝑖𝜔𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜔𝑡)𝑝0ℱ±(𝜗, 𝜙)𝒆𝑧 ; ̈𝒒(𝒓, 𝑡) = −𝑐2𝑘2 𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜔𝑡)𝑝0ℱ±(𝜗, 𝜙)𝒆𝑧 . (8.5-5)

Da die Formel (A.15-6) für die Abstrahlungsleistung in ̈𝒒 nicht linear ist, muss man vor
dem Einsetzen in (A.15-6) zum Realteil übergehen.

Berechnung der Abstrahlungsleistung

Übergang zum Realteil (wie üblich ohne Bezeichnungsänderung):

̈𝒒(𝒓, 𝑡) = −𝑐2𝑘2𝑝0ℱ±(𝜗, 𝜙) cos(𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)𝒆𝑧 ≕ ̈𝑞𝑧(𝒓, 𝑡)𝒆𝑧 . (8.5-6)

Mit ̈𝒒2 = ̈𝑞2𝑧
(𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 cos2𝜗

} ⇒ ̈𝒒2 − (𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 sin2𝜗
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ergibt sich für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝜗, 𝜙) =
1

4𝜋𝑐3 𝑐
4𝑘4𝑝20 [ℱ±(𝜗, 𝜙)]2 sin2𝜗 cos2 (𝑘𝑟 − 𝜔𝑡)

= 1
4𝜋𝑐3 𝑐

4𝑘4𝑝20 [1 ± 2 cos(𝜋 sin𝜗 cos𝜙)]2 sin2𝜗 cos2 (𝑘𝑟 − 𝜔𝑡) .

Da der zeitliche Mittelwert von cos2 (𝑘𝑟 −𝜔𝑡) über eine Periode der Strahlung denWert 1/2
besitzt, gilt für diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗, 𝜙) =

𝑝20𝑐𝑘4
8𝜋 [1 ± 2 cos(𝜋 sin𝜗 cos𝜙)]2 sin2𝜗. (8.5-7)

(b) Die Richtungen, für welche die Abstrahlung am stärksten ist, liegen in der 𝑥𝑦-Ebene
(sin 𝜗 = 1):

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜋

2
, 𝜙) =

𝑝20𝑐𝑘4
8𝜋 [1 ± 2 cos(𝜋 cos𝜙)]2 ≕

𝑝20𝑐𝑘4
8𝜋 ℐ±(𝜙) . (8.5-8)

(b1): Fall (a1): ±𝑦-Richtung bevorzugt: ℐ+(0) = ℐ+(𝜋) = 1, ℐ+(𝜋/2) = ℐ+(3𝜋/2) = 9;
(b2): Fall (a2): ±𝑥-Richtung bevorzugt: ℐ−(𝜋/2) = ℐ−(3𝜋/2) = 1, ℐ−(0) = ℐ−(𝜋) = 9.

8.6

Das magnetische Moment des Punktdipols ist

𝒎(𝑡) = 𝑚0 (sin𝛼 cos(𝜔𝑡 − 𝜑), sin𝛼 sin(𝜔𝑡 − 𝜑), cos 𝛼).

Die Phase 𝜑 geht zwar in die Abstrahlungsleistung pro
Raumwinkeleinheit ein, sie geht aber nicht in diemitt-
lere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit ein.
Da nur letztere gefragt ist, setzen wir die Phase will-
kürlich null. Dann erhalten wir

𝒎̈(𝑡) = −𝑚0𝜔2 sin𝛼 (cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡, 0) . (8.6-1)

Die Formel (A.15-13) von Anhang A.15.2 zeigt die kartesische Multipolentwicklung des
allgemeinen Strahlungsmomentes. Das allgemeine Strahlungsmoment für einen magneti-
schen Punktdipol („reinen magnetischen Dipol“) ist also durch

𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟) = 𝒎(𝑡 − 𝑟

𝑐
) ⨯ 𝒆𝑟 (8.6-2)

gegeben. Für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit gilt die Formel (A.15-6):

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝒆𝑟) =
1

4𝜋𝑐3 [
̈𝒒(𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟]
2 = 1

4𝜋𝑐3 [ ̈𝒒2(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟) − (𝒆𝑟 • ̈𝒒(𝑡 − 𝑟

𝑐
, 𝒆𝑟))2] .
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Im vorliegenden Beispiel gilt wegen (8.6-2)

𝒆𝑟 • ̈𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟) = 0

und es folgt 𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝒆𝑟) =
1

4𝜋𝑐3 ̈𝒒2(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟). (8.6-3)

Ich ersetze nun das Zeitargument 𝑡 − 𝑟/𝑐 durch 𝑡, da die Bezeichnung des Zeitargumentes
für die Mittelwertbildung belanglos ist. Mit ̈𝒒(𝑡, 𝒆𝑟) = 𝒎̈(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 und der Formel (𝒂 ⨯ 𝒃)2 =
𝒂2𝒃2− (𝒂 •𝒃)2 aus der elementaren Vektorrechnung erhalte ich

̈𝒒2(𝑡, 𝒆𝑟) = 𝒎̈2(𝑡) − [𝒎̈(𝑡) • 𝒆𝑟]2 = 𝑚2
0𝜔4 sin2𝛼 − [−𝑚0𝜔2 sin𝛼 sin𝜗 cos(𝜔𝑡 − 𝜙)]2

= 𝑚2
0𝜔4 sin2𝛼 (1 − sin2𝜗 cos2(𝜔𝑡 − 𝜙)) .

Da der zeitliche Mittelwert von cos2 (𝜔𝑡 − 𝜙) über eine Periode der Strahlung den Wert 1/2
besitzt, gilt für diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) =

𝑚2
0𝑐𝑘4
4𝜋 sin2𝛼 (1 − 1

2
sin2𝜗) =

𝑚2
0𝑐𝑘4
8𝜋 sin2𝛼(1 + cos2𝜗). (8.6-4)

Maximale Abstrahlung für 𝜗 = 0,𝜋: ( 𝑑𝑃
𝑑𝛺
)
max

= 𝑚2
0𝑐𝑘

4

4𝜋
sin2𝛼.

Minimale Abstrahlung für 𝜗 = 𝜋/2: ( 𝑑𝑃
𝑑𝛺
)
min

= 𝑚2
0𝑐𝑘

4

8𝜋
sin2𝛼.

PolardiagrammdermittlerenAbstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit
in Einheiten (𝑚2

0𝑐𝑘4/4𝜋) sin2𝛼 (war in
der Angabe nicht verlangt):

Die Berechnung der totalen mittleren Abstrahlungsleistung ist elementar, ich überlasse sie
dem Leser (Substitution 𝜉 = cos 𝜗). Ergebnis:

𝑃 =
2𝑚2

0𝑐𝑘4
3 sin2𝛼. (8.6-5)

8.7 Es ist offensichtlich, dass elektrischesundmagnetischesDipolmomentnull sind:

𝒑(𝑡) = 𝟎, 𝒎(𝑡) = 𝟎. (8.7-1)
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Bei der gegebenen Quellverteilung ist die Verwendung der Definition (A.15-16) des kar-
tesischen Quadrupoltensors zweckmäßig, da dann nur 𝑄𝑧𝑧(𝑡) von null verschieden ist.
(Siehe die Bemerkungen zum Quadrupoltensor im Anhang A.15.2.) Mit

𝑞1 = −𝑞, 𝑞2 = +2𝑞, 𝑞3 = −𝑞; (8.7-2a)

𝒓1(𝑡) = (0, 0, 𝑎 cos𝜔𝑡), 𝒓2(𝑡) = (0, 0, 0), 𝒓3(𝑡) = (0, 0,−𝑎 cos𝜔𝑡) (8.7-2b)

erhalten wir

𝑄𝑗𝑘(𝑡) ≔
3

∑
𝑏=1

𝑞𝑏𝑥𝑏𝑗(𝑡)𝑥𝑏𝑘(𝑡) ⇒ nur 𝑄𝑧𝑧(𝑡) von null verschieden:

𝑄𝑧𝑧(𝑡) = −2𝑞𝑎2cos2𝜔𝑡,

𝑄̇𝑧𝑧(𝑡) = 4𝑞𝑎2𝜔cos𝜔𝑡 sin𝜔𝑡 = 2𝑞𝑎2𝜔sin2𝜔𝑡,

𝑄⃛𝑧𝑧(𝑡) = −8𝑞𝑎2𝜔3sin2𝜔𝑡; (8.7-3)

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) = 1

2𝑐
𝑄⃛𝑧𝑧(𝑡) cos 𝜗 𝒆𝑧 = −4𝑞𝑎2 𝜔

3

𝑐
sin2𝜔𝑡 cos 𝜗 𝒆𝑧 ; (8.7-4)

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 = −4𝑞𝑎2 𝜔

3

𝑐
sin2𝜔𝑡 sin𝜗 cos 𝜗 (− sin𝜙, cos 𝜙, 0) ; (8.7-5)

[ 1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]

2 = 16𝑞2𝑎4 𝜔6

𝑐2
sin22𝜔𝑡 sin2𝜗 cos2𝜗. (8.7-6)

Wir sehen daraus, dass für die Kreisfrequenz der Strahlung 𝜔𝗌 = 2𝜔 gilt. Für Kreiswellen-
zahl undWellenlänge der Strahlung gilt daher

𝑘 = 2𝜋
𝜆 = 𝜔𝗌

𝑐 = 2𝜔
𝑐 . (8.7-7)

Da die Ladungsverteilung bereits nach der Zeit 𝜋/𝜔 die ursprüngliche Konfiguration an-
nimmt, war das zu erwarten.
In jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem elektrischen
Quadrupolbeitrag abgebrochen wird, gilt

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝒆𝑟) ≈

1
4𝜋𝑐3 [

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡 − 𝑟

𝑐
) ⨯ 𝒆𝑟]

2. (8.7-8)

Ich ersetze nun das Zeitargument 𝑡 − 𝑟/𝑐 durch 𝑡, da die Bezeichnung des Zeitargumentes
für die Mittelwertbildung belanglos ist.

Der zeitliche Mittelwert von sin22𝜔𝑡 über eine Periode der Strahlung besitzt den Wert 1/2.
Aus Gl. (8.7-6) folgt also

[ 1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]

2 = 8𝑞2𝑎4 𝜔6

𝑐2
sin2𝜗 cos2𝜗 = 𝑞2𝑎4

8
𝑐4𝑘6 sin2𝜗 cos2𝜗. (8.7-9)
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Ergebnis: mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strah-
lung

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝒆𝑟) ≈

𝑞2𝑎4
32𝜋 𝑐𝑘6 sin2𝜗 cos2𝜗 für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.7-10)

PolardiagrammdermittlerenAbstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit
in Einheiten (𝑞2𝑎4/128𝜋)𝑐𝑘6 (war in
der Angabe nicht verlangt):

Die Berechnung der totalen mittleren Abstrahlungsleistung ist elementar, ich überlasse sie
dem Leser (Substitution 𝜉 = cos 𝜗). Ergebnis:

𝑃 ≈ 𝑞2𝑎4
60 𝑐𝑘6 für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.7-11)

8.8

Dadie Phase𝜙0 für diemittlereAbstrahlungsleistung
bedeutungslos ist, setze ich 𝜙0 = 0.
Die Punktladungen nummeriere ich wie in der Ab-
bildung dargestellt:

𝑞1 = +𝑞, 𝑞2 = −𝑞, 𝑞3 = +𝑞, 𝑞4 = −𝑞; (8.8-1)

𝒓1(𝑡) =
𝑎
√2

(cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡, 0) , 𝒓2(𝑡) =
𝑎
√2

(− sin𝜔𝑡, cos𝜔𝑡, 0) , (8.8-2)

𝒓3(𝑡) =
𝑎
√2

(−cos𝜔𝑡,− sin𝜔𝑡, 0) , 𝒓4(𝑡) =
𝑎
√2

(sin𝜔𝑡,− cos𝜔𝑡, 0) . (8.8-3)

Elektrisches Dipolmoment:
𝒑(𝑡) =

4

∑
𝑏=1

𝑞𝑏𝒓𝑏(𝑡) = 𝟎. (8.8-4)

Magnetisches Dipolmoment:

𝒎(𝑡) = 1
2𝑐

4

∑
𝑏=1

[𝒓𝑏(𝑡) ⨯ 𝑞𝑏 ̇𝒓𝑏(𝑡)] zeitunabhängiger Vektor ⇒ 𝒎̈(𝑡) = 𝟎. (8.8-5)

364



Lösungen

Beides konnte man schon aus der Abbildung sehen. Es handelt sich um einen elektrischen
Quadrupolstrahler.
Für den kartesischen Quadrupoltensor benütze ich die Definition (A.15-16). (Siehe die
Bemerkungen zum Quadrupoltensor im Anhang A.15.2.)

Kartesische Komponenten des elektrischen Quadrupoltensors:

𝑄𝑗𝑘(𝑡) ≔
4

∑
𝑏=1

𝑞𝑏𝑥𝑏𝑗(𝑡)𝑥𝑏𝑘(𝑡) ⇒ nur 𝑄𝑥𝑥(𝑡), 𝑄𝑦𝑦(𝑡), 𝑄𝑥𝑦(𝑡) ungleich null:

𝑄𝑥𝑥(𝑡) =
4

∑
𝑏=1

𝑞𝑏 [𝑥𝑏1(𝑡)]
2 = 𝑞𝑎2cos2𝜔𝑡, 𝑄⃛𝑥𝑥(𝑡) = 8𝑞𝑎2𝜔3 sin 2𝜔𝑡 = −𝑄⃛𝑦𝑦(𝑡) ; (8.8-6a)

𝑄𝑥𝑦(𝑡) =
4

∑
𝑏=1

𝑞𝑏𝑥𝑏1(𝑡)𝑥𝑏2(𝑡) = 𝑞𝑎2 sin2𝜔𝑡, 𝑄⃛𝑥𝑦(𝑡) = −8𝑞𝑎2𝜔3 cos 2𝜔𝑡. (8.8-6b)

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) = 1

2𝑐
( 𝑥
𝑟
𝑄⃛𝑥𝑥(𝑡) +

𝑦
𝑟
𝑄⃛𝑥𝑦(𝑡),

𝑥
𝑟
𝑄⃛𝑦𝑥(𝑡) +

𝑦
𝑟
𝑄⃛𝑦𝑦(𝑡), 0)

= 4𝑞𝑎2 𝜔
3

𝑐
( 𝑥
𝑟
sin2𝜔𝑡 − 𝑦

𝑟
cos2𝜔𝑡,−𝑥

𝑟
cos2𝜔𝑡 − 𝑦

𝑟
sin2𝜔𝑡, 0) , (8.8-6c)

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 = 4𝑞𝑎2 𝜔

3

𝑐
(−𝑧𝑥

𝑟2
cos2𝜔𝑡 − 𝑦𝑧

𝑟2
sin2𝜔𝑡,−𝑧𝑥

𝑟2
sin2𝜔𝑡 + 𝑦𝑧

𝑟2
cos2𝜔𝑡,

2𝑥𝑦
𝑟2

sin2𝜔𝑡 + (𝑥
2

𝑟2
− 𝑦2

𝑟2
) cos2𝜔𝑡) . (8.8-6d)

Wir sehen daraus, dass für die Kreisfrequenz der Strahlung 𝜔𝗌 = 2𝜔 gilt. Für Kreiswellen-
zahl undWellenlänge der Strahlung gilt daher

𝑘 = 2𝜋
𝜆 = 𝜔𝗌

𝑐 = 2𝜔
𝑐 . (8.8-7)

DadieLadungsverteilungbereitsnacheinerRotationum𝜋dieursprünglicheKonfiguration
annimmt, war das zu erwarten.
In jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem elektrischen
Quadrupolbeitrag abgebrochen wird, gilt

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝒆𝑟) ≈

1
4𝜋𝑐3 [

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡 − 𝑟

𝑐
) ⨯ 𝒆𝑟]

2. (8.8-8)

Ich ersetze nun das Zeitargument 𝑡 − 𝑟/𝑐 durch 𝑡, da die Bezeichnung des Zeitargumentes
für die Mittelwertbildung belanglos ist.
Bei der Mittelwertbildung ist zu beachten, dass der zeitliche Mittelwert von sin2𝜔𝑡 und

cos22𝜔𝑡 über eine Periode der Strahlung denWert 1/2 besitzt und der zeitliche Mittelwert
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von sin2𝜔𝑡 cos2𝜔𝑡 null ist.

[ 1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]

2 = 𝑞2𝑎4

4
𝑐4𝑘6 [(𝑧𝑥

𝑟2
cos2𝜔𝑡 + 𝑦𝑧

𝑟2
sin2𝜔𝑡)2 + (𝑦𝑧

𝑟2
cos2𝜔𝑡 − 𝑧𝑥

𝑟2
sin2𝜔𝑡)2

+ 4𝑥2𝑦2

𝑟4
sin22𝜔𝑡 + (𝑥

2

𝑟2
− 𝑦2

𝑟2
)2 cos22𝜔𝑡 + 4𝑥𝑦

𝑟2
(𝑥

2

𝑟2
− 𝑦2

𝑟2
) sin2𝜔𝑡 cos2𝜔𝑡] ; (8.8-9)

[ 1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]

2 = 𝑞2𝑎4

8
𝑐4𝑘6 [ 2𝑧

2𝑥2

𝑟4
+ 2𝑦2𝑧2

𝑟4
+ 4𝑥2𝑦2

𝑟4
+ (𝑥

2

𝑟2
− 𝑦2

𝑟2
)2]

= 𝑞2𝑎4

8
𝑐4𝑘6 [ 2𝑧

2

𝑟2
(𝑥

2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
) + (𝑥

2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
)2] = 𝑞2𝑎4

8
𝑐4𝑘6 [(𝑥

2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
)(2𝑧

2

𝑟2
+ 𝑥2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
)]

= 𝑞2𝑎4

8
𝑐4𝑘6 (1 − cos2𝜗)(1 + cos2𝜗) = 𝑞2𝑎4

8
𝑐4𝑘6 (1 − cos4𝜗). (8.8-10)

Ergebnis: mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strah-
lung

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝒆𝑟) ≈

𝑞2𝑎4
32𝜋 𝑐𝑘6 (1 − cos4𝜗) für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.8-11)

PolardiagrammdermittlerenAbstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit
in Einheiten (𝑞2𝑎4/32𝜋)𝑐𝑘6 (war in der
Angabe nicht verlangt):

Für die totale mittlere Abstrahlungsleistung folgt daraus (Kopfrechnung)

𝑃 ≈ 𝑞2𝑎4
10 𝑐𝑘6 für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.8-12)

8.9

𝒓(𝑡) = 𝑎cos𝜔𝑡 𝒆𝑧 , 𝒑(𝑡) = 𝑞𝒓(𝑡) = 𝑞𝑎cos𝜔𝑡 𝒆𝑧 , 𝒑̈(𝑡) = −𝑞𝑎𝜔2cos𝜔𝑡 𝒆𝑧 ; (8.9-1)

𝒎(𝑡) = 1
2𝑐 [𝒓(𝑡) ⨯ 𝑞 ̇𝒓(𝑡)] = 𝟎, 𝒎̈(𝑡) = 𝟎. (8.9-2)

Bei der gegebenen Quellverteilung ist die Verwendung der Definition (A.15-16) des kar-
tesischen Quadrupoltensors zweckmäßig, da dann nur 𝑄𝑧𝑧(𝑡) von null verschieden ist.
(Siehe die Bemerkungen zum Quadrupoltensor im Anhang A.15.2.)

𝑄𝑗𝑘(𝑡) ≔ 𝑞𝑥𝑗(𝑡)𝑥𝑘(𝑡) ⇒ nur 𝑄𝑧𝑧(𝑡) von null verschieden:

𝑄𝑧𝑧(𝑡) = 𝑞𝑎2cos2𝜔𝑡,

𝑄̇𝑧𝑧(𝑡) = −2𝑞𝑎2𝜔sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡 = −𝑞𝑎2𝜔sin2𝜔𝑡,

𝑄⃛𝑧𝑧(𝑡) = 4𝑞𝑎2𝜔3sin2𝜔𝑡 = 8𝑞𝑎2𝜔3sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡 ; (8.9-3)

𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) = cos 𝜗 𝑄⃛𝑧𝑧(𝑡) 𝒆𝑧 = 8𝑞𝑎2𝜔3cos 𝜗 sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡 𝒆𝑧 . (8.9-4)
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Mit Gl. (A.15-13) von Anhang A.15.2 folgt

̈𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟) ≡ ̈𝒒(𝒓, 𝑡) ≈ 𝒑̈(𝑡 − 𝑟

𝑐
) + [𝒎̈(𝑡 − 𝑟

𝑐
) ⨯ 𝒆𝑟] +

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡 − 𝑟

𝑐
) . (8.9-5)

Mit (8.9-1), (8.9-2) und (8.9-4) ergibt sich

̈𝒒(𝒓, 𝑡) = ̈𝑞𝑧(𝒓, 𝑡) 𝒆𝑧 , ̈𝑞𝑧(𝒓, 𝑡) = −𝑞𝑎𝜔2[cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) − 4𝑎𝜔
𝑐 cos 𝜗 sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑟)].

Wir sehen daraus, dass für die Kreisfrequenz der Strahlung 𝜔𝗌 = 𝜔 gilt.
Berechnung der Abstrahlungsleistung

Wir benützen die Formel (A.15-6) für die Abstrahlungsleistung. Mit

̈𝒒2 = ̈𝑞2𝑧
(𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 cos2𝜗

} ⇒ ̈𝒒2 − (𝒆𝑟 • ̈𝒒)2 = ̈𝑞2𝑧 sin2𝜗

ergibt sich für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit für 𝑘𝑎 ≪ 1 (𝜔 = 𝑐𝑘)

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐, 𝜗) ≈
𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
4𝜋 sin2𝜗 [cos2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟)

− 8𝑘𝑎 cos 𝜗 sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) cos2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟)

+16𝑘2𝑎2 cos2𝜗 sin2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) cos2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟)] .

(8.9-6)

Der zweite Term ist ein 𝖤1-𝖤2-Interferenzterm. Dieser gibt aber wegen

sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) cos2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) = 1
2𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝑢 sin𝑢⏟⎵⏟⎵⏟
−𝑑(cos 𝑢)

cos2𝑢 = − 1
2𝜋

cos3𝑢
3

|||
2𝜋

0
= 0

keinen Beitrag zurmittleren Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit und damit auch
keinen Beitrag zur totalen mittleren Abstrahlungsleistung.
Hinweis: Für die totale Abstrahlungsleistung ist dies ganz allgemein durch ein Theorem gesichert,
das ich im Anhang A.15 erwähnt habe: Interferenzterme geben keine Beiträge zur totalen Abstrah-
lungsleistung 𝑃, welche stets rein additiv ist.
Wegen

cos2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) = 1
2
, sin2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) cos2 (𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) = 1

4
sin22(𝜔𝑡 − 𝑘𝑟) = 1

8

ergibt sich für diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4

8𝜋 sin2𝜗 (1 + 4𝑘2𝑎2 cos2𝜗) für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.9-7)
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Polardiagramm der mittleren Ab-
strahlungsleistung pro Raumwin-
keleinheit in Einheiten 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4/8𝜋
für 𝑘𝑎 = 0,025 (war in der Angabe
nicht verlangt):

Die Berechnung der totalen mittleren Abstrahlungsleistung ist elementar, ich überlasse sie
dem Leser (Substitution 𝜉 = cos 𝜗). Ergebnis:

𝑃 ≈ 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
3 (1 + 4𝑘2𝑎2

5 ) für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.9-8)

8.10 (a) Die aus dem Liénard-Wiechert-Feld abgeleitete Abstrahlungsformel (A.15-22)
vereinfacht sich in diesem Fall wegen 𝜷(𝑡) ⨯ ̇𝜷(𝑡) = 𝟎 auf

𝑑𝑃
𝑑Ω (𝑡, 𝒆𝑟) =

𝑞2
4𝜋𝑐

[𝒆𝑟 ⨯ (𝒆𝑟 ⨯ ̇𝜷(𝑡))]2

[1 − 𝒆𝑟 •𝜷(𝑡)]5
mit 𝜷(𝑡) ≔ 𝒗(𝑡)

𝑐 . (8.10-1)

Mit 𝒓(𝑡) = 𝑎cos𝜔𝑡𝒆𝑧 folgt

𝜷(𝑡) = −𝛽0 sin𝜔𝑡𝒆𝑧 , ̇𝜷(𝑡) = −𝜔𝛽0 cos𝜔𝑡𝒆𝑧 mit 𝛽0 ≔
𝑎𝜔
𝑐 . (8.10-2)

Mit
𝒆𝑟 = sin𝜗 cos𝜙 𝒆𝑥 + sin𝜗 sin𝜙 𝒆𝑦 + cos𝜗 𝒆𝑧

erhalten wir
𝒆𝑟 • 𝒆𝑧 = cos𝜗;

𝒆𝑟 ⨯ 𝒆𝑥 = cos𝜗 𝒆𝑦− sin𝜗 sin𝜙 𝒆𝑧 ,
𝒆𝑟 ⨯ 𝒆𝑦 = −cos𝜗 𝒆𝑥+ sin𝜗 cos𝜙 𝒆𝑧 ,
𝒆𝑟 ⨯ 𝒆𝑧 = sin𝜗 sin𝜙 𝒆𝑥− sin𝜗 cos𝜙 𝒆𝑦

und
𝒆𝑟 •𝜷(𝑡) = −𝛽0 sin𝜔𝑡 cos 𝜗; (8.10-3a)

𝒆𝑟 ⨯ ̇𝜷(𝑡) = −𝜔𝛽0 cos𝜔𝑡 (sin 𝜗 sin𝜙 𝒆𝑥− sin𝜗 cos𝜙 𝒆𝑦) ,

𝒆𝑟 ⨯ (𝒆𝑟 ⨯ ̇𝜷(𝑡)) = −𝜔𝛽0 cos𝜔𝑡 (sin 𝜗 cos 𝜗 cos 𝜙 𝒆𝑥 + sin𝜗 cos 𝜗 sin𝜙 𝒆𝑦 − sin2𝜗𝒆𝑧) ,

[𝒆𝑟 ⨯ (𝒆𝑟 ⨯ ̇𝜷(𝑡))]2 = 𝜔2𝛽20 cos2𝜔𝑡 sin2𝜗. (8.10-3b)

Wie erwartet ist die Kreisfrequenz der Strahlung 𝜔𝗌 = 𝜔. Für Kreiswellenzahl und Wellen-
länge der Strahlung folgt 𝑘 = (2𝜋)/𝜆 = 𝜔/𝑐 und somit gilt 𝛽0 = 𝑘𝑎 = 2𝜋(𝑎/𝜆).

Einsetzen von (8.10-3a) und (8.10-3b) in die Formel (8.10-1) gibt

𝑑𝑃
𝑑Ω (𝑡, 𝒆𝑟) =

𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
4𝜋

sin2𝜗 cos2𝜔𝑡
(1 + 𝑘𝑎 cos 𝜗 sin𝜔𝑡)5

. (8.10-4)
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Zur Erinnerung: 𝑡 bedeutet hier das Zeitargument im Bewegungsgesetz 𝒓(𝑡) = 𝑎cos𝜔𝑡𝒆𝑧 der
Punktladung; siehe Anhang A.15.4.
Mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung:

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) = 𝜔

2𝜋

2𝜋/𝜔

∫
0

𝑑𝑡 𝑑𝑃𝑑Ω (𝑡, 𝒆𝑟) =
𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
8𝜋2 sin2𝜗

2𝜋

∫
0

𝑑𝛼 cos2𝛼
(1 + 𝑘𝑎 cos 𝜗 sin𝛼)5

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

Angabe: 𝜋
4

4+𝑘2𝑎2 cos2𝜗

(1−𝑘2𝑎2 cos2𝜗)7/2

,

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) = 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4

32𝜋
4 + 𝑘2𝑎2 cos2𝜗

(1 − 𝑘2𝑎2 cos2𝜗)7/2
sin2𝜗 =

𝑞2𝑐𝛽40
32𝜋𝑎2

4 + 𝛽20 cos2𝜗
(1 − 𝛽20 cos2𝜗)7/2

sin2𝜗.

(8.10-5)

(b) Im nichtrelativistischen Grenzfall 𝛽0 = 𝑘𝑎 ≪ 1 gilt

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4

8𝜋 sin2𝜗 =
𝑞2𝑐𝛽40
8𝜋𝑎2 sin2𝜗. (8.10-6)

Die Berechnung der totalenmittleren Abstrahlungsleistung ist in diesemGrenzfall elementar,
ich überlasse sie dem Leser (Substitution 𝜉 = cos 𝜗). Ergebnis:

𝑃 ≈ 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
3 =

𝑞2𝑐𝛽40
3𝑎2 . (8.10-7)

(c) Die Ergebnisse (8.10-6) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit
in einer Periode der Strahlung und (8.10-7) für die totale mittlere Abstrahlungsleistung
stimmenmit derDipolnäherungder vorigenAufgabe (Formeln (8.9-7) und (8.9-8)) überein.
Entwickelt man den Ausdruck (8.10-5) mithilfe von Binomialentwicklungen in 𝛽20 = 𝑘2𝑎2
um eine Ordnung höher, so erhält man als Zusatzterm den Quadrupolterm von Gl. (8.9-7).
(d) Im nichtrelativistischen Grenzfall 𝛽0 ≪ 1 hat man die typische Dipolcharakteristik
(sin2𝜗-Gesetz) mit demMaximum bei 𝜗 = 𝜋

2 . Für 𝜗 = 0 und 𝜗 = 𝜋 ist die Abstrahlungsleis-
tung für beliebige Werte von 𝛽0 null, allerdings bilden sich im ultrarelativistischen Grenzfall
𝛽0 ↑ 1, wie man aus der Formel (8.10-5) sieht, extreme Maxima in der Nähe von 𝜗 = 0 und
𝜗 = 𝜋 aus.

PolardiagrammdermittlerenAbstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit
Gl. (8.10-5) für 𝛽0= 0,95 in Einheiten
𝑞2𝑐/32𝜋𝑎2 (war in der Angabe nicht
verlangt):
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Mathematische Ergänzung

Beweis der Formel

ℐ(𝑑) ≔

2𝜋

∫
0

𝑑𝛼 cos2𝛼
(1 + 𝑑sin𝛼)5

= 𝜋
4

4 + 𝑑2

(1 − 𝑑2)7/2
für 0 < 𝑑2 < 1. (8.10-8)

Beweismethode: Wegintegral im Komplexen über den Einheitskreis und Residuensatz

Wegen ℐ(−𝑑) = ℐ(𝑑) genügt es, den Beweis unter der Annahme 0 < 𝑑 < 1 zu führen. Mit

𝑧 = 𝑒𝑖𝛼 , 𝑑𝛼 = 𝑑𝑧
𝑖𝑧 ; cos2𝛼 = 1

4𝑧2 (1 + 𝑧2)2 , 1 + 𝑑sin𝛼 = 𝑑
2𝑖𝑧 (𝑧

2+ 2𝑖
𝑑 𝑧 − 1)

erhält man
ℐ(𝑑) = 8

𝑑5 ∳
|𝑧|=1

𝑑𝑧 𝑧2 (1 + 𝑧2)2

(𝑧2+ 2𝑖
𝑑
𝑧 − 1)5

. (8.10-9)

Der Integrand
𝑓(𝑧) ≔ 𝑧2 (1 + 𝑧2)2

(𝑧2+ 2𝑖
𝑑
𝑧 − 1)5

(8.10-10)

besitzt zwei Polstellen der Ordnung 5, nämlich

𝑧1 = − 𝑖
𝑑 + 𝑖√

1
𝑑2 − 1, 𝑧2 = − 𝑖

𝑑 − 𝑖√
1
𝑑2 − 1, (8.10-11)

von denen wegen 0 < 𝑑 < 1 nur die erstere im Inneren des Einheitskreises um den Ursprung liegt.
Mit dem Residuensatz folgt

ℐ(𝑑) = 8
𝑑5 2𝜋𝑖 Res𝑓(𝑧)

||𝑧=𝑧1 =
8
𝑑5 2𝜋𝑖

1
4! [

𝑑4
𝑑𝑧4 {𝑓(𝑧) (𝑧 − 𝑧1)5}]

|||𝑧=𝑧1
. (8.10-12)

Die Berechnung des Residuums wird man ohne Computer-Algebrasystem (CAS)6 kaum schaffen.
Das Ergebnis ist

Res𝑓(𝑧)||𝑧=𝑧1 =
1
4! [

𝑑4
𝑑𝑧4 {

𝑧2 (1 + 𝑧2)2
(𝑧 − 𝑧2)5

}] |||𝑧=𝑧1
= − 𝑖

64
𝑑5 (4 + 𝑑2)
(1 − 𝑑2)7/2

, (8.10-13)

womit die Integralformel (8.10-8) bewiesen ist.

8.11 Die aus dem Liénard-Wiechert-Feld abgeleitete Abstrahlungsformel (A.15-22) ver-
einfacht sich für den Fall einer nichtrelativistischen Bewegung auf

𝑑𝑃
𝑑Ω (𝑡, 𝒆𝑟) ≈

𝑞2
4𝜋𝑐 [𝒆𝑟 ⨯

̇𝜷(𝑡)]2 mit 𝜷(𝑡) ≔ 𝒗(𝑡)
𝑐 . (8.11-1)

Mit 𝒓(𝑡) = 𝑎(cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡, 0) folgt ̈𝒓(𝑡) = −𝜔2𝒓(𝑡). Wie erwartet ist die Kreisfrequenz der
Strahlung 𝜔𝗌 = 𝜔. Für Kreiswellenzahl undWellenlänge der Strahlung folgt 𝑘 = (2𝜋)/𝜆 =
𝜔/𝑐, und somit gilt ̇𝜷(𝑡) = −𝑎𝑐𝑘2 (cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡, 0) . (8.11-2)
6Open Source z. B. Maxima oder Reduce
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Mit 𝒆𝑟 = (sin𝜗 cos𝜙, sin 𝜗 sin𝜙, cos 𝜗)

und sin2 (𝜔𝑡 − 𝜙) = 1
2 erhält man

𝒆𝑟 ⨯ ̇𝜷(𝑡) = 𝑎𝑐𝑘2 (sin𝜔𝑡 cos 𝜗,− cos𝜔𝑡 cos 𝜗,− sin(𝜔𝑡 − 𝜙) sin𝜗) ,

[𝒆𝑟 ⨯ ̇𝜷(𝑡)]2 = 𝑎2𝑐2𝑘4 {cos2𝜗 + sin2 (𝜔𝑡 − 𝜙) sin2𝜗},

[𝒆𝑟 ⨯ ̇𝜷(𝑡)]2 = 𝑎2𝑐2𝑘4 {cos2𝜗 + 1
2 sin2𝜗} =

𝑎2𝑐2𝑘4
2 (1 + cos2𝜗).

Ergebnis: mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strah-
lung

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4

8𝜋 (1 + cos2𝜗). (8.11-3)

PolardiagrammdermittlerenAbstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit
in Einheiten 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4/4𝜋 (war in der
Angabe nicht verlangt):

Die Berechnung der totalen mittleren Abstrahlungsleistung ist elementar (Kopfrechnung).
Ergebnis: totale mittlere Abstrahlungsleistung

𝑃 ≈ 2𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
3 . (8.11-4)

8.12*

𝒓1(𝑡) = 𝑎 (cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡, 0) ,

𝒓2(𝑡) = 𝑎 (cos[𝜔𝑡 − 𝜑0], sin[𝜔𝑡 − 𝜑0], 0) ;

𝒓1(𝑡) + 𝒓2(𝑡) = 2𝑎 cos 𝜑0
2
(cos[𝜔𝑡 − 𝜑0

2
], sin[𝜔𝑡 − 𝜑0

2
], 0) .

Wenn wir die Entwicklung nach dem 𝖤2-Beitrag abbrechen
folgt mit Gl. (A.15-13) von Anhang A.15.2

̈𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟) ≡ ̈𝒒(𝒓, 𝑡) ≈ ̈𝒑(𝑡 − 𝑟

𝑐
) + [𝒎̈(𝑡 − 𝑟

𝑐
) ⨯ 𝒆𝑟] +

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡 − 𝑟

𝑐
) . (8.12-1)
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Für den kartesischen Quadrupoltensor benützen wir in dieser Aufgabe die Definition
(A.15-16). (Siehe die Bemerkungen zum Quadrupoltensor im Anhang A.15.2.)

Für diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit verwenden wir (da ̈𝒒 ⨯ 𝒆𝑟 nicht
proportional zu 𝒆𝑧 ist) zweckmäßiger Weise die erste Form von (A.15-6):

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝒆𝑟) =

1
4𝜋𝑐3 [

̈𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟]

2. (8.12-2)

Elektrisches Dipolmoment:

𝒑(𝑡) = 𝑞[𝒓1(𝑡) + 𝒓2(𝑡)], ̈𝒑(𝑡) = −𝜔2𝑞[𝒓1(𝑡) + 𝒓2(𝑡)];
̈𝒑(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 = (8.12-3)

− 2𝑞𝑎𝜔2cos 𝜑0
2
(𝑧
𝑟
sin(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
),−𝑧

𝑟
cos(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
), 𝑦

𝑟
cos(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) − 𝑥

𝑟
sin(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
)) .

Magnetisches Dipolmoment:

𝒎(𝑡) = 𝑞
2𝑐 [𝒓1(𝑡) ⨯ ̇𝒓1(𝑡) + 𝒓2(𝑡) ⨯ ̇𝒓2(𝑡)] zeitunabhängiger Vektor ⇒ 𝒎̈(𝑡) = 𝟎. (8.12-4)

Kartesische Komponenten des elektrischen Quadrupoltensors:

𝑄𝑗𝑘(𝑡) ≔ 𝑞[𝑥1𝑗(𝑡)𝑥1𝑘(𝑡) + 𝑥2𝑗(𝑡)𝑥2𝑘(𝑡)] ⇒ nur 𝑄𝑥𝑥(𝑡), 𝑄𝑦𝑦(𝑡), 𝑄𝑥𝑦(𝑡) ungleich null:

𝑄𝑥𝑥(𝑡) = 𝑞𝑎2 [cos2𝜔𝑡 + cos2 (𝜔𝑡 − 𝜑0)] ,

𝑄̇𝑥𝑥(𝑡) = −𝑞𝑎2𝜔 [sin2𝜔𝑡 + sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0)] ,

𝑄̇𝑥𝑥(𝑡) = −2𝑞𝑎2𝜔 cos𝜑0 sin2(𝜔𝑡 −
𝜑0
2
) ,

𝑄⃛𝑥𝑥(𝑡) = 8𝑞𝑎2𝜔3 cos𝜑0 sin2(𝜔𝑡 −
𝜑0
2
) = −𝑄⃛𝑦𝑦(𝑡) ; (8.12-5a)

𝑄𝑥𝑦(𝑡) = 𝑞𝑎2 [sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡 + sin(𝜔𝑡 − 𝜑0) cos(𝜔𝑡 − 𝜑0)] ,

𝑄𝑥𝑦(𝑡) =
𝑞𝑎2

2
[sin2𝜔𝑡 + sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0)] ,

𝑄𝑥𝑦(𝑡) = 𝑞𝑎2 cos𝜑0 sin2(𝜔𝑡 −
𝜑0
2
) ,

𝑄⃛𝑥𝑦(𝑡) = −8𝑞𝑎2𝜔3 cos𝜑0 cos2(𝜔𝑡 −
𝜑0
2
) . (8.12-5b)

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) = 1

2𝑐
(𝑥
𝑟
𝑄⃛𝑥𝑥(𝑡) +

𝑦
𝑟
𝑄⃛𝑥𝑦(𝑡),

𝑥
𝑟
𝑄⃛𝑦𝑥(𝑡) +

𝑦
𝑟
𝑄⃛𝑦𝑦(𝑡), 0) = 4𝑞𝑎2𝑐2𝑘3cos𝜑0

× (𝑥
𝑟
sin 2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) − 𝑦

𝑟
cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
),−𝑥

𝑟
cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) − 𝑦

𝑟
sin 2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
), 0) ,

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 = 4𝑞𝑎2𝑐2𝑘3cos𝜑0

× (−𝑥𝑧
𝑟2
cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) − 𝑦𝑧

𝑟2
sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
),−𝑥𝑧

𝑟2
sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) + 𝑦𝑧

𝑟2
cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
),

2 𝑥𝑦
𝑟2
sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) − 𝑦2

𝑟2
cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) + 𝑥2

𝑟2
cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
)) . (8.12-5c)
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Wir sehen daraus, dass für die Kreisfrequenz der Strahlung 𝜔𝗌 = 𝜔 gilt. In jener Nähe-
rung, in der die kartesischeMultipolentwicklung nach dem elektrischen Quadrupolbeitrag
abgebrochen wird, gilt

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝒆𝑟) ≈

1
4𝜋𝑐3 [

̈𝒑(𝑡 − 𝑟
𝑐
) ⨯ 𝒆𝑟 +

1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡 − 𝑟

𝑐
) ⨯ 𝒆𝑟]

2. (8.12-6)

Bei der vorigen Aufgabe habe ich nicht nur den zeitlichen Mittelwert der Abstrahlungsleis-
tung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung angeschrieben, sondern auch
die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit selbst, welche einen 𝖤1-𝖤2-Interferenz-
term enthielt. Bei der zeitlichen Mittelung ist dann der Interferenzterm weggefallen. Bei
dieser wesentlich aufwendigeren Aufgabe können wir uns das nicht leisten, da der Aus-
druck für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit mit allen 𝖤1-, 𝖤2- und 𝖤1-𝖤2-
Interferenz-Beiträgen nicht auf einer A4-Seite Platz hat… Überdies würde uns die Betrach-
tung dieses Ausdruckes keinerlei Einsichten verschaffen. Wir berechnen daher gleich
den zeitlichen Mittelwert, wobei wir als erstes zeigen, dass es im zeitlichen Mittel auch im
vorliegenden Fall keine 𝖤1-𝖤2-Interferenz gibt.
Ich ersetze nun das Zeitargument 𝑡 − 𝑟/𝑐 durch 𝑡, da die Bezeichnung des Zeitargumentes
für die Mittelwertbildung belanglos ist.
Bei der Bildung des inneren Produktes [ ̈𝒑(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟] • [𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟] treten folgende von 𝑡
abhängige Faktoren auf:

sin(𝜔𝑡 − 𝜑0
2
) cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
), sin(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
),

cos(𝜔𝑡 − 𝜑0
2
) sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
), cos(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
).

Für

𝑓(𝑢) = sin𝑢 cos2𝑢, sin 𝑢 sin2𝑢, cos 𝑢 sin2𝑢, cos 𝑢 cos2𝑢 gilt aber 1
2𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝑢𝑓(𝑢) = 0.

Hinweis: sin 𝑢 cos2𝑢 = 1
2
(sin 3𝑢 − sin𝑢) usf.

Somit:
[ ̈𝒑(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟] • [𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟] = 0. (8.12-7)

Wir benötigen also nur mehr die Mittelwerte von [ ̈𝒑(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]2 und [ 1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]

2.

Da der zeitliche Mittelwert von sin2 (𝜔𝑡 − 𝜑0
2
) und cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) über eine Periode der

Strahlung denWert 1/2 besitzt und der zeitliche Mittelwert von sin(𝜔𝑡 − 𝜑0
2
) cos(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
)

null ist, folgt aus Gl. (8.12-3)

[ ̈𝒑(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]2 = 4𝑞2𝑎2𝜔4 cos2 𝜑0
2
[ 𝑧

2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) + 𝑥2

𝑟2
sin2 (𝜔𝑡 − 𝜑0

2
)

(8.12-8)
− 2𝑥𝑦

𝑟2
sin(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) cos(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
)] ,

[ ̈𝒑(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]2 = 4𝑞2𝑎2𝜔4 cos2 𝜑0
2
[ 𝑧

2

𝑟2
+ 1

2
(𝑥

2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
)] = 2𝑞2𝑎2𝜔4 cos2 𝜑0

2
(1 + cos2𝜗). (8.12-9)
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Analog folgt aus Gl. (8.12-5c)

[ 1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]

2 = 16𝑞2𝑎4𝑐4𝑘6 cos2𝜑0 [
𝑥2𝑧2

𝑟4
+ 𝑦2𝑧2

𝑟4
+ 4𝑥2𝑦2

𝑟4
sin22(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
)

+ (𝑥
4

𝑟4
+ 𝑦4

𝑟4
− 2𝑥2𝑦2

𝑟4
) cos22(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) (8.12-10)

+ (4𝑥
3𝑦
𝑟4

− 4𝑥𝑦3

𝑟4
) sin2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
) cos2(𝜔𝑡 − 𝜑0

2
)] ,

[ 1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ⃛(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟]

2 = 16𝑞2𝑎4𝑐4𝑘6 cos2𝜑0 [
𝑧2

𝑟2
(𝑥

2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
) + 1

2
(4𝑥

2𝑦2

𝑟4
+ 𝑥4

𝑟4
+ 𝑦4

𝑟4
− 2𝑥2𝑦2

𝑟4
)⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

(𝑥
2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
)2

] ,

= 8𝑞2𝑎4𝑐4𝑘6 cos2𝜑0 (
𝑥2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
)(2𝑧

2

𝑟2
+ 𝑥2

𝑟2
+ 𝑦2

𝑟2
)

= 8𝑞2𝑎4𝑐4𝑘6 cos2𝜑0 (1 − cos2𝜗)(1 + cos2𝜗). (8.12-11)

Einsetzen von (8.12-9) und (8.12-11) in (8.12-6) ergibt für 𝑘𝑎 ≪ 1 die mittlere Abstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit:

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4

2𝜋 cos2 𝜑0
2
(1 + cos2𝜗) + 2𝑞2𝑎4𝑐𝑘6

𝜋 cos2𝜑0 (1 − cos4𝜗). (8.12-12)

Die Berechnung der totalen mittleren Abstrahlungsleistung ist elementar, ich überlasse sie
dem Leser (Substitution 𝜉 = cos 𝜗). Ergebnis:

𝑃 ≈ 8𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
3 cos2 𝜑0

2
+ 32𝑞2𝑎4𝑐𝑘6

5 cos2𝜑0 für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.12-13)

Die totale mittlere Abstrahlungsleistung ist nach dem in Anhang A.15 erwähnten Theorem
ganz allgemein eine inkohärente Überlagerung von Multipolbeiträgen: Interferenzterme
geben keine Beiträge zur totalen mittleren Abstrahlungsleistung 𝑃.
(b)

Fall 1: 𝜑0 =
𝜋
2
⇒ cos 𝜑0

2
= 1

√2
, cos 𝜑0 = 0

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4

4𝜋 (1 + cos2𝜗), 𝑃 ≈ 4𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
3 .

In der zugrunde gelegten Näherung gibt es nur einen Dipolbeitrag, die Abstrahlungsleistung
ist proportional zu 𝑘4. Eine Grafik der Abstrahlungscharakteristik findetman auf Seite 362,
die Einheiten sind allerdings andere, nämlich 𝑞2𝑎2𝑐𝑘4/2𝜋.
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Fall 2: 𝜑0 = 𝜋 ⇒ cos 𝜑0
2
= 0 , cos𝜑0 = −1

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 2𝑞2𝑎4𝑐𝑘6

𝜋 (1 − cos4𝜗), 𝑃 ≈ 32𝑞2𝑎4𝑐𝑘6
5 .

In der zugrunde gelegten Näherung gibt es nur einen Quadrupolbeitrag. Die Abstrahlungs-
leistung ist proportional zu 𝑘6. Eine Grafik der Abstrahlungscharakteristik findet man
auf Seite 366, die Einheiten sind allerdings andere, nämlich 2𝑞2𝑎4𝑐𝑘6/𝜋. Beim Vergleich
mit Fall 1 ist zu beachten, dass die Abstrahlungsleistung größenordnungsmäßig um den
Faktor (𝑘𝑎)2⋘1 kleiner ist.
(c) Berechnung von 𝜑0:

8𝑞2𝑎2𝑐𝑘4
3 cos2 𝜑0

2⏟⎵⏟⎵⏟
1
2
(cos𝜑0+ 1)

= 32𝑞2𝑎4𝑐𝑘6
5 cos2𝜑0 ⇒ 24(𝑘𝑎)2

5 cos2𝜑0 − cos𝜑0− 1 = 0.

Wegen 𝑘𝑎 ≪ 1 folgt daraus cos𝜑0 ≈ −1 und

𝜑0 = 𝜋±√
48
5 𝑘𝑎 + 𝖮((𝑘𝑎)2) , 𝑘 = 𝜔

𝑐 .

8.13

Die Phase 𝜙0 geht zwar in die Abstrahlungs-
leistung pro Raumwinkeleinheit ein, sie
geht aber nicht in diemittlere Abstrahlungs-
leistung pro Raumwinkeleinheit ein. Da nur
letztere gefragt ist, setzen wir die Phase 𝜙0
willkürlich null.

Dann gilt

𝒑1 = 𝒑 = (0, 0, 𝑝), 𝒓1(𝑡) = 𝑎 (cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡, 0) ≔ 𝒓(𝑡), 𝒗1(𝑡) = 𝑎𝜔(− sin𝜔𝑡, cos𝜔𝑡, 0) ≔ 𝒗(𝑡) ;

𝒑2 = −𝒑, 𝒓2(𝑡) = −𝒓1(𝑡) = −𝒓(𝑡), 𝒗2(𝑡) = −𝒗1(𝑡) = −𝒗(𝑡) .

Für das elektrische und das magnetische Dipolmoment folgt daraus (siehe (A.15-27))

𝒑(𝑡) = 𝒑1+ 𝒑2 = 𝟎, 𝒎(𝑡) = 1
2𝑐 (𝒑1 ⨯ 𝒗1(𝑡) + 𝒑2 ⨯ 𝒗2(𝑡)) =

1
𝑐 (𝒑 ⨯ 𝒗(𝑡)) . (8.13-1)
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Da der Quadrupoltensor wegen 𝒑1 • 𝒓1 = 𝒑2 • 𝒓2 = 0 die Spur null besitzt, sind die beiden
Varianten (A.15-28) und (A.15-29) in diesem Fall identisch, und es gilt

𝑄𝑗𝑘(𝑡) = 2(𝑝𝑗𝑥𝑘(𝑡) + 𝑝𝑘𝑥𝑗(𝑡)) . (8.13-2)

Von null verschieden sind wegen 𝒑 = (0, 0, 𝑝) nur 𝑄𝑥𝑧(𝑡) = 𝑄𝑧𝑥(𝑡) und 𝑄𝑦𝑧(𝑡) = 𝑄𝑧𝑦(𝑡):

𝑄𝑥𝑧(𝑡) = 𝑄𝑧𝑥(𝑡) = 2(𝑝𝑥𝑧(𝑡) + 𝑝𝑧𝑥(𝑡)) = 2𝑝𝑥(𝑡) , (8.13-3a)

𝑄𝑦𝑧(𝑡) = 𝑄𝑧𝑦(𝑡) = 2(𝑝𝑧𝑦(𝑡) + 𝑝𝑦𝑧(𝑡)) = 2𝑝𝑦(𝑡) . (8.13-3b)

Einsetzen von 𝒑, 𝒓(𝑡) und 𝒗(𝑡) in (8.13-1), (8.13-3a) und (8.13-3b) ergibt

𝒎(𝑡) = −𝑎𝜔𝑝𝑐 (cos𝜔𝑡, sin𝜔𝑡, 0) ; (8.13-4)

𝑄𝑥𝑧(𝑡) = 𝑄𝑧𝑥(𝑡) = 2𝑎𝑝cos𝜔𝑡, 𝑄𝑦𝑧(𝑡) = 𝑄𝑧𝑦(𝑡) = 2𝑎𝑝 sin𝜔𝑡; (8.13-5a)

𝑄̇𝑥𝑧(𝑡) = 𝑄̇𝑧𝑥(𝑡) = −2𝑎𝜔𝑝 sin𝜔𝑡, 𝑄̇𝑦𝑧(𝑡) = 𝑄̇𝑧𝑦(𝑡) = 2𝑎𝜔𝑝cos𝜔𝑡. (8.13-5b)

Für das allgemeine Strahlungsmoment (A.15-13) benötigen wir als Nächstes𝒎(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 und
1
2𝑐
𝒆𝑟 • ℚ̇(𝑡) . Mit

𝒆𝑟 = sin𝜗 cos𝜙 𝒆𝑥 + sin𝜗 sin𝜙 𝒆𝑦 + cos𝜗 𝒆𝑧

erhält man nach kurzer elementarer Rechnung

𝒎(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 =
𝑎𝜔𝑝
𝑐 (− sin𝜔𝑡 cos 𝜗, cos𝜔𝑡 cos 𝜗, sin(𝜔𝑡 − 𝜙) sin 𝜗) . (8.13-6)

Quadrupolbeitrag (elementare Zwischenrechnung wieder weggelassen):

1
2𝑐 𝒆𝑟

• ℚ̇(𝑡) = 1
2𝑐 (𝑄̇𝑥𝑧(𝑡)

𝑧
𝑟 , 𝑄̇𝑦𝑧(𝑡)

𝑧
𝑟 , 𝑄̇𝑧𝑥(𝑡)

𝑥
𝑟 + 𝑄̇𝑧𝑦(𝑡)

𝑦
𝑟 ) (8.13-7)

= 1
2𝑐 (𝑄̇𝑥𝑧(𝑡) cos 𝜗, 𝑄̇𝑦𝑧(𝑡) cos 𝜗, 𝑄̇𝑧𝑥(𝑡) sin 𝜗 cos 𝜙 + 𝑄̇𝑧𝑦(𝑡) sin 𝜗 sin𝜙) (8.13-8)

= 𝑎𝜔𝑝
𝑐 (− sin𝜔𝑡 cos 𝜗, cos𝜔𝑡 cos 𝜗,− sin(𝜔𝑡 − 𝜙) sin𝜗) . (8.13-9)

In der anzuwendenden Näherung gilt für das allgemeine Strahlungsmoment

𝒒(𝑡, 𝒆𝑟) ≈ [𝒎(𝑡) ⨯ 𝒆𝑟] +
1
2𝑐 𝒆𝑟

• ℚ̇(𝑡) = 2𝑎𝜔𝑝
𝑐 cos 𝜗 (− sin𝜔𝑡, cos𝜔𝑡, 0) . (8.13-10)

(Das retardierte Zeitargument 𝑡′ = 𝑡 − 𝑟/𝑐 muss man einsetzen, wennman denMomentan-
wert der Abstrahlungsleistung pro Raumwinkelelement Gl. (A.15-6) berechnenmöchte.
Für die Berechnung dermittleren Abstrahlungsleistung pro Raumwinkelelement ist die
Bezeichnung des Zeitargumentes ohne Bedeutung.)
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Wie erwartet ist die Kreisfrequenz der Strahlung 𝜔𝗌 = 𝜔. Für Kreiswellenzahl und
Wellenlänge der Strahlung folgt 𝑘 = (2𝜋)/𝜆 = 𝜔/𝑐. Weitere Rechnung:

̈𝒒(𝑡, 𝒆𝑟) ≈ 2𝑎𝑝𝑐2𝑘3 cos 𝜗 (sin𝜔𝑡,− cos𝜔𝑡, 0) ,

̈𝒒(𝑡, 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟 ≈ 2𝑎𝑝𝑐2𝑘3 cos 𝜗 (− cos𝜔𝑡 cos 𝜗,− sin𝜔𝑡 cos 𝜗, cos(𝜔𝑡 − 𝜙) sin 𝜗) ,

[ ̈𝒒(𝑡, 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟]
2 ≈ 4𝑎2𝑝2𝑐4𝑘6 cos2𝜗 [cos2𝜗 + cos2(𝜔𝑡 − 𝜙) sin2𝜗],

[ ̈𝒒(𝑡, 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟]
2 ≈ 4𝑎2𝑝2𝑐4𝑘6 cos2𝜗 [cos2𝜗 + 1

2
sin2𝜗] = 2𝑎2𝑝2𝑐4𝑘6 cos2𝜗 (1 + cos2𝜗).

Mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 𝑎2𝑝2𝑐𝑘6

2𝜋 (cos2𝜗 + cos4𝜗) für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.13-11)

Polardiagramm der mittleren Ab-
strahlungsleistung pro Raumwin-
keleinheit in Einheiten 𝑎2𝑝2𝑐𝑘6/𝜋
(war in der Angabe nicht verlangt):

Die Berechnung der totalen mittleren Abstrahlungsleistung ist elementar, ich überlasse sie
dem Leser (Substitution 𝜉 = cos 𝜗). Ergebnis:

𝑃 ≈ 16
15 𝑎

2𝑝2𝑐𝑘6 für 𝑘𝑎 ≪ 1. (8.13-12)

8.14*

Vorbemerkung: Es ist schon ohneRechnung
klar, dass es sich um einen rein magneti-
schen Strahler handelt und der Multipoltyp
auf Oktupol oder höher lautenmuss, da das
magnetische Dipolmoment null ist:

𝒎(𝑡) = [ 𝐼𝑐 𝜋(2𝑎)
2− 4𝐼

𝑐 𝜋𝑎
2] 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝒆𝑧 = 𝟎.
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𝒋(𝒓) = 𝐼 [δ(𝑟 − 2𝑎)
𝑟 − 4 δ(𝑟 − 𝑎)

𝑟 ]δ(𝜗 − 𝜋
2
) 𝒆𝜙 , (8.14-1a)

𝜌(𝒓) = 1
𝑖𝜔 div𝒋 (𝒓) = 1

𝑖𝜔
1

𝑟 sin 𝜗
𝜕
𝜕𝜙 𝑗𝜙(𝒓) = 0. (8.14-1b)

𝜌(𝒓) = 0, 𝒓 •𝒋(𝒓) = 0 ⇒ Gl. (A.15-20): wie erwartet

𝑎(𝖤)𝑙𝑚 = 0, ∀ 𝑙,𝑚.

Für die sphärischen Multipolkoeffizienten 𝑎(𝖬)𝑙𝑚 Gl. (A.15-21) benötigen wir div[𝒓 ⨯𝒋(𝒓)].

𝒓 ⨯𝒋(𝒓) = −𝐼 [δ(𝑟 − 2𝑎) − 4 δ(𝑟 − 𝑎)]δ(𝜗 − 𝜋
2
) 𝒆𝜗 ,

div[𝒓 ⨯𝒋(𝒓)] = −𝐼 [δ(𝑟 − 2𝑎) − 4 δ(𝑟 − 𝑎)]

(1/𝑟) δ′(𝜗 − 𝜋
2
)

⏞⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏞1
𝑟 sin𝜗

𝑑
𝑑𝜗 (sin𝜗 δ(𝜗 −

𝜋
2
))

= −𝐼 [δ(𝑟 − 2𝑎)
𝑟 − 4 δ(𝑟 − 𝑎)

𝑟 ]δ′(𝜗 − 𝜋
2
) .

Einsetzen in Gl. (A.15-21) gibt (cos 𝜋
2
= 0)

𝑎(𝖬)𝑙𝑚 = 𝑖 4𝜋𝑘
2

𝑐
1

√𝑙(𝑙 + 1)
𝐼𝑁𝑙𝑚

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2𝑗𝑙(𝑘𝑟) [
δ(𝑟 − 2𝑎)

𝑟 − 4 δ(𝑟 − 𝑎)
𝑟 ]

×

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 𝑒−𝑖𝑚𝜙

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜗) δ′(𝜗 −
𝜋
2
)

= 𝑖 4𝜋𝑘
2

𝑐
1

√𝑙(𝑙 + 1)
𝐼𝑁𝑙0 [2𝑎𝑗𝑙(2𝑘𝑎) − 4𝑎𝑗𝑙(𝑘𝑎)] 2𝜋𝛿𝑚0

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗 𝑃𝑙(cos 𝜗) δ′(𝜗 −
𝜋
2
)

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟
(−1) 𝑑

𝑑𝜗
(sin 𝜗𝑃𝑙(cos 𝜗))||𝜗=𝜋/2

= 𝑖 8𝜋3/2
√

2𝑙 + 1
𝑙(𝑙 + 1)

𝐼(𝑘𝑎)2
𝑐𝑎 [𝑗𝑙(2𝑘𝑎) − 2𝑗𝑙(𝑘𝑎)] 𝛿𝑚0 [−𝜉𝑃𝑙(𝜉) + (1 − 𝜉2) 𝑑𝑃𝑙(𝜉)

𝑑𝜉
]|||𝜉=0⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⏟

(
𝑑𝑃𝑙(𝜉)
𝑑𝜉

)
𝜉=0

.

Mit den Formeln

(
𝑑𝑃2𝑛(𝜉)
𝑑𝜉

)
𝜉=0

= 0 , (
𝑑𝑃2𝑛+1(𝜉)

𝑑𝜉
)
𝜉=0

= (2𝑛 + 1)(
− 1
2

𝑛 ) , 𝑛 ∈ ℕ0
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aus der Angabe erhalten wir

𝑎(𝖬)𝑙𝑚 = 0 für 𝑚 ≠ 0 (Rotationssymmetrie bzgl. 𝑧-Achse),

𝑎(𝖬)2𝑛,0 = 0 für 𝑛 ∈ ℕ,

𝑎(𝖬)2𝑛+1,0 = 𝑖 8𝜋3/2√
(2𝑛 + 1)(4𝑛 + 3)

2𝑛 + 2 (
− 1
2

𝑛 )
𝐼(𝑘𝑎)2
𝑐𝑎 [𝑗2𝑛+1(2𝑘𝑎) − 2𝑗2𝑛+1(𝑘𝑎)] für 𝑛 ∈ ℕ0 .

Mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

Die allgemeine Formel (A.15-19) liefert im vorliegenden Fall

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝛺) = 𝑐

8𝜋𝑘2
||
∞

∑
𝑛=0

(−𝑖)2𝑛𝑎(𝖬)2𝑛+1,0 (𝒆𝑟 ⨯ 𝑿2𝑛+1,0(𝛺))||
2. (8.14-3)

Näherung für 2𝑘𝑎 ≪ 1 (siehe die Formel (A.2-38))

𝑛 = 0∶ 𝑗1(2𝑘𝑎) − 2𝑗1(𝑘𝑎) ≈
2𝑘𝑎
1⋅3 − 2 𝑘𝑎

1⋅3 = 0;

𝑛 = 1∶ 𝑗3(2𝑘𝑎) − 2𝑗3(𝑘𝑎) ≈
(2𝑘𝑎)3
1⋅3⋅5⋅7 − 2 (𝑘𝑎)3

1⋅3⋅5⋅7 =
2
35 (𝑘𝑎)

3 .

Damit folgt zunächst (bezüglich 𝒆𝑟 ⨯ 𝑿3,0(𝛺) siehe Gl. (A.5-30) von Anhang A.5.1)

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝛺) ≈ 𝑐

8𝜋𝑘2
||− 𝑎(𝖬)3,0 (𝒆𝑟 ⨯ 𝑿3,0(𝛺))||

2

mit
𝑎(M)
3,0 ≈ 𝑖 8𝜋3/2√

3⋅7
4 (

− 1
2

1 )
𝐼(𝑘𝑎)2
𝑐𝑎

2
35 (𝑘𝑎)

3 = −𝑖𝜋3/2 4
√21
35

𝐼(𝑘𝑎)5
𝑐𝑎 ,

𝒆𝑟 ⨯ 𝑿3,0(𝛺) = −√
21
64𝜋 𝑖 sin 𝜗 (5 cos

2𝜗 − 1) 𝒆𝜗 .

Ergebnis: magnetische Oktupolstrahlung

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 𝜋

32 (
3
5)

2 𝐼2 (𝑘𝑎)8
𝑐 sin2𝜗 (5 cos2𝜗 − 1)2 für 2𝑘𝑎 ≪ 1. (8.14-4)

Die Abstrahlungsleistung hängt wegen der Rotationssymmetrie bezüglich der 𝑧-Achse nur
vomWinkel 𝜗 ab und ist proportional zu 𝑘8.

Polardiagramm der mittleren Ab-
strahlungsleistung pro Raumwin-
keleinheit in Einheiten

𝜋
32 (

3
5)

2 𝐼2 (𝑘𝑎)8
𝑐

(war in der Angabe nicht verlangt):
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Die Berechnung der totalen mittleren Abstrahlungsleistung ist elementar (Integration eines
Polynoms 6.Grades), ich überlasse sie dem Leser (Substitution 𝜉 = cos 𝜗). Ergebnis:

𝑃 ≈ 2𝜋2
35 (35)

2 𝐼2 (𝑘𝑎)8
𝑐 für 2𝑘𝑎 ≪ 1. (8.14-5)

8.15**

Zur komplexen Schreibweise bei zeitlich harmonischen
Quellen und Feldern siehe Anhang A.14.

Nach Anhang A.15.6, Gl. (A.15-32a), Gl. (A.15-32b) gilt für die komplexe Stromdichte

𝒋(𝒓) = −𝑖𝜔𝑝0δ(𝒓 − 𝑏𝒆𝑧) 𝒆𝑧 . (8.15-1)

Aus Symmetriegründenmuss gelten:

𝐵𝑟 = 𝐵𝜗 = 0, 𝐵𝜙 = 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) ; (8.15-2a)

𝐸𝜙 = 0, 𝐸𝑟 = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) , 𝐸𝜗 = 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) . (8.15-2b)

Die Feldgleichung (A.14-1) für das komplexe Vektorpotential lautet

𝚫𝑨(𝑟, 𝜗) + 𝑘2𝑨(𝑟, 𝜗) = 4𝜋𝑖𝑘𝑝0δ(𝒓 − 𝑏𝒆𝑧) 𝒆𝑧 . (8.15-3)

Die Geometrie des Problems verlangt nicht nur die Verwendung von Kugelkoordinaten,
sondern auch die Zerlegung der Vektorfelder nach Kugelkomponenten. Der Differentialope-
rator in der Differentialgleichung für das komplexe Vektorpotential 𝑨(𝒓)muss deshalb
als Vektorlaplaceoperator aufgefasst werden7, die Differentialgleichung für 𝑨(𝒓) ist eine
inhomogene Vektorhelmholtzgleichung.
Für die komplexen Feldstärken 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓) gelten die Beziehungen (A.14-2):

−𝑖𝑘𝑬(𝒓) = 𝐠𝐫𝐚𝐝div𝑨(𝒓) + 𝑘2𝑨(𝒓) , 𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) . (8.15-4)

Wegen 𝐵𝑟 = 0 ist die Randbedingung Div𝑩 = 0 erfüllt, von der Randbedingung 𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝟎
bleibt wegen 𝐸𝜙 = 0 nur die Randbedingung

𝐸𝜗(𝑎+, 𝜗) = 0. (8.15-5)

7Siehe die Vorbemerkung zu Anhang A.5.2.

380



Lösungen

Die Ausstrahlungsbedingung können wir in der folgenden Form schreiben:

𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) −−−⟶𝑟→+∞
𝑓(𝜗) 𝑒

𝑖𝑘𝑟

𝑟 ≕ 𝐵W,𝜙(𝑟, 𝜗) . (8.15-6)

Wirwissen, dass im vorliegendenBeispiel für den Strahlungsanteil des elektromagnetischen
Feldes in derWellenzone (den asymptotisch führenden Term [1/𝑟-Term])

𝑩W(𝒓) = 𝐵W,𝜙(𝑟, 𝜗)𝒆𝜙 , 𝑬W(𝒓) = 𝑩W(𝒓) ⨯ 𝒆𝑟 (8.15-7)

gilt. Da die Energiestromdichte in den Feldstärkenkomponenten nicht linear ist, muss
man vor ihrer Berechnung zur reellen Schreibweise übergehen. Der Strahlungsanteil der
Energiestromdichte (der asymptotisch führende Term [1/𝑟2-Term]) 𝑺W(𝒓, 𝑡) ist allgemein
durch

𝑺W(𝒓, 𝑡) =
𝑐
4𝜋 {Re[𝑬W(𝒓)𝑒

−𝑖𝜔𝑡] ⨯ Re[𝑩W(𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑡]}

gegeben. Für das Zeitmittel über eine Periode folgt daraus

𝑺W(𝒓, 𝑡) =
𝑐
8𝜋 [𝑬W(𝒓) ⨯ 𝑩

∗
W(𝒓)] =

𝑐
8𝜋 |𝑩W(𝒓)|

2 𝒆𝑟 . (8.15-8)

Im konkreten Beispiel:

𝑺W(𝒓, 𝑡) =
𝑐
8𝜋 |𝐵W,𝜙(𝑟, 𝜗)|2 𝒆𝑟 =

𝑐
8𝜋 |𝑓(𝜗)|

2 1
𝑟2 𝒆𝑟 . (8.15-9)

Für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit um die Richtung 𝒆𝑟 in einer
Periode gilt (𝒅𝒇 = 𝑟2𝑑𝛺 𝒆𝑟)

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) = 𝑺W(𝒓, 𝑡) • 𝑟2𝒆𝑟 =

𝑐
8𝜋 |𝑓(𝜗)|

2. (8.15-10)

Wir müssen daher die Feldstärkenkomponente 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) berechnen und daraus den asym-
ptotischenWellenanteil 𝐵W,𝜙(𝑟, 𝜗) bestimmen, um die mittlere Abstrahlungsleistung in
einer Periode berechnen zu können.

Alle bisher angeschriebenen Formeln und Bedingungen beziehen sich auf das im Raumge-
biet 𝑟 > 𝑎 vorhandene Gesamtfeld. Dieses setzt sich aus zwei Teilfeldern zusammen.Dem
Feld des Punktdipols (Index1), Partikulärintegral der inhomogenen Gleichungen, und dem
im Raumgebiet 𝑟 > 𝑎 von den Oberflächenströmen des idealen Leiters verursachten Feld
(Index2), Lösung der homogenen Gleichungen, da die Quellen bei 𝑟 = 𝑎 liegen.
Das Teilfeld 2 können wir nach Anhang A.14.2, Spezialfall 1, durch ein Debyepotential 1. Art𝑢2(𝑟, 𝜗),
eine problemangepasste Lösung der homogenen skalaren Helmholtzgleichung, beschreiben. Im
Hinblick auf die Ausstrahlungsbedingung kommt nur ein Ansatz der Form

𝑢2(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘∑
𝑙∈ℕ0

𝑎𝑙ℎ
(1)
𝑙 (𝑘𝑟)𝑃𝑙(cos 𝜗) (8.15-11)
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

infrage. Die Entwicklungskoeffizienten sind aus der Randbedingung (8.15-5) zu bestim-
men. (Der Faktor−𝑖𝑘 wurde wegen des Faktors−𝑖𝑘 in Gl. (A.14-7b) aus den Entwicklungs-
koeffizienten „herausgezogen“.)

Debyepotentiale wurden im Anhang A.14.2 nur für den quellenfreien Fall definiert. Das
heißt aber nicht, dass man für das elektromagnetische Feld des hertzschen Dipols keinen
Ansatz der mathematischen Form

𝑩1(𝒓) = 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢1(𝒓) ⨯ 𝒓, −𝑖𝑘𝑬1(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢1(𝒓) ⨯ 𝒓] (8.15-12)

machen und 𝑢1(𝑟, 𝜗) ein Debyepotential nennen darf.8

Dass die in der Anleitung zur Aufgabe angegebene Funktion

𝑢1(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘𝑝0
1
𝑏
𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝑏𝒆𝑧|
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

(8.15-13)

die korrekten komplexen Feldstärken 𝑬1(𝒓), 𝑩1(𝒓) des betrachteten hertzschen Dipols
ergibt soll laut Angabe als bekannt angesehen werden. (Den Beweis skizziere ich in der
Ergänzung am Ende der Aufgabe.)

Mit der Entwicklung der greenschen Funktion des Helmholtzoperators (A.2-47) folgt

𝑢1(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘 𝑝0𝑏 𝑖𝑘∑
𝑙∈ℕ0

(2𝑙 + 1)𝑗𝑙(𝑘𝑟<) ℎ
(1)
𝑙 (𝑘𝑟>)𝑃𝑙(cos 𝜗) , (8.15-14)

𝑟< = 𝑟, 𝑟> = 𝑏 für 𝑟 < 𝑏;
𝑟< = 𝑏, 𝑟> = 𝑟 für 𝑟 > 𝑏.

Zur Erfüllung der Randbedingung (8.15-5) benötigen wir 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) für 𝑟 < 𝑏. Für 𝑟 < 𝑏 ist
𝑢(𝑟, 𝜗) = 𝑢1(𝑟, 𝜗) + 𝑢2(𝑟, 𝜗) durch

𝑢(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘∑
𝑙∈ℕ0

{
𝑝0
𝑏 𝑖𝑘 (2𝑙 + 1)ℎ(1)𝑙 (𝑘𝑏)𝑗𝑙(𝑘𝑟) + 𝑎𝑙ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟)}𝑃𝑙(cos 𝜗) (8.15-15)

gegeben. Mit der Formel (A.14-7b) von Anhang A.14.2, d. h.

−𝑖𝑘𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) =
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟

𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜗 ) = 1

𝑟
𝜕2 (𝑟𝑢(𝑟, 𝜗))

𝜕𝜗𝜕𝑟 , (8.15-16)

ergibt dann die Randbedingung (8.15-5)

∑
𝑙∈ℕ0

{
𝑝0
𝑏 𝑖𝑘 (2𝑙 + 1)ℎ(1)𝑙 (𝑘𝑏) [

𝑑(𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟))
𝑑𝑟 ]

𝑎
+ 𝑎𝑙 [

𝑑(𝑟ℎ(1)𝑙 (𝑘𝑟))
𝑑𝑟 ]

𝑎
}𝑃𝑙(cos 𝜗) = 0.

8Für Ansätze gibt es keine Vorschriften. Ein Ansatz führt entweder zum Ziel oder er muss im Lauf der
Rechnung verworfen werden.
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Wegen der linearen Unabhängigkeit der Legendrepolynome erhält man für die gesuchten
Entwicklungskoeffizienten von 𝑢2(𝑟, 𝜗)

𝑎𝑙 = −𝑝0𝑏 𝑖𝑘 (2𝑙 + 1)ℎ(1)𝑙 (𝑘𝑏) [
𝑑
𝑑𝑟
(𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟))

𝑑
𝑑𝑟
(𝑟ℎ(1)𝑙 (𝑘𝑟))

]
𝑎

. (8.15-17)

Als nächstes berechnen wir mithilfe der Formel (A.14-7c) 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) für 𝑟 > 𝑏. Für 𝑟 > 𝑏 gilt

𝑢(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘∑
𝑙∈ℕ0

{
𝑝0
𝑏 𝑖𝑘 (2𝑙 + 1)𝑗𝑙(𝑘𝑏) + 𝑎𝑙}ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟)𝑃𝑙(cos 𝜗) . (8.15-18)

Da wir für die Berechnung von 𝐵𝜙 lediglich nach 𝜗 ableitenmüssen, können wir schon hier
auf die asymptotische Form übergehen. Mit Anhang A.2, Gl. (A.2-37c) folgt

𝑢(𝑟, 𝜗) −−−⟶
𝑟→+∞

−𝑖𝑘∑
𝑙∈ℕ0

{
𝑝0
𝑏 𝑖𝑘 (2𝑙 + 1)𝑗𝑙(𝑘𝑏) + 𝑎𝑙}

1
𝑖 𝑙+1

𝑒𝑖𝑘𝑟
𝑘𝑟 𝑃𝑙(cos 𝜗) .

Setzen wir noch für 𝑎𝑙 ein, so erhalten wir mit (A.14-7c) für die asymptotische Form von
𝐵𝜙 einen Ausdruck der Form (8.15-6) mit

𝑓(𝜗) = 𝑝0𝑘
𝑏 ∑

𝑙∈ℕ0

2𝑙 + 1
𝑖 𝑙−1

[
𝑗𝑙(𝑘𝑏) 𝑑(𝑟ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟))/𝑑𝑟 − ℎ(1)𝑙 (𝑘𝑏) 𝑑(𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟))/𝑑𝑟

𝑑(𝑟ℎ(1)𝑙 (𝑘𝑟))/𝑑𝑟
]
𝑎

𝑑𝑃𝑙(cos 𝜗)
𝑑𝜗 . (8.15-19)

𝑑𝑃𝑙(cos 𝜗)/𝑑𝜗 lässt sich als Linearkombination von 𝑃𝑙(cos 𝜗) und 𝑃𝑙+1(cos 𝜗)mit Koeffizien-
ten, welche sin 𝜗 und cos 𝜗 enthalten, darstellen.
Einsetzen in die Formel (8.15-10) liefert diemittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkel-
einheit in einer Periode der Strahlung.

Ergänzung: Debyepotential und elektromagnetischen Feld des hertzschen Dipols

In der Anleitung zur Aufgabe habe ich darauf hingewiesen, dass der Beweis, dass dasDebyepotential
Gl. (8.15-13) die korrekten komplexen Feldstärken des betrachteten hertzschen Dipols ergibt, zwar
elementar aber rechnerisch aufwendig ist. Den Index1 lasse ich nun weg, da nur der hertzsche
Dipol im unendlich ausgedehnten Vakuum behandelt wird.

Das komplexe Vektorpotential des hertzschen Dipols ist aus der Vektorhelmholtzgleichung (A.5-40)
zu berechnen. Die Lösung ist durch Gl. (A.5-43) mit

𝒋(𝒓′) = −𝑖𝜔𝑝0δ(𝒓′− 𝑏𝒆𝑧) 𝒆𝑧 (8.15-20)

gegeben und lautet

𝑨(𝒓) = −𝑖𝑘𝑝0
𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝑏𝒆𝑧|
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

𝒆𝑧 . (8.15-21)

Die komplexen Feldstärken 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓) sind aus den Gleichungen (A.14-2) zu berechnen. Soweit die
Höhen der Theorie, nun zu den Niederungen der praktischen Auswertung der Formeln.
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Mit der Abkürzung
𝐹(𝑟, 𝜗) ≔ 𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝑏𝒆𝑧|

|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|
(8.15-22)

und 𝒆𝑧 • 𝒆𝑟 = cos𝜗, 𝒆𝑧 • 𝒆𝜗 = −sin𝜗, 𝒆𝑧 • 𝒆𝜙 = 0 folgt

𝐴𝑟(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘𝑝0𝐹(𝑟, 𝜗) cos 𝜗, 𝐴𝜗(𝑟, 𝜗) = 𝑖𝑘𝑝0𝐹(𝑟, 𝜗) sin 𝜗, 𝐴𝜙(𝑟, 𝜗) = 0. (8.15-23)

Aus Symmetriegründenmuss (8.15-2a), (8.15-2b) gelten. Einsetzen der Kugelkomponenten von
𝑨(𝒓) in die Formeln (A.14-2) und Beachtung der Formeln (A.3-14) und (A.3-19) von Anhang A.3
liefert nach jeweils einer Zeile – wie dies der Fall sein muss –

𝐵𝑟 = 𝐵𝜗 = 0, 𝐸𝜙 = 0. (8.15-24)

Die Rechnung für 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) , 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) und𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) ist elementar, abermühsam. Ich führe die Rechnung
für 𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) im Detail vor, die analogen (längeren) Rechnungen für 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) und 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) überlasse
ich ambitionierten Lesern.

Mit
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧| = √𝑟2+ 𝑏2− 2𝑏𝑟cos 𝜗 (8.15-25)

und

𝜕𝐹
𝜕𝑟 = 𝑖𝑘𝐹 𝑟 − 𝑏 cos 𝜗

|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|
− 𝐹 𝑟 − 𝑏 cos 𝜗

|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|2
, 𝜕𝐹

𝜕𝜗 = 𝑖𝑘𝐹 𝑏𝑟 sin 𝜗
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

− 𝐹 𝑏𝑟 sin 𝜗
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|2

(8.15-26)

folgt

𝐵𝜙 = 𝐫𝐨𝐭𝜙𝑨 = 1
𝑟
𝜕(𝑟𝐴𝜗)
𝜕𝑟 − 1

𝑟
𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜗 = 𝑖𝑘𝑝0 {sin 𝜗

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟𝐹) +

1
𝑟
𝜕
𝜕𝜗 (cos 𝜗𝐹)} ,

1
𝑖𝑘𝑝0

𝐵𝜙 = sin𝜗 𝜕𝐹𝜕𝑟 +
cos 𝜗
𝑟

𝜕𝐹
𝜕𝜗 ,

1
𝑖𝑘𝑝0

𝐵𝜙 = 𝐹 {𝑖𝑘 sin𝜗 (𝑟 −����𝑏 cos 𝜗)
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

− sin𝜗 (𝑟 −XXXX𝑏 cos 𝜗)
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|2

+
�������𝑖𝑘 cos 𝜗𝑏 sin𝜗|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

−
HHH

HHH

cos 𝜗𝑏 sin𝜗
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|2

} .

Ergebnis

𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) = 𝑖𝑘𝑝0
𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝑏𝒆𝑧|
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

𝑟 sin 𝜗
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

{𝑖𝑘 − 1
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

} . (8.15-27)

Aus einem Debyepotential erhält man die komplexen Feldstärkenkomponenten gemäß (A.14-7a)
bis (A.14-7c). Mit

𝑢(𝑟, 𝜗) = −𝑖𝑘𝑝0
1
𝑏
𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝑏𝒆𝑧|
|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|

= −𝑖𝑘𝑝0
1
𝑏 𝐹(𝑟, 𝜗) (8.15-28)

erhält man für 𝐵𝑟, 𝐵𝜗 und 𝐸𝜙 wieder die Ergebnisse (8.15-24). Für 𝐵𝜙 ergibt die Formel (A.14-7c)
mit (8.15-26) sofort wieder das Ergebnis (8.15-27) ∎ .

Die Rechnungen für 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗) und 𝐸𝜗(𝑟, 𝜗) sind analog aber viel umfangreicher, da in den Formeln
zweite Ableitungen vorkommen und deshalb bedeutend mehr Terme auftreten.

Das physikalische 𝑩-Feld des hertzschen Dipols ergibt sich aus (8.15-27) gemäß

𝑩(𝒓, 𝑡) = Re[𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) 𝑒−𝑖𝜔𝑡]𝒆𝜙 .
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Lösungen

Ergebnis

𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑝0𝑘𝑟 sin𝜗 {−𝑘
cos[𝑘|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧| − 𝜔𝑡]

|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|2
+ sin[𝑘|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧| − 𝜔𝑡]

|𝒓 − 𝑏𝒆𝑧|3
} 𝒆𝜙 . (8.15-29)

In Aufgabe 8.1 wurde der Fall eines gleichartigen hertzschen Dipols behandelt, welcher sich aber im
Koordinatenursprung befand. Setzen wir in der obigen Beziehung 𝑏 = 0, so erhalten wir das Ergebnis
(8.1-11a) von Aufgabe 8.1.

Wir können auch die Abstrahlungsleistung eines im unendlich ausgedehnten Vakuum am Ort 𝑏𝒆𝑧
schwingenden hertzschen Dipols berechnen. Mit (8.15-27) folgt asymptotisch

𝐵𝜙(𝑟, 𝜗) −−−⟶𝑟→+∞
𝐵W,𝜙(𝑟, 𝜗) = −𝑝0𝑘2 sin 𝜗

𝑒𝑖𝑘𝑟
𝑟 ≕ 𝑓(𝜗) 𝑒

𝑖𝑘𝑟

𝑟 , (8.15-30)

und mit der Formel (8.15-10) erhalten wir für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkel-
einheit in einer Periode der Strahlung

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) = 𝑐

8𝜋 |𝑓(𝜗)|
2 = 𝑐

8𝜋 𝑝
2
0𝑘4 sin2𝜗. (8.15-31)

Dies stimmt mit dem Ergebnis (8.1-16) für den Dipol im Ursprung überein, wie dies auch der Fall
sein muss, da die asymptotischen Felder in beiden Fällen gleich sind. (In komplexer Schreibweise
Gl. (8.15-30), in reeller Schreibweise Gl. (8.1-13b).)
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T8.1 Lineare Antenne der Länge 𝑑 mit räumlich konstantem Strom.

(a) Der Antennenstrom einer linienförmigen geraden Antenne der Länge 𝑑 sei durch

𝒋(𝒓, 𝑡) = 𝐼0 cos𝜔𝑡 δ(𝑥) δ(𝑦)Θ(
𝑑
2
− |𝑧|)𝒆𝑧

gegeben. Berechne exakt die zugehörige mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwin-
keleinheit in einer Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔.

(b) Zeige: Die Stromdichte für eine gleichmäßige kontinuierliche Belegung des Intervalles
(−𝑑

2 ,+
𝑑
2 ) der 𝑧-Achse mit hertzschen Dipolen, welche gleiches maximales Moment 𝑝0

besitzen und untereinander in Phase mit der gleichen Kreisfrequenz 𝜔 in 𝑧-Richtung
schwingen (Zeitfaktor sin𝜔𝑡), ist durch den Ausdruck von (a) mit 𝐼0 = (𝜔𝑝0)/𝑑 gegeben.

(c) Spezialisiere das Ergebnis von (a) auf den Grenzfall

𝑑 ≪ 𝜆 = 2𝜋𝑐
𝜔

und kommentiere das Ergebnis.

Anleitung zu Punkt (a): Verwende aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine
Strahlungsmoment sowie die Formel (A.15-6) für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit.
Wer bereits die Aufgabe 8.2 bearbeitet hat, dürfte mit Punkt (a) der vorliegenden Aufgabe kein
Problem haben. Das Ergebnis zu Punkt (a) lautet

𝑑𝑃
𝑑𝛺 =

𝐼20
2𝜋𝑐

sin2 (𝑘𝑑
2
cos 𝜗) sin2𝜗

cos2𝜗
.

Anleitung zu Punkt (b): Die Stromdichte für einen hertzschen Dipol mit demMoment
𝒑(𝑡) = 𝑝0 sin𝜔𝑡 𝒆𝑧, welcher sich am Ort 𝒓′ = (0, 0, 𝑧′) befindet, lautet

𝒋p(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓′) = 𝜔𝑝0 cos𝜔𝑡 δ(𝑥) δ(𝑦) δ(𝑧 − 𝑧′) 𝒆𝑧 .

Berechne daraus die Stromstärke 𝒋(𝒓, 𝑡) für die gleichmäßige kontinuierliche Dipolbelegung von
Punkt (b).
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Testaufgaben

T8.2

Ein elektrischer Punktdipol besitzt ein Di-
polmoment mit zeitlich konstantem Betrag
𝑝0. Dieser elektrische Dipol befindet sich
im Koordinatenursprung und rotiert mit
der konstanten Winkelgeschwindigkeit 𝜔
um die 𝑧-Achse, wobei sein Moment 𝒑(𝑡)
mit der positiven 𝑧-Achse denWinkel 𝛼 ein-
schließt (siehe die Abbildung).

Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
𝑇 = 2𝜋/𝜔 und untersuche, für welche Raumrichtungen die Abstrahlung im Zeitmittel am
stärksten bzw. am schwächsten ist. Berechne ferner die insgesamt im Zeitmittel abge-
strahlte Leistung.
Hinweise: Verwende, dass die Stromdichte für einen elektrischen Punktdipol mit demMoment
𝒑(𝑡), welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch 𝒋(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓0) gegeben ist.

Verwende ferner aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmo-
ment sowie die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro
Raumwinkeleinheit.

T8.3 Zwei gleiche Punktladungen 𝑞 schwingen gemäß

𝒓1(𝑡) = 𝑎 sin𝜔𝑡 𝒆𝑧 , 𝒓2(𝑡) = −𝑎 sin𝜔𝑡 𝒆𝑧 ,

wobei die Schwingungsamplitude 𝑎 klein gegen die Wellenlänge der emittierten Strahlung
sein soll.

Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
der Strahlung in jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung nach dem elek-
trischen Quadrupolbeitrag abgebrochen wird. Berechne in dieser Näherung außerdem
die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.

Anleitung: Verwende die folgenden Formeln von Anhang A.15: Gl. (A.15-13) bis (A.15-16) stellen
die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes (A.15-3) dar. Die mitt-
lere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung ist dannmithilfe
der Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) zu berechnen.

Ergebnisse:

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 2𝑞2𝑎4𝑐𝑘6

𝜋 sin2𝜗 cos2𝜗, 𝑃 ≈ 16𝑞2𝑎4𝑐𝑘6
15 für 𝑘𝑎 ≪ 1.

T8.4 Ein oszillierender elektrischer Punktdipol mit demMoment

𝒑(𝑡) = 𝑝0[cos𝜔𝑡𝒆𝑥 +
1
4
sin2𝜔𝑡𝒆𝑦]
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

befindet sich im Koordinatenursprung.

(a) Welche Kurve überstreicht die Spitze des 𝒑-Vektors in einer Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔?

(b) Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
sowie die gesamte mittlere Abstrahlungsleistung.

Hinweise: Verwende, dass die Stromdichte für einen elektrischen Punktdipol mit demMoment
𝒑(𝑡), welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch 𝒋(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓0) gegeben ist.

Verwende ferner aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmo-
ment sowie die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro
Raumwinkeleinheit.

Ergebnisse zu Punkt (b):

𝑑𝑃
𝑑𝛺 =

𝑐𝑘4𝑝20
8𝜋 (1 + cos2𝜗), 𝑃 =

2𝑐𝑘4𝑝20
3 .

T8.5 Eine Antenne besteht aus zwei hertzschen Dipolen mit gleichem maximalem
Moment 𝑝0, welche sich beide im Ursprung befinden undmit gleicher Kreisfrequenz 𝜔,
aber zueinander senkrecht und mit der Phasendifferenz 𝜋/2, schwingen (d. h. der eine
Dipol hat das Moment Null, während der andere gerade sein maximales Moment besitzt).

(a) Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
𝑇 = 2𝜋/𝜔 und untersuche, für welche Raumrichtungen die Abstrahlung am stärksten
bzw. am schwächsten ist.

(b) Berechne die gesamtemittlere Abstrahlungsleistung und vergleiche sie mit der gesam-
ten mittleren Abstrahlungsleistung eines einzelnen Dipols mit gleichemmaximalem
Moment und gleicher Schwingungsfrequenz.

Anleitung: Wähle die Schwingungsrichtungen der Dipole 1,2 der Antenne als 𝑥- bzw. als 𝑦-Richtung
des Koordinatensystems.

Hinweis: Siehe den Anhang A.15.6 und verwende bei Punkt (a), dass Ladungs- und Stromdichte
für einen Punktdipol mit demMoment 𝒑(𝑡), welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch Gl. (A.15-30)
von Anhang A.15.6 gegeben sind.

Verwende ferner aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmoment
sowie die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raum-
winkeleinheit.

Die gesamte mittlere Abstrahlungsleistung für einen einzelnen Dipol

𝑃 =
𝑐𝑘4𝑝20
3 , 𝑘 = 𝜔

𝑐

kann als bekannt angenommen werden.
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Testaufgaben

T8.6 Eine Antenne besteht aus zwei hertzschen Dipolen mit gleichem maximalem
Moment 𝑝0, welche sich an den Stellen 𝒓1 = 𝒂 bzw. 𝒓2 = −𝒂 befinden undmit der Phasen-
differenz 𝛼mit gleicher Kreisfrequenz 𝜔 in der gleichen Richtung 𝒆 schwingen.

(a) Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
der Strahlung.

(b) Spezialisiere das Ergebnis für die Fälle

(b1) 𝒂 = 𝑎𝒆𝑧, 𝒆 = 𝒆𝑧, 𝛼 = 𝜋;

(b2) 𝒂 = 𝑎𝒆𝑥, 𝒆 = 𝒆𝑧, 𝛼 = 0.

(c) Was ergibt sich aus dem Ergebnis von (a), falls

(c1) 𝛼 = 𝜋;

(c2) 𝛼 ≠ 𝜋

ist in niedrigster Näherung, wenn der Abstand 2|𝒂| der Dipole klein ist gegen die
Wellenlänge der emittierten Strahlung? Um welche Art von Strahlung (Multipoltyp)
handelt es sich in dieser Näherung in den Fällen (c1), (c2)?

Hinweise: Siehe den Anhang A.15.6 und verwende bei Punkt (a), dass die Stromdichte für einen
Punktdipol mit demMoment 𝒑(𝑡), welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch 𝒋(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓0)
gegeben ist.
Verwende aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmoment sowie
die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwin-
keleinheit
Einige Ergebnisse:

(b1): 𝑑𝑃
𝑑𝛺 =

𝑐𝑘4𝑝20
2𝜋 sin2 (𝑘𝑎 cos 𝜗) sin2𝜗;

(b2): 𝑑𝑃
𝑑𝛺 =

𝑐𝑘4𝑝20
2𝜋 cos2 (𝑘𝑎 sin 𝜗 cos𝜑) sin2𝜗;

(c1): 𝖤2-Strahlung; (c2): 𝖤1-Strahlung.

T8.7 Eine Antenne bestehe aus sieben hertzschen Dipolen mit nach Betrag und Rich-
tung gleichemmaximalemMoment 𝒑0 = 𝑝0𝒆𝑧 und gleicher Schwingungs-Kreisfrequenz
𝜔, welche sich an den Stellen

𝒓𝑏 = (𝑏 𝜆
2
, 0, 0) , 𝑏 = ±3,±2,±1, 0

befinden und zueinander in Phase schwingen (siehe die Abbildung). Dabei bedeutet 𝜆 die
zur Kreisfrequenz 𝜔 gehörige Wellenlänge.
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

(a) Berechne die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode
𝑇 = 2𝜋/𝜔 für die beschriebene Dipolanordnung. Welchen Ausdruck würde man statt-
dessen erhalten, wenn nur der im Ursprung „sitzende“ hertzsche Dipol vorhanden
wäre?

(b) Skizziere für die unter (a) berechneten mittleren Abstrahlungsleistungen die Abstrah-
lungscharakteristiken in der 𝑥𝑦-Ebene (Polardiagramme).

(c) Für welche Richtungen besitzen die unter (a) berechneten mittleren Abstrahlungsleis-
tungen die absolut größten Werte? Vergleiche diese Maximalwerte.

Hinweise: Siehe den Anhang A.15.6 und verwende bei Punkt (a), dass die Stromdichte für einen
Punktdipol mit demMoment 𝒑(𝑡), welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch 𝒋(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓0)
gegeben ist.

Verwende aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmoment sowie
die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwin-
keleinheit.

T8.8 Ein magnetischer Punktdipol mit demmaximalemMoment𝑚0 schwingt zeitlich
harmonisch mit der Kreisfrequenz 𝜔 in 𝑧-Richtung und befindet sich auf der 𝑧-Achse im
Abstand 𝜆/2 = 𝜋𝑐/𝜔 von einem ideal leitenden Halbraum. (Siehe die Abbildung in der
Angabe zu Aufgabe 8.4, es ist dort lediglich 𝒑(𝑡) durch𝒎(𝑡) zu ersetzen.)
In Aufgabe 8.4 wurde bewiesen, dass in der Elektrodynamik die Randbedingungen für die

Feldstärken (in Analogie zur Bildstrommethode der Magnetostatik) durch die gleiche Art
von Spiegelung des Punktdipols erfüllt werden können wie in der Magnetostatik. (Für eine
Spiegelung an der Ebene 𝑧 = 0 gilt also insbesondere, dass die 𝑥- und 𝑦-Komponenten des
Momentes des gespiegelten magnetischen Dipols gleich sind wie die des ursprünglichen,
während die 𝑧-Komponente entgegengesetzt gleich ist.)
Benütze dies für die Berechnung der mittleren Abstrahlungsleistung des magnetischen

Punktdipols pro Raumwinkeleinheit in einer Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔 in den Halbraum 𝑧 > 0.
Berechne ferner die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.
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Testaufgaben

Anleitung: Verwende, dass die Stromdichte für einen magnetischen Punktdipol mit demMoment
𝒎(𝑡), welcher sich am Ort 𝒓0 befindet, durch

𝒋(𝒓, 𝑡) = 𝑐 𝐫𝐨𝐭(𝒎(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓0)) = −𝑐𝒎(𝑡) ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓0)
gegeben ist.
Verwende aus dem Anhang A.15 die Formel (A.15-3) für das allgemeine Strahlungsmoment sowie
die Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwin-
keleinheit.
Ergebnis für die mittlere Abstrahlungsleistung:

𝑑𝑃
𝑑𝛺(𝜗) = 𝑚0𝑐𝑘4

2𝜋 sin2 (𝜋 cos 𝜗) sin2𝜗, 𝑃 = 𝑚0𝑐𝑘4
3 (1 + 3

4𝜋3 ) .

Die insgesamt im Zeitmittel in [2𝜋] abgestrahlte Leistung ist um den Faktor 1 + 3/(4𝜋3) (also um
7,6%) größer als die eines einzelnen isolierten magnetischen Punktdipols in [4𝜋].

T8.9

In der 𝑥𝑦-Ebene fließt in einem
dünnen Kreisring (Radius 𝑎, Zen-
trum im Ursprung) ein Strom 𝐼(𝑡)
(siehe die Abbildung).

Berechne unter der Annahme eines hinreichend kleinen Radius 𝑎 die Abstrahlungsleis-
tung pro Raumwinkeleinheit in jener Näherung, in der die kartesische Multipolentwicklung
nach demmagnetischen Dipolbeitrag abgebrochen wird, sowie die entsprechende totale
Abstrahlungsleistung. Drücke die Ergebnisse durch das magnetische Dipolmoment des
Kreisstromes aus.
Hinweise: Verwende aus demAnhang A.15 die Formel (A.15-13) für das allgemeine Strahlungsmo-
ment sowie die Formeln (A.15-6) und (A.15-7) für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit
und die totale Abstrahlungsleistung.
Ergebnis für die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit: Mit𝒎(𝑡) = 𝑎2𝜋𝐼(𝑡)𝒆𝑧 gilt

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐 , 𝜗) =
[𝒎̈(𝑡 − 𝑟

𝑐
)]2

4𝜋𝑐3 sin2𝜗.

T8.10 Zwei Punktladungen 𝑞1 = 𝑞, 𝑞2 = 𝑞 bewegen sich gemäß

𝒓1(𝑡) = (𝑎 cos𝜔𝑡, 𝑎 sin𝜔𝑡, 0) , 𝒓2(𝑡) = (−𝑎 cos𝜔𝑡,−𝑎 sin𝜔𝑡, 0)

längs eines Kreises, wobei der Bahnradius 𝑎 klein gegen die Wellenlänge der emittierten
elektromagnetischen Strahlung sein soll.
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8. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Welche Art von Strahlung (Multipoltyp, Kreisfrequenz) wird von diesem System in nied-
rigster Näherung abgestrahlt? Berechne in dieser Näherung die mittlere Abstrahlungsleis-
tung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung und untersuche, für welche
Raumrichtungen die Abstrahlung am stärksten bzw. am schwächsten ist. Berechne außer-
dem die insgesamt im Zeitmittel abgestrahlte Leistung.
Hinweis: Beachte, dass Ladungs- und Stromdichte in diesem Fall nicht zeitlich harmonisch sind.

Anleitung: Verwende die folgenden Formeln von Anhang A.15: Gl. (A.15-13) bis (A.15-16) stellen
die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes (A.15-3) dar. Die mitt-
lere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode der Strahlung ist dannmithilfe
der Formeln (A.15-6), (A.15-8) und (A.15-9) zu berechnen.

Siehe die Aufgaben 8.9 und 8.12.

Ergebnis für die mittlere Abstrahlungsleistung:

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) ≈ 2𝑞2𝑎4𝑐𝑘6

𝜋 sin2𝜗 (1 + cos2𝜗), 𝑃 ≈ 32𝑞2𝑎4𝑐𝑘6
5 .

T8.11 Der Antennenstrom in einer linienförmigen zu einem Kreis vom Radius 𝑎 gebo-
genen Antenne sei in komplexer Schreibweise durch

𝒋(𝒓, 𝑡) = 𝒋(𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑡 , 𝒋(𝒓) = 𝐼 δ(𝑟 − 𝑎)
𝑟 δ(𝜗 − 𝜋

2
) 𝒆𝜙

gegeben (siehe die Abbildung).

Behandle das entsprechende Abstrahlungsproblemmithilfe der sphärischen Multipolent-
wicklung, d. h. berechne alle von null verschiedenen Multipolkoeffizienten 𝑎(𝖤)𝑙𝑚 , 𝑎

(𝖬)
𝑙𝑚 und

schreibe die Formel für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer
Periode der Strahlung an. Was ergibt sich daraus, wennman sich auf die Dipolnäherung
beschränkt und dabei berücksichtigt, dass diese nur unter der Voraussetzung 𝑎 ≪ 𝜆
brauchbar ist?

Anleitung: Die allgemeine Formel für die sphärische Multipolentwicklung der mittleren Abstrah-
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode für zeitlich harmonische Quellen (komplexe
Schreibweise mit Zeitfaktor 𝑒−𝑖𝜔𝑡) ist in Anhang A.15 in den Gleichungen (A.15-19) bis (A.15-21)
angeschrieben.
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Testaufgaben

Verwende die Formelsammlung für die Vektorkugelflächenfunktionen von Anhang A.5.1 sowie die
Formeln

(
𝑑𝑃2𝑛(𝜉)
𝑑𝜉

)
𝜉=0

= 0 , (
𝑑𝑃2𝑛+1(𝜉)

𝑑𝜉
)
𝜉=0

= (2𝑛 + 1)(
− 1

2

𝑛 ) , 𝑛 ∈ ℕ0

𝑗𝑙(𝜌 → 0+) ⟶ 𝜌𝑙
1⋅3⋅5⋯(2𝑙 + 1)

.

Ergebnis für die mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in Dipolnäherung:

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗) = 𝜋

8𝑐 𝐼
2(𝑘𝑎)4 sin2𝜗.

Siehe die analoge Aufgabe 8.14.
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9. Relativität der Gleichzeitigkeit. Transformation
von Teilchengeschwindigkeit und
Teilchenbeschleunigung. Hyperbolische
Bewegung. Minkowskidiagramme

Warum kommen im Titel Lorentzkontraktion und Zeitdilatation nicht vor? Weil diese die
zwei Seiten einer Medaille sind, welche Relativität der Gleichzeitigkeit heißt.

Angaben

9.1 Ein Stab der Ruhlänge 𝐿0 bewegt sich relativ zu einem Inertialsystems 𝖲mit der Ge-
schwindigkeit 𝒗 = (0, 𝑣, 0) und ist bezüglich 𝖲 zur 𝑥-Achse parallel. Welche Länge 𝐿′ besitzt
dieser Stab in einem Inertialsystem 𝖲′, welches sich relativ zu 𝖲mit der Geschwindigkeit
𝑽= (𝑉, 0, 0) bewegt?

9.2 Ein Stab der Ruhlänge 𝐿0 (Stab1) bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲mit
der Geschwindigkeit 𝑣 parallel zu sich selbst. Ein weiterer Stab der Ruhlänge 𝐿0 (Stab2)
bewegt sich relativ zu 𝖲mit entgegengesetzt gleicher Geschwindigkeit parallel zu sich
selbst auf den ersten Stab zu.

(a) Welche Länge besitzt Stab2 (Stab1) im Ruhsystem von Stab1 (Stab2)?

(b) Wie viel Zeit benötigt Stab2 im Ruhsystem von Stab1 um Stab1 zu passieren?

(c) Wie viel Zeit benötigen die beiden Stäbe umeinander im Inertialsystem 𝖲 zu passieren?
Testaufgabe zum Selbstüben: T9.1.

9.3

Ein Mann läuft mit der Geschwindigkeit
𝑉 = (√3/2) 𝑐 mit einer Leiter horizon-
tal auf der Schulter in einen Abstellraum
mit massiven Wänden, ein Gehilfe soll
hinter ihm die Türe schließen. Ist dies
möglich, wenn die Ruhlänge der Leiter
𝐿0 = 2m und die Raumtiefe (Ruhlänge)
𝑙0 = 1mbeträgt?
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9. Relativität der Gleichzeitigkeit. Transformation von Teilchengeschwindigkeit und
Teilchenbeschleunigung. Hyperbolische Bewegung. Minkowskidiagramme

Betrachte den Vorgang zunächst vom Ruhsystem 𝖲′des Abstellraumes und hierauf vom
Ruhsystem 𝖲 des laufenden Mannes aus. Wie löst sich das vermeintliche Paradoxon auf,
das sich bei Heranziehen des Bezugssystems 𝖲 ergibt? Zeige, dass der „Trick“ sogar noch
für weniger tiefe Abstellräume klappt, woferne nur 𝑙0 ≥ 𝑙0,min ,

𝑙0,min ≔ 2(2 −√3)m ≈ 0,534m

ist. Zeichne ein Minkowskidiagrammmit den Weltlinien von Leiteranfang 𝘈, Leiterende 𝘌,
Abstellraumfront 𝘍 und Abstellraumwand𝘞, zeichne in dieses 𝑙min ein und berechne 𝑙min
aus demMinkowskidiagramm.

Hinweis: Ein absolut starrer Körper ist nach der Relativitätstheorie nicht möglich, die Signalge-
schwindigkeit physikalischer Wirkungen ist 𝑐. Massive Wände soll heißen, dass beim Aufprall
der Leiter an der Rückwand die im Prinzip unvermeidliche Deformation der Wand gegenüber der
Deformation der Leiter vernachlässigt werden soll.

Diese Aufgabe ist als Gedankenexperiment in einem Physikbuch völlig in Ordnung. Sie hat aber
durch ihre Realitätsferne (ein Mannmit Leiter kann nun einmal nicht schneller als 15km/h laufen,
was ein Fünfzigmillionstel der Geschwindigkeit des Mannes aus der Angabe ist) ebenso wie in der
Realität nicht ausführbare Varianten des Zwillingsproblems (mit Zeitdilatationen von Jahrzehn-
ten zwischen Erdzwilling und Raketenzwilling; siehe Aufgabe 9.12) bei physikalischen Laien und
Hobbyphysikern zu vielen Diskussionen geführt und demNimbus der Relativitätstheorie im Be-
wusstsein der physikalischen Laien nicht genützt. Normalverbraucher und Hobbyphysiker bleiben
vonnoch so großenZeitdilatationen beiMesonen völlig unberührt, aber ExperimentemitMenschen
bei unvorstellbar hohen Geschwindigkeiten mit Ergebnissen, welche der an der Alltagserfahrung
geschulten Intuition krass widersprechen, müssen Ablehnung wecken.

9.4 Eine Uhr 𝒰 bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲 gleichförmig in positive
𝑥-Richtung. Beobachter in 𝖲 finden für das Zeitintervall, welches in 𝖲 vergeht, während
der große Zeiger der Uhr 𝒰 einmal „herumläuft“ (d. h. die Uhr 𝒰 um eine Stunde vorrückt),
𝛥𝑡 = 2 Stunden.
Neben 𝖲wird ein Inertialsystem 𝖲′betrachtet, welches sich relativ zu 𝖲mit der Geschwin-

digkeit 𝑉 = (√3/4)𝑐 in positive 𝑥-Richtung bewegt.

(a) Was finden Beobachter in 𝖲′ für das Zeitintervall 𝛥𝑡′, welches in 𝖲′ vergeht, während
der große Zeiger der Uhr 𝒰 einmal „herumläuft“?

(b) Welchen räumlichen Abstand 𝛥𝑥 (angegeben in Kilometern) besitzen die zwei Uhren
von 𝖲, welche bei der Messung von 𝛥𝑡mit der Uhr 𝒰 verglichen werden?

(c) Welchen räumlichen Abstand 𝛥𝑥′ (angegeben in Kilometern) besitzen die zwei Uhren
von 𝖲′, welche bei der Messung von 𝛥𝑡′mit der Uhr 𝒰 verglichen werden?

(d) Zeichne ein Minkowskidiagramm, aus demman 𝛥𝑡, 𝛥𝑡′, 𝛥𝑥 und 𝛥𝑥′ im Rahmen der
Zeichengenauigkeit quantitativ ablesen kann.
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Angaben

9.5 Ein Stab befindet sich in einem Inertialsystem 𝖲 in der 𝑥𝑦-Ebene und bewegt sich
relativ zu 𝖲mit der Geschwindigkeit 𝑣 = (2/3) 𝑐 in 𝑦-Richtung. Die Länge des Stabes in 𝖲
ist 𝐿 und die Richtung des Stabes schließt in 𝖲mit der 𝑥-Achse in dem in der Abbildung
dargestellten Sinn einenWinkel von 30o ein.

Abbildung: Weltkartea von 𝖲 für 𝑡 = 0
aEnglisch „world map“. Auf einer Weltkarte von 𝖲 sind be-
züglich 𝖲 gleichzeitige Ereignisse eingetragen. Diesen von
W.Rindler (siehe [3]) eingeführten Ausdruck halte ich für
sehr treffend und ich werde ihn durchgehend verwenden.

(a) Wie groß ist die Ruhlänge 𝐿0 des Stabes?

(b) Gibt es ein Inertialsystem 𝖲′ (in Standardkonfiguration zu 𝖲), in welchem der Stab
parallel zur 𝑥′-Achse ist? Falls ja, mit welcher Geschwindigkeit 𝑉 bewegt sich 𝖲′ relativ
zu 𝖲?

Welche Länge 𝐿′ besitzt der Stab dann in 𝖲′, und wodurch ist dann seine Geschwindig-
keit 𝒗′ in 𝖲′ sowie deren Betrag |𝒗′| gegeben?

9.6 Beweise folgenden Satz (James Terrell 19591): Zwei Lichtteilchen, welche bezüg-
lich eines Inertialsystems𝖲 auf parallelenBahnen imAbstand𝑑 „nebeneinander herlaufen“
(𝑑 Normalabstand der Bahnen), „laufen“ bezüglich eines beliebigen Inertialsystems auf par-
allelen Bahnen im Abstand 𝑑 „nebeneinander her“.

9.7 Beweise mithilfe des Transformationsgesetzes der Teilchengeschwindigkeit, dass
für Inertialsysteme 𝖲, 𝖲′ in Standardkonfiguration (𝑉 Geschwindigkeit von 𝖲′ relativ zu 𝖲)

𝛾(𝑣′)
𝛾(𝑣)

= 𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2 )

gilt.
Hinweis: Der Beweis ist besonders einfach, wennman vom Transformationsgesetz der Viererge-
schwindigkeit ausgeht.

1Terrell J.: Phys.Rev.116 (1959), 1041.
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9. Relativität der Gleichzeitigkeit. Transformation von Teilchengeschwindigkeit und
Teilchenbeschleunigung. Hyperbolische Bewegung. Minkowskidiagramme

9.8 Zwei Inertialsysteme 𝖲, 𝖲′ sind in Standardkonfiguration (𝑉 Geschwindigkeit von
𝖲′ relativ zu 𝖲). Die Geschwindigkeiten zweier Teilchen im Inertialsystem 𝖲 seien 𝒗1, 𝒗2.
Berechne denWinkel 𝛼′ zwischen den entsprechenden Geschwindigkeiten 𝒗′1, 𝒗′2 in 𝖲′. Was
ergibt sich daraus im Grenzfall 𝑉→ 𝑐?

9.9

(a) Drücke die kontravarianten Komponenten 𝑎𝜇 der Viererbeschleunigung eines Teil-
chens in einem Inertialsystem 𝖲 durch dessen „gewöhnliche“ Geschwindigkeit („Drei-
ergeschwindigkeit“) 𝒗(𝑡) und dessen „gewöhnliche“ Beschleunigung („Dreierbeschleu-
nigung“) 𝒂(𝑡) aus.

(b) Spezialisiere das Ergebnis von Punkt (a) für den Fall einer Bewegung in einer Raumdi-
mension: 𝒓(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝒆𝑥, 𝒗(𝑡) = 𝑣(𝑡) 𝒆𝑥, 𝒂(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝒆𝑥.
Kurzschreibweise: 𝑣𝑥(𝑡) ≡ 𝑣(𝑡), 𝑎𝑥(𝑡) ≡ 𝑎(𝑡)

(c) Die Bewegung eines Teilchens in einer Raumdimension wird als gleichförmig beschleu-
nigt im Sinne der speziellen Relativitätstheorie oder als hyperbolische Bewegung bezeichnet,
wenn die Beschleunigung des Teilchens in seinem jeweiligen momentanen inertialen
Ruhsystem 𝖲̃ jeweils denselbenWert 𝑎̃ besitzt (𝑎̃ Konstante).

(c1) Welche Zeitabhängigkeit hat dann die Teilchenbeschleunigung 𝑎(𝑡) im Inertial-
system 𝖲?

(c2) Welche Zeitabhängigkeit hat die Teilchengeschwindigkeit 𝑣(𝑡) im Inertialsystem
𝖲, wofern die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens null war?

(c3) Berechne ferner 𝑥(𝑡) für den Fall, dass die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens
null, und der Anfangsort der Koordinatenursprung von 𝖲war.

(c4) Zeichne die Weltlinie des Teilchens in einemMinkowskidiagramm. Umwelche
Art von Kurve handelt es sich?

(c5) Falls es sich nicht um ein Teilchen, sondern um einen Astronauten handelt, so
gibt es einen Grenzzeitpunkt 𝑡Gmit der Eigenschaft, dass es unmöglich ist, dem
Astronauten vom Ursprung von 𝖲 aus eine Nachricht zu übermitteln, wofern
diese zu einem Zeitpunkt 𝑡 > 𝑡G abgesendet wird. Durch welche Formel ist 𝑡G
gegeben, und welchen Wert hat 𝑡G in Jahren, wenn 𝑎̃ zahlenmäßig durch die
Standardbeschleunigung 𝑔0 = 980, 67 cm ⋅ s−2 gegeben ist?

Siehe die Aufgaben 9.11 und 9.12 sowie die Testaufgabe T9.7.

9.10 Zwei Raketenℛ1,ℛ2 starten zum Zeitpunkt 𝑡0 = 0 im Ursprung eines Inertial-
systems 𝖲. Für 𝑡 > 0 bewegen sich die Raketenℛ1,ℛ2mit der (bezüglich des jeweiligen
momentanen inertialen Ruhsystems) konstanten Beschleunigung 𝑎̃ relativ zu 𝖲 in positive
bzw. in negative 𝑥-Richtung.
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Angaben

Von der Rakete ℛ2 aus wird an die Raketeℛ1 zum Zeitpunkt 𝑐/2𝑎 nach dem Start – abge-
lesen an einer mit der Raketeℛ2mitgeführten Standarduhr – ein Lichtsignal gesendet.
Erreicht dieses Lichtsignal die Raketeℛ1? Falls ja:

(a) Zu welchem Zeitpunkt bezüglich 𝖲 tritt dies ein?

(b) Wie lange nach dem Start tritt dies für einen Beobachter in der Raketeℛ1 ein? (Able-
sung an einer mit der Raketeℛ1mitgeführten Standarduhr.)

Die Formeln (9.9-9) und (9.12-5) für die hyperbolische Bewegung sollen als bekannt angesehen
werden. Verwende ferner:

arsinh 𝜉 = log[𝜉 +√𝜉2+ 1] , 𝛼 ∶= 2 − sinh 1
2
− cosh 1

2
= 0,3513, log 1

𝛼
= 1,0461.

9.11 Zwei Raketenℛ1,ℛ2 starten zum Zeitpunkt 𝑡0 = 0 an den Stellen 𝒓1(0) = (0, 0, 0),
𝒓2(0) = (𝐿0, 0, 0) eines Inertialsystems𝖲. Für 𝑡 > 0bewegen sichdie beidenRaketenbis zum
Zeitpunkt 𝑡1 = 2 ⋅ 106 s (d. h. bis 23d3h33min20s nach dem Start) mit der bezüglich des
jeweiligen momentanen inertialen Ruhsystems konstanten Beschleunigung 𝑎̃ = 3000 cm ⋅
s−2 in positive 𝑥-Richtung (hyperbolische Bewegung) und fliegen für 𝑡 > 𝑡1 relativ zu 𝖲
gleichförmig geradlinig weiter.
Ein Seil der Eigenlänge 𝐿0 besitze die Eigenschaft, dass es reißt, wenn es um mehr

als 1% gedehnt wird, d. h. wenn die Länge in seinem Ruhsystem 1,01 ⋅𝐿0 überschreitet.
Angenommen die Raketenℛ1,ℛ2 wurden vor dem Start mit diesem Seil so verbunden,
dass das Seil gerade gespannt war. Reißt dann das Seil bei dem beschriebenen Flug der
Raketen?

Die Formeln (9.9-9) für die hyperbolische Bewegung sollen als bekannt angesehen werden.

Dieses Gedankenexperiment stammt von John Stewart Bell. Bell präsentierte es beimCERN zur Tee-
stunde seinenKollegen aus demTheoryDepartement. Deren spontaneAntwortenwarendurchwegs
falsch.—Nicht nur der gewöhnliche Hausverstand hat Problememit der Relativität der Gleichzeitig-
keit…

9.12 Diskutiere die folgenden drei Varianten des Zwillingsproblems:

(a) Die Reise des „Raketenzwillings“ R erfolge mit einer gegenüber seinem jeweiligen
momentanen inertialen Ruhsystem dem Betrag nach konstanten Beschleunigung
(hyperbolische Bewegung), mit Umkehrung der Beschleunigungsrichtung an den Ereig-
nissen𝖴1,𝖴2 (siehe die Abbildung 1). Gesucht ist neben demZusammenhang zwischen
den Eigenzeitintervallen 𝛥𝜏E und 𝛥𝜏R des „Erdzwillings“ E bzw. des „Raketenzwillings“
R die von R im Ruhsystem 𝖲 von E erreichte maximale Geschwindigkeit 𝑣max und
maximale Entfernung 𝑥max. Berechne die Größen 𝛥𝜏R , 𝛥𝜏E − 𝛥𝜏R , 𝑣max und 𝑥max für
einige Werte von 𝛥𝜏E (1 Monat, 1 Jahr etc.) speziell für den Fall, dass der Betrag 𝑎̃
der Beschleunigung von R in seinem jeweiligen momentanen inertialen Ruhsystem
zahlenmäßig der Standardbeschleunigung 𝑔0 = 980, 67 cm ⋅ s−2 gleich ist.
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Angaben

(b) Die Reise von R unterscheide sich von jener unter (a) nur dadurch, dass zwischen
den Flugphasen 1, 2 von Abbildung 1 einerseits und zwischen den Flugphasen 3, 4
andrerseits jeweils eine Phase mit gleichförmiger Bewegungmit der am Ereignis 𝖴1
bzw. 𝖴2 relativ zur Erde erreichten Maximalgeschwindigkeit 𝑣max eingeschaltet wird
(siehe die Abbildung 2). Berechne die Größen 𝛥𝜏R , 𝛥𝜏E − 𝛥𝜏R und 𝑥max für den Fall,
dass
(1) 𝑎̃ = 𝑔0 ist;
(2) die Beschleunigungsphasen dieselben sind wie bei Punkt (a);
(3) die zusätzlichen gleichförmig geradlinig zurückgelegten Flugphasen gerade so aus-
gedehnt werden, dass die von den Beschleunigungsphasen herrührende Zeitdilatation
jeweils nur 1% der gesamten Zeitdilatation beträgt.

(c) Die Reise von R erfolge so, dass man den Beitrag von den Beschleunigungsphasen zur
gesamten Zeitdilatation vernachlässigen kann. Man kann dann die Reise wie in der
Abbildung 3 dargestellt idealisieren und es gilt – wie man bei Zugrundelegung des
Bezugssystems 𝖲 unmittelbar sieht –

𝛥𝜏R = 𝛥𝜏E/𝛾(𝑣) .

LeitedieseFormelunterHeranziehungdesBezugssystems𝖲′ab, inwelchemRwährend
desWegfluges von E ruht.

Hinweise: Das Ruhsystem von E soll näherungsweise als Inertialsystem angesehen werden können
und der Einfluss des Gravitationsfeldes der Erde soll vernachlässigbar sein, was für hinreichend
große𝑥max zutrifft. Beachte ferner die Symmetrie des Problems vonPunkt (a) hinsichtlich Zeitdauer
und Geschwindigkeitsverlauf in den Phasen 1, 2, 3 und 4.

Die Formeln (9.9-9) für die hyperbolische Bewegung sollen als bekannt angesehen werden.
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9.1

𝖲 Inertialsystem⇒ 𝖲0 , 𝖲′ Inertialsysteme
(Beachte: Die Inertialsysteme 𝖲0 , 𝖲′ sind
nicht quasiachsenparallel.)
Gegeben: Stablänge 𝐿0 im Ruhsystem 𝖲0
des Stabes (als von 𝑡0 unabhängig ange-
nommen [Idealisierung, da es keinen star-
ren Körper geben kann])
Gesucht: Stablänge 𝐿′ im Bezugssystem 𝖲′

Meßvorschrift in 𝖲′ (Definition der Stablänge)

𝐿′(𝑡′) ≔ |𝒓𝘌(𝑡′) − 𝒓𝘈(𝑡′)| . (9.1-1)

(Stablänge in 𝖲′ zum Zeitpunkt 𝑡′; muss sich aber unter obiger
Annahme für die Stablänge in 𝖲0 als von 𝑡′ unabhängig ergeben)

Weltkarte von 𝖲 für 𝑡 = 0

𝑥𝘈(0) = 0, 𝑥𝘌(0) = 𝐿0 ,

𝑦𝘈(0) = 0, 𝑦𝘌(0) = 0, (9.1-2)

𝑧𝘈(0) = 0; 𝑧𝘌(0) = 0.

Weltkarte von 𝖲 für 𝑡 > 0

𝑥𝘈(𝑡) = 0, 𝑥𝘌(𝑡) = 𝐿0 ,

𝑦𝘈(𝑡) = 𝑣𝑡, 𝑦𝘌(𝑡) = 𝑣𝑡, (9.1-3)

𝑧𝘈(𝑡) = 0; 𝑧𝘌(𝑡) = 0.
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Bemerkung: 𝐿 = 𝐿0 , da senkrecht zur Bewegungsrichtung keine Lorentzkontraktion erfolgt.
Selbstüben: Leite (9.1-3) durch Lorentztransformation 𝖲0→ 𝖲 ab (modifizierte Standard-
lorentztransformation mit Relativbewegung in 𝑦-Richtung).

Standardlorentztransformation 𝖲 → 𝖲′

Transformationsgesetz der Zeit-Orts-Koordinaten eines Ereignisses
Mit den Abkürzungen

𝛽 ≡ 𝛽(𝑉) ≔ 𝑉
𝑐 , 𝛾 ≡ 𝛾(𝑉) ≔ 1

√1 − 𝑉2

𝑐2

(9.1-4)

lautet das Transformationsgesetz

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′
𝑦′
𝑧′

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

. (9.1-5)

Transformationsgesetz der Bahnbewegung eines Teilchens

𝑐𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡); 𝑡 fest: Ereignis „Teilchen ist da“
𝑡 variabel: einparametrige Schar von Ereignisssen

(„Lebensgeschichte des Teilchens“)

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′(𝑡′)
𝑦′(𝑡′)
𝑧′(𝑡′)

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

⎞
⎟
⎟
⎠

. (9.1-6)

Die 0-Komponente dieses Transformationsgesetzes liefert den Zusammenhang der Bahn-
parameter 𝑡′↔ 𝑡.
Das Transformationsgesetz (9.1-6) wenden wir nun auf die Bewegung von Stabanfang 𝘈
und Stabende 𝘌 an.

Stabanfang 𝘈:
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′𝘈(𝑡′)
𝑦′𝘈(𝑡′)
𝑧′𝘈(𝑡′)

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
0
𝑣𝑡
0

⎞
⎟
⎟
⎠

. (9.1-7)

Zusammenhang der Bahnparameter für die Bewegung von 𝘈:

𝑐𝑡′ = 𝛾𝑐𝑡 ⇒ (9.1-8)
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Bahnbewegung von 𝘈 in 𝖲′:
𝑥′𝘈(𝑡′) = −𝛽𝛾𝑐𝑡 = −𝑉𝑡′,

𝑦′𝘈(𝑡′) = 𝑣𝑡 = 𝑣
𝛾 𝑡

′,

𝑧′𝘈(𝑡′) = 0
bzw.

𝒓′𝘈(𝑡′) = 𝒗′𝑡′ mit 𝒗′ = (−𝑉, 𝑣
𝛾(𝑉)

, 0) . (9.1-9)

𝒗′𝘈= 𝒗′𝘌 = 𝒗′ = (−𝑉, 𝑣
𝛾(𝑉)

, 0) (9.1-10)

ist die Geschwindigkeit des Stabes in 𝖲′, die man natürlich auch aus dem Transformati-
onsgesetz der Geschwindigkeit bei Standardlorentztransformationen erhalten kann. Der
Leser führe die entsprechende Rechnung selbständig durch.

Stabende 𝘌:
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′𝘌(𝑡′)
𝑦′𝘌(𝑡′)
𝑧′𝘌(𝑡′)

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝐿0
𝑣𝑡
0

⎞
⎟
⎟
⎠

. (9.1-11)

Zusammenhang der Bahnparameter für die Bewegung von 𝘌:

𝑐𝑡′ = 𝛾𝑐𝑡 − 𝛽𝛾𝐿0 ⇒ (9.1-12)

Bahnbewegung von 𝘌 in 𝖲′:

𝑥′𝘌(𝑡′) = −𝛽 𝛾𝑐𝑡⏟
𝑐𝑡′+ 𝛽𝛾𝐿0

+𝛾𝐿0 = −𝑉𝑡′+ 𝐿0
𝛾 ,

𝑦′𝘌(𝑡′) = 𝑣𝑡 = 𝑣
𝛾 𝑡

′+ 𝑣𝑉
𝑐2 𝐿0 ,

𝑧′𝘌(𝑡′) = 0
bzw.

𝒓′𝘌(𝑡′) = 𝒗′𝑡′ + 𝐿0
𝛾(𝑉)

𝒆′𝑥 +
𝑣𝑉
𝑐2 𝐿0 𝒆

′
𝑦 . (9.1-13)

Bemerkung: DieBeziehungen (9.1-8), (9.1-12) reflektieren dieRelativität der Gleichzeitigkeit:
gleichzeitige Ereignisse bezüglich 𝖲, die sich in 𝖲 an verschiedenen Orten ereignen, sind
nicht gleichzeitig bezüglich 𝖲′.
Wir können nun mithilfe der Längendefinition (9.1-1) die (zeitunabhängige) Länge des
Stabes in 𝖲′berechnen:

𝐿′ = |𝒓𝘌(𝑡′) − 𝒓𝘈(𝑡′)| = 𝐿0
√

1
𝛾2(𝑉)

+ 𝑣2𝑉2

𝑐4 = 𝐿0√1− 𝑉2

𝑐2 + 𝑣2𝑉2

𝑐4 < 𝐿0 . (9.1-14)
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Weltkarte von 𝖲′ für 𝑡′= 0

𝑥′𝘈(0) = 0, 𝑥′𝘌(0) =
𝐿0
𝛾(𝑉)

,

𝑦′𝘈(0) = 0; 𝑦′𝘌(0) =
𝑣𝑉
𝑐2 𝐿0 ;

𝒗′ = (−𝑉, 𝑣
𝛾(𝑉)

, 0) .

Alle Weltkarten sind im gleichen Maßstab gezeichnet.

(a) Zeichnung für 𝑉
𝑐
= √3

2
= 0,8660 ⇒ 𝛾(𝑉) = 2 und 𝑣

𝑐
= 1

2
= 0,5 ⇒ 𝐿′ = 0,6614𝐿0

2 tan𝛼′= 𝑣𝑉
𝑐2 𝛾(𝑉); im Beispiel: 𝛼′= 40o54′;

tan𝛽′= 𝑣
𝑉𝛾(𝑉)

; im Beispiel: 𝛽′= 16o6′ .

(b) Grenzfall 𝑉 → 𝑐, d. h. 𝛾(𝑉) → +∞

𝐿′→ 𝑣
𝑐 𝐿0 ,

𝒗′→ (−𝑐, 0, 0) ;
Sonderfall: 𝑣 → 𝑐.

(c) Nichtrelativistischer Grenzfall 𝑉≪ 𝑐, d. h. 𝛾(𝑉) ≈ 1, 𝑣 ≪ 𝑐

𝐿′≈ 𝐿0 ;
𝒗′≈ (−𝑉, 𝑣, 0)
(galileische
Geschwindigkeits-
transformation)
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9.2

Lösungsweg 1: (a)

Gegeben: Stab2 (Ruhlänge 𝐿0)
bewegt sich relativ zu 𝖲mit der
Geschwindigkeit 𝒗2 = (−𝑣, 0, 0).
Gesucht: Länge von Stab2 im In-
ertialsystem 𝖲′ (Ruhsystem von
Stab1).

Transformationsgesetz der Teilchengeschwindigkeit für Systeme in Standardkonfiguration (alle
Geschwindigkeiten in 𝑥- bzw. 𝑥′-Richtung):

𝑣′2 =
𝑣2− 𝑉
1 − 𝑣2𝑉

𝑐2

= − 2𝑣
1 + 𝑣2

𝑐2

⇒ 1−
𝑣′22
𝑐2 = 1 −

4 𝑣2

𝑐2

(1 + 𝑣2

𝑐2
)
2 = (

1 − 𝑣2

𝑐2

1 + 𝑣2

𝑐2

)

2

; 𝛾(𝑣′2) =
1 + 𝑣2

𝑐2

1 − 𝑣2

𝑐2

.

Die Länge von Stab2 im Ruhsystem 𝖲′ von Stab1 ist also gegeben durch

𝐿′2 =
𝐿0
𝛾(𝑣′2)

= 𝐿0
1 − 𝑣2

𝑐2

1 + 𝑣2

𝑐2

.

Bemerkung: Die Länge von Stab1 im Ruhsystem von Stab2 ist aus Symmetriegründen ebenfalls
durch 𝐿0 (1 −

𝑣2

𝑐2
)(1 + 𝑣2

𝑐2
)
−1
gegeben (Reziprozität).

(b)

𝛥𝑡′ =
𝐿0 + 𝐿0

1−𝑣2

𝑐2

1+𝑣2

𝑐2

2𝑣

1+𝑣2

𝑐2

= 𝐿0
𝑣

(Ergebnis wie nichtrelativistisch).
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(c)

𝛥𝑡 =

𝐿0
𝛾(𝑣)

𝑣 = 𝐿0
𝑣𝛾(𝑣)

.

Lösungsweg 2: (a) , (c) wie beim Lösungsweg1.

(b) 𝛥𝑡 von Punkt (c) und Standardlorentztransformation der (Differenzen von) Zeitkoordi-
naten:

𝛥𝑡′ = 𝛾(𝑣)(𝛥𝑡 − 𝑣
𝑐2 𝛥𝑥) mit 𝛥𝑡 = 𝐿0

𝑣𝛾(𝑣)
, 𝛥𝑥 = 0 ergibt 𝛥𝑡′ = 𝐿0

𝑣 .

9.3 Mit 𝑉/𝑐 = √3/2 = 0,866 folgt 𝛾(𝑉) = 2. Wählen wir den Zeitpunkt des Ereignisses
E1: Leiteranfang 𝘈 kollidiert mit Wand 𝘞 als 𝑡 = 𝑡′ = 0, so sehen aufgrund der Lorentz-
kontraktion die Weltkarte von 𝖲 für 𝑡 = 0 und die Weltkarte von 𝖲′ für 𝑡′ = 0 wie in den
Abbildungen dargestellt aus.

DieWeltkarte von 𝖲 scheint zu zeigen, dass die Leiter nicht hineingeht, die Weltkarte von
𝖲′zeigt aber, dass die Leiter hineingeht und der Gehilfe die Türe schließen kann. (Nachdem
die Leiter in 𝖲′ zum Stillstand gekommen ist, wird sie sich deformieren und zerbrechen
oder [und] die Türe aufsprengen.)
Wie löst sich dieses scheinbare Paradoxon auf, wennwir das Bezugssystem𝖲betrachten?

Grund ist die endliche Signalgeschwindigkeit 𝑐 physikalischer Wirkungen, aufgrund derer
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ein absolut starrerKörper nichtmöglich ist. Kollidiert𝘞mit 𝘈, so kann 𝘌 „nochnichts davon
wissen“ und bleibt deshalb solange in 𝖲 in Ruhe, bis ein Signal in Form einer Stoßwelle
von 𝘈 nach 𝘌 gelaufen ist, welches 𝘌 sagt „dumusst mit“. In der Zwischenzeit wird aber 𝘈
von𝘞 „mitgenommen“. 𝘌 bleibt in 𝖲 so lange in Ruhe, bis die Zeit

𝑡𝖲 =
2m

3⋅108m/s =
2
𝑐 (𝑐 in m/s)

vergangen ist. In dieser Zeit läuft aber 𝘍 die Strecke

𝑠𝘍 = 𝑉𝑡𝖲= 2 𝑉𝑐 =
√3m ≈ 1,732m > 1,5m . (9.3-1)

Die Leiter geht also sogar „recht bequem“ hinein.
Frage: Ist die Aussage „Die Leiter geht in denAbstellraumhinein,weil sie sich deformiert“

physikalisch sinnvoll? Antwort: Nein. Die Ereignisse E1: 𝘈 koinzidiert räumlich mit 𝘞
und E2: 𝘌 koinzidiert räumlich mit 𝘍 liegen zueinander raumartig, es kann keine kausale
Verknüpfung geben.

Wie die Beziehung (9.3-1) zeigt, ginge die Leiter auchnoch hinein, wenn sie die Ruhlänge
[2 + (√3 − 1,5)]m ≈ 2,232m hätte, bzw. falls der Abstellraum die Ruhlänge

𝑙0,min= 2(2 −√3)m ≈ 0,536m (9.3-2)

hätte. (Die elementare Zwischenrechnung überlasse ich dem Leser.) Letztere Variante lege
ich den folgendenWeltkarten von 𝖲 bzw. von 𝖲′ zugrunde, welche denWeltkarten von der
Vorseite entsprechen.

Dieselbe Aussage bezüglich 𝑙0,min ergibt sich natürlich auch bei Heranziehung des Be-
zugssystems 𝖲′. Berührt der Leiteranfang 𝘈 die Wand𝘞, so „weiß“ das Leiterende 𝘌 „nichts
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davon“, läuft also noch in den Abstellraum hinein. 𝑙0,min liegt dann vor, wenn „das Wettren-
nen“ von 𝘌 nach 𝘍 (Geschwindigkeit 𝑉) mit dem Signal von 𝘈 nach 𝘍 (Geschwindigkeit 𝑐)
„ein Totes Rennen“ ist, d. h. wenn (1 − 𝑙0,min)/𝑉 = 𝑙0,min/𝑐 (𝑙0,min in m) gilt. Damit erhält
man für 𝑙0,minwieder das Ergebnis (9.3-2).

Minkowskidiagramm
Schnitte parallel zur 𝑥-Achse stellenWeltkarten von 𝖲, Schnitte parallel zur𝑥′-Achse stellen
Weltkarten von 𝖲′dar.

tan𝛼 = 𝑉
𝑐 =

√3
2 ,

𝛼 = 40o53′36″;

tan(𝜋/2 − 𝛼) = cot 𝛼

= 1
tan𝛼 = 2

√3

= 𝐿0
𝐿0− 𝑙min

⇒

𝑙min= (2 −√3)m.

9.4 (a), (b), (c)

Lösungsweg 1: Differential der Eigenzeit der Uhr 𝒰
Zeitdifferenzen in Stunden, räumliche Abstände in Kilometern, 𝑐 = 3 ⋅105 ⋅ 3600 km/h,
𝑐⋅1h = 1,08⋅109km,

𝛥𝜏 = 𝛥𝑡
𝛾(𝑣)

= 𝛥𝑡′
𝛾(𝑣′)

. (9.4-1)

Mit 𝛥𝑡 = 2 für 𝛥𝜏 = 1 folgt 𝛾(𝑣) = 2 ⇒ 𝑣 = (√3/2) 𝑐 ≈ 0,866𝑐. Mit 𝑣 = (√3/2) 𝑐, 𝑉 =
(√3/4) 𝑐 folgt aus dem Transformationsgesetz der Teilchengeschwindigkeit für Systeme in
Standardkonfiguration

𝑣′ = 𝑣 − 𝑉
1 − 𝑣𝑉

𝑐2

𝑣′ = (2√3/5) 𝑐 ≈ 0,693𝑐 ⇒ 𝛾(𝑣′) = (5√13)/13. Einsetzen von 𝛾(𝑣′) in Gl. (9.4-1) liefert die
Antwort zur Frage von Punkt (a): 𝛥𝑡′ = (5√13)/13 h = 1h 23min12s.
Aus 𝛥𝑥 = 𝑣𝛥𝑡 ergibt sich die
Antwort zur Frage von Punkt (b): 𝛥𝑥 = √3 𝑐h = 1,87⋅109 km.
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Aus 𝛥𝑥′= 𝑣′𝛥𝑡′ ergibt sich die
Antwort zur Frage von Punkt (c): 𝛥𝑥′= (2√39)/13 𝑐h = 1,038⋅109 km.

Bemerkung: Diese Distanzen sind von der Größenordnung des Abstandes Neptun–Sonne.

Lösungsweg 2: Standardlorentztransformation der Differenzen der Zeit-Orts-Koordinaten

𝖲″ sei das Ruhsystem der Uhr 𝒰. Man schreibt dann die Standardlorentztransformation
der Differenzen der Zeit-Orts-Koordinaten für die Transformation von 𝖲 nach 𝖲″ und
die Standardlorentztransformation der Differenzen der Zeit-Orts-Koordinaten für die
Transformation von 𝖲 nach 𝖲′an und setzt für das betrachtete Ereignispaar 𝛥𝑥″= 0 (Uhr
ruht in 𝖲″) und 𝛥𝑡″= 𝛥𝜏 = 1 ein. Die einfache Rechnung führe der Leser selbständig durch.

(d) Winkel zwischen 𝑥′-Achse und 𝑥-Achse: arctan𝑉/𝑐 = arctan√3/4 = 23,40;
Winkel zwischen 𝑥″-Achse und 𝑥-Achse: arctan 𝑣/𝑐 = arctan√3/2 = 40,90;
Einheiten auf den Achsen: 1h entspricht einer Entfernung von 𝑥0≔ 1,08⋅109km;
die Eichkurve für die Zeit schneidet von allen Zeitachsen 1h ab.

Berücksichtigt man dies und fertigt man ein entsprechendes Minkowskidiagramm an, so
kannman die unter den Punkten (a), (b) und (c) berechneten Werte von 𝛥𝑡′, 𝛥𝑥 und 𝛥𝑥′ im
Rahmen der Zeichengenauigkeit quantitativ ablesen.

9.5 (a) 1 − 𝑣2

𝑐2
= 5

9
⇒ 𝛾(𝑣) = 3

√5
.

Lorentzkontraktion in Bewegungsrichtung, keine Lorentzkontraktion in der dazu senk-
rechten Richtung ⇒ der Vergleich mit der Weltkarte von 𝖲 zeigt wie wir 𝐿0 berechnen
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können:

𝐿20 = 𝐿2 (34 +
9
20) = 𝐿2 65 ⇒ 𝐿0 = √

6
5 𝐿.

Umgekehrt gilt dann 𝐿 = √
5
6
𝐿0 = 0,9129𝐿0, 𝐿′=

√3
4
𝐿 = √

5
32
𝐿0 = 0,3953𝐿0.

(b) Weltkarte von 𝖲 für 𝑡 = 0
Bewegungsgesetz von Stabanfang 𝘈 und
Stabende 𝘌 in 𝖲:

𝑥𝘈(𝑡) = 0,

𝑦𝘈(𝑡) = 𝑣𝑡 = 2
3 𝑐𝑡 ,

𝑧𝘈(𝑡) = 0;

𝑥𝘌(𝑡) =
√3
2 𝐿

𝑦𝘌(𝑡) = 𝑣𝑡 − 𝐿
2 =

2
3 𝑐𝑡 −

𝐿
2

𝑧𝘌(𝑡) = 0.

Nun zur Frage, ob es ein Inertialsystem 𝖲′ (in Standardkonfiguration zu 𝖲) gibt, in welchem
der Stab parallel zur 𝑥′-Achse ist. Falls ja, ist zunächst die Geschwindigkeit𝑉 zu bestimmen,
mit der sich dieses Inertialsystem 𝖲′ relativ zu 𝖲 bewegt.

Ich wende nun das Transformationsgesetz (9.1-6) der Bahnbewegung eines Teilchens
auf Stabanfang 𝘈 und Stabende 𝘌 an. Dabei benütze ich wieder die Abkürzungen 𝛽, 𝛾 von
Gl. (9.1-4).
Stabanfang 𝘈:

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′𝘈(𝑡′)
𝑦′𝘈(𝑡′)
𝑧′𝘈(𝑡′)

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
0

2
3 𝑐𝑡
0

⎞
⎟
⎟
⎠

. (9.5-1)

411



9. Relativität der Gleichzeitigkeit. Transformation von Teilchengeschwindigkeit und
Teilchenbeschleunigung. Hyperbolische Bewegung. Minkowskidiagramme

Zusammenhang der Bahnparameter für die Bewegung von 𝘈:

𝑐𝑡′ = 𝛾𝑐𝑡 ⇒ (9.5-2)
Bahnbewegung von 𝘈 in 𝖲:

𝑥′𝘈(𝑡′) = −𝛽𝛾𝑐𝑡 = −𝑉𝑡′,

𝑦′𝘈(𝑡′) =
2
3 𝑐𝑡 =

2𝑐
3𝛾 𝑡

′,

𝑧′𝘈(𝑡′) = 0

𝒓′𝘈(𝑡′) = 𝒗′𝑡′ mit 𝒗′= (−𝑉, 2𝑐
3𝛾(𝑉)

, 0) . (9.5-3)

Bemerkung:
𝒗′𝘈= 𝒗′𝘌 = 𝒗′ = (−𝑉, 2𝑐

3𝛾(𝑉)
, 0) (9.5-4)

ist die Geschwindigkeit des Stabes in 𝖲′, die man natürlich auch aus dem Transformations-
gesetz der Geschwindigkeit bei Standardlorentztransformationen erhalten kann.

Stabende 𝘌:
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′𝘌(𝑡′)
𝑦′𝘌(𝑡′)
𝑧′𝘌(𝑡′)

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
√3
2 𝐿

2
3 𝑐𝑡 −

𝐿
2

0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (9.5-5)

Zusammenhang der Bahnparameter für die Bewegung von 𝘌:

𝑐𝑡′ = 𝛾𝑐𝑡 − 𝛽𝛾
√3
2 𝐿 ⇒ (9.5-6)

Bahnbewegung von 𝘌 in 𝖲′:

𝑥′𝘌(𝑡′) = −𝛽𝛾𝑐𝑡⏟

𝑐𝑡′+ 𝛽𝛾 √3
2
𝐿

+𝛾
√3
2 𝐿 = −𝑉𝑡′+ 1

𝛾
√3
2 𝐿 ,

𝑦′𝘌(𝑡′) =
2
3 𝑐𝑡 −

𝐿
2 =

2𝑐
3𝛾 𝑡

′− (1 − 2√3
3

𝑉
𝑐 )

𝐿
2 ,

𝑧′𝘌(𝑡′) = 0

𝒓′𝘌(𝑡′) = 𝒗′𝑡′ +
√3
2

𝐿
𝛾(𝑉)

𝒆′𝑥 − (1 − 2√3
3

𝑉
𝑐 )

𝐿
2 𝒆

′
𝑦 . (9.5-7)

Bemerkung: Die Beziehungen (9.5-2), (9.5-6) reflektieren die Relativität der Gleichzeitigkeit:
gleichzeitige Ereignisse bezüglich 𝖲, die sich in 𝖲 an verschiedenen Orten ereignen, sind
nicht gleichzeitig bezüglich 𝖲′.
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Bedingung dafür, dass der Stab in 𝖲′parallel zur 𝑥′-Achse ist:

1 − 2√3
3

𝑉
𝑐 = 0 ⇒ 𝖲′ ∃∶ 𝑉 =

√3
2 𝑐, 𝛾(𝑉) = 2. (9.5-8)

Weltkarte von 𝖲′ für 𝑡′= 0 für den Fall 𝑉 = √3
2
𝑐

𝐿′ = √3
2

𝐿
𝛾(𝑉)

= √3
4
𝐿 = 0,4330𝐿;

𝒗′ = (−√3
2
𝑐, 1

3
𝑐, 0) ,

|𝒗′| = √31
6
𝑐 = 0,928𝑐.

9.6
Bahnbewegung der Lichtteilchen im Inertialsystem 𝖲 (vorgegeben):

𝒓1(𝑡) = 𝒓0 + 𝑐𝒏𝑡, 𝒓2(𝑡) = 𝒓0 + 𝑑𝒆 + 𝑐𝒏𝑡; (9.6-1a)
𝒓0, 𝒆, 𝒏 und 𝑑 vorgegeben; 𝒆, 𝒏 Einheitsvektoren, 𝒆 • 𝒏 = 0. (9.6-1b)

Wir betrachten nun ein beliebiges weiteres Inertialsystem 𝖲′. Wegen 𝒗1(𝑡) = 𝒗2(𝑡) folgt aus
dem Transformationsgesetz der Teilchengeschwindigkeit 𝒗′1(𝑡′) = 𝒗′2(𝑡′). Die Bahnkurven
müssen daher auch bezüglich 𝖲′parallele Geraden sein, und wegen |𝒗′1(𝑡′)| = |𝒗′2(𝑡′)| = 𝑐
muss für die Bahnbewegung in 𝖲′

𝒓′1(𝑡′) = 𝒓′0 + 𝑐𝒏′𝑡 , 𝒓′2(𝑡′) = 𝒓′0 + 𝒅′+ 𝑐𝒏′𝑡′ ; (9.6-2a)
𝒓′0, 𝒅′, 𝒏′ zu bestimmen; 𝒏′ Einheitsvektor (9.6-2b)

gelten. Da alle Nebenbedingungen drehinvariante Aussagen darstellen, genügt es Standardlorentz-
transformationen zu betrachten.
Für den Einheitsvektor 𝒏′ ergibt sich aus dem Transformationsgesetz der Teilchenge-
schwindigkeit die Aberrationsformel

𝑛′𝑥 =
𝑛𝑥 −

𝑉
𝑐

1 − 𝑛𝑥𝑉
𝑐

, 𝑛′𝑦 =
𝑛𝑦

𝛾(𝑉)(1 − 𝑛𝑥𝑉
𝑐
)
, 𝑛′𝑧 =

𝑛𝑧
𝛾(𝑉)(1 − 𝑛𝑥𝑉

𝑐
)
. (9.6-3)

Zu zeigen bleibt: (i) 𝒅′• 𝒏′ = 0; (ii) |𝒅′| = 𝑑.
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Ich betrachte Ereignis E1: Lichtteilchen 1 ist für Beobachter von 𝖲′ zum Zeitpunkt 𝑡′= 0 am Ort
𝒓′= 𝒓′0 . Für Beobachter von𝖲muss dies ein Ereignis auf der Bahnkurve 𝒓1(𝑡) sein. Einsetzen
von 𝑡′= 0, 𝑥′= 𝑥′0, 𝑦′= 𝑦′0, 𝑧′= 𝑧′0 in das Transformationsgesetz der Zeit-Orts-Koordinaten

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 𝛽𝛾 0 0
𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′
𝑦′
𝑧′

⎞
⎟
⎟
⎠

; 𝛽 = 𝑉
𝑐
, 𝛾 = 𝛾(𝑉) (9.6-4)

undEinsetzen von 𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧 in 𝒓 = 𝒓0+𝑐𝒏𝑡 gibt nach einer elementarenZwischenrechnung

𝑥 ′0 =
𝑥0

𝛾(𝑉)(1 − 𝑛𝑥𝑉
𝑐
)
, 𝑦 ′0 =

𝑦0 −
𝑉
𝑐
(𝑛𝑥𝑦0 − 𝑛𝑦𝑥0)

1 − 𝑛𝑥𝑉
𝑐

, 𝑧 ′0 =
𝑧0 −

𝑉
𝑐
(𝑛𝑥𝑧0 − 𝑛𝑧𝑥0)

1 − 𝑛𝑥𝑉
𝑐

. (9.6-5)

Als nächstes betrachte ich Ereignis E2: Lichtteilchen 2 ist für Beobachter von 𝖲′ zum Zeitpunkt
𝑡′= 0 am Ort 𝒓′= 𝒓′0+ 𝒅′. Für Beobachter von 𝖲muss dies ein Ereignis auf der Bahnkurve
𝒓2(𝑡) sein. Eine analoge Rechnung wie zuvor liefert dann

𝑑 ′𝑥 = 𝑑 𝑒𝑥
𝛾(𝑉)(1 − 𝑛𝑥𝑉

𝑐
)
, 𝑑 ′𝑦 = 𝑑

𝑒𝑦 −
𝑉
𝑐
(𝑛𝑥𝑒𝑦 − 𝑛𝑦𝑒𝑥)

1 − 𝑛𝑥𝑉
𝑐

, 𝑑 ′𝑧 = 𝑑
𝑒𝑧 −

𝑉
𝑐
(𝑛𝑥𝑒𝑧 − 𝑛𝑧𝑒𝑥)

1 − 𝑛𝑥𝑉
𝑐

.

(9.6-6)
Berechnet man nun unter Benützung von (9.6-3) und (9.6-6) das innere Produkt 𝒅′•𝒏′ und
beachtet man dabei die Nebenbedingungen 𝒆 • 𝒏 = 0, 𝒏2 = 1, so ergibt sich null, womit
Punkt (i) „abgehakt“ ist. (Die Rechnung ist elementar und kurz, ich überlasse sie dem
Leser.)
Es bleibt Punkt (ii). Mit (9.6-6) und den Nebenbedingungen 𝒆 •𝒏 = 0, 𝒏2 = 1 beweist man
mit einer ebenfalls elementaren, aber eine Seite langen Zwischenrechnung, dass 𝒅′2 = 𝑑2
ist. Damit ist der Satz von Terrell bewiesen.

9.7 Transformationsgesetz der Vierergeschwindigkeit: 0-Komponente

𝑢′0 = 𝛾(𝑉) (𝑢0− 𝑉
𝑐 𝑢

1) ;

𝑢′0 = 𝛾(𝑣′)𝑐 , 𝑢0 = 𝛾(𝑣)𝑐 , 𝑢1 = 𝛾(𝑣)𝑣𝑥
} ⇒

𝛾(𝑣′)
𝛾(𝑣)

= 𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2 ) . (9.7-1)

Dies ist eine häufig benötigte Hilfsformel, die man sich merken sollte.

9.8 Das Transformationsgesetz der Teilchengeschwindigkeit lautet für Inertialsyste-
me in Standardkonfiguration

𝑣′𝑥 =
𝑣𝑥 − 𝑉
1 − 𝑣𝑥𝑉

𝑐2

, 𝑣′𝑦 =
𝑣𝑦

𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2
)
, 𝑣′𝑧 =

𝑣𝑧
𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑥𝑉

𝑐2
)
.
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Damit erhalten wir:

𝒗′1 = ( 𝑣1𝑥 − 𝑉
1 − 𝑣1𝑥𝑉

𝑐2

,
𝑣1𝑦

𝛾(𝑉)(1 − 𝑣1𝑥𝑉
𝑐2

)
, 𝑣1𝑧
𝛾(𝑉)(1 − 𝑣1𝑥𝑉

𝑐2
)
)
′

, (9.8-1a)

𝒗′2 = ( 𝑣2𝑥 − 𝑉
1 − 𝑣2𝑥𝑉

𝑐2

,
𝑣2𝑦

𝛾(𝑉)(1 − 𝑣2𝑥𝑉
𝑐2

)
, 𝑣2𝑧
𝛾(𝑉)(1 − 𝑣2𝑥𝑉

𝑐2
)
)
′

; (9.8-1b)

𝒗′1
|𝒗′1|

=
(𝛾(𝑉)(𝑣1𝑥 − 𝑉), 𝑣1𝑦 , 𝑣1𝑧)

′

[𝛾2(𝑉)(𝑣1𝑥 − 𝑉)2 + 𝑣21𝑦 + 𝑣21𝑧]1/2
, (9.8-1c)

𝒗′2
|𝒗′2|

=
(𝛾(𝑉)(𝑣2𝑥 − 𝑉), 𝑣2𝑦 , 𝑣2𝑧)

′

[𝛾2(𝑉)(𝑣2𝑥 − 𝑉)2 + 𝑣22𝑦 + 𝑣22𝑧]1/2
; (9.8-1d)

cos 𝛼′ =
𝒗′1
|𝒗′1|

•
𝒗′2
|𝒗′2|

=
𝛾2(𝑉)(𝑣1𝑥 − 𝑉)(𝑣2𝑥 − 𝑉) + 𝑣1𝑦𝑣2𝑦 + 𝑣1𝑧𝑣2𝑧

{[𝛾2(𝑉)(𝑣1𝑥 − 𝑉)2 + 𝑣21𝑦 + 𝑣21𝑧][𝛾2(𝑉)(𝑣2𝑥 − 𝑉)2 + 𝑣22𝑦 + 𝑣22𝑧]}1/2
.

(9.8-2)
Dividiert man Zähler und Nenner durch 𝛾2(𝑉) und führt man den Grenzübergang 𝑉 → 𝑐
(𝛾 → +∞) durch, so ergibt sich cos 𝛼′ ↓ 1, also 𝛼′ ↓ 0.
Ein ähnlicher relativistischer Effekt wird in der Testaufgabe T10.9 behandelt.

9.9 (a) Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleunigung eines Teilchens (𝜏 Eigen-
zeit des Teilchens)

𝑢𝜇(𝜏) ≔ 𝑑𝑥𝜇(𝜏)
𝑑𝜏 , 𝑎𝜇(𝜏) ≔ 𝑑𝑢𝜇(𝜏)

𝑑𝜏 . (9.9-1)

Mit
𝒗(𝑡) = 𝑑𝒓(𝑡)

𝑑𝑡 , 𝒂(𝑡) = 𝑑𝒗(𝑡)
𝑑𝑡 ; 𝑑𝜏 = 𝑑𝑡

𝛾(𝑣(𝑡))
= √1− 𝑣2(𝑡)

𝑐2 𝑑𝑡

folgt (Argument 𝜏 bzw. 𝑡weggelassen)

(𝑢𝜇) = 𝛾(𝑣)(𝑐, 𝒗) (9.9-2)
und weiter

(𝑎𝜇) = 𝛾(𝑣)( 𝑑𝑑𝑡(𝛾(𝑣)𝑐),
𝑑
𝑑𝑡(𝛾(𝑣)𝒗)) ;

𝑑
𝑑𝑡 𝛾(𝑣) = 𝛾3(𝑣) 𝒗

•𝒂
𝑐2

(𝑎𝜇) = 𝛾2(𝑣)(𝛾2(𝑣) 𝒗
•𝒂
𝑐 , 𝒂 + 𝛾2(𝑣) 𝒗

•𝒂
𝑐2 𝒗). (9.9-3)

(b) Spezialisierung auf Bewegung in einer Raumdimension

Kurzschreibweise: 𝑣𝑥(𝑡) ≡ 𝑣(𝑡), 𝑎𝑥(𝑡) ≡ 𝑎(𝑡)

𝒓(𝑡) = 𝑥(𝑡) 𝒆𝑥 , 𝒗(𝑡) = 𝑣(𝑡) 𝒆𝑥 , 𝒂(𝑡) = 𝑎(𝑡) 𝒆𝑥 ⇒
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(Argument 𝜏 bzw. 𝑡 und ebenso die 3- und 4-Komponente, die null sind, weggelassen)

(𝑢𝜇) = 𝛾(𝑣)(𝑐, 𝑣) , (𝑎𝜇) = 𝛾2(𝑣)(𝛾2(𝑣) 𝑣𝑎𝑐 ,

𝛾2(𝑣)𝑎
⏞⎴⎴⎴⏞⎴⎴⎴⏞
𝑎+ 𝛾2(𝑣) 𝑣

2

𝑐2 𝑎)

Ergebnis:
(𝑢𝜇) = 𝛾(𝑣)(𝑐, 𝑣) , (𝑎𝜇) = 𝛾4(𝑣)(𝑣𝑎𝑐 , 𝑎) . (9.9-4)

(c) Momentanes inertiales Ruhsystem 𝖲̃𝑡 des Teilchens

Das momentane inertiale Ruhsystem 𝖲̃𝑡
des Teilchens (in Standardkonfiguration
zu 𝖲) bewegt sich zu allen Zeiten mit der
Geschwindigkeit 𝑉 = 𝑣(𝑡) relativ zu 𝖲, ist
daher nur zum Zeitpunkt 𝑡 in 𝖲momentan
Ruhsystem des Teilchens.

𝑡 fest: ̃𝑣( ̃𝑡) = 0, 𝑎̃( ̃𝑡)
i.a.
≠ 0; (𝑎̃𝜇) = (0, 𝑎̃( ̃𝑡)) . (9.9-5)

Gleichförmig beschleunigte Bewegung im Sinne der speziellen Relativitätstheorie (Definition)

𝑎̃( ̃𝑡) = 𝑎̃ (fester Wert), ∀ 𝖲̃𝑡 . (9.9-6)

Das heißt: Lässtman 𝑡 variieren, so gibt es zu jedem 𝑡 ein Inertialsystem 𝖲̃𝑡, so dass ̃𝑣( ̃𝑡) = 0
ist, und in diesem soll 𝑎̃( ̃𝑡) = 𝑎̃ gelten, wobei 𝑎̃ fest vorgegeben ist.

𝑡 fest: Standardlorentztransformation von 𝖲 nach 𝖲̃𝑡

Bei der folgenden Rechnung benütze ich
vorübergehend wieder die Abkürzungen
(9.1-4), wobei nun aber 𝑉 = 𝑣(𝑡), 𝑡 fest,
gilt.

( 0
𝑎̃( ̃𝑡)) = ( 𝛾 −𝛽𝛾

−𝛽𝛾 𝛾 ) (𝛽𝛾
4𝑎(𝑡)

𝛾4𝑎(𝑡) ) ⇒ 𝑎̃( ̃𝑡) = −𝛽2𝛾5𝑎(𝑡) + 𝛾5𝑎(𝑡) = 𝛾3(𝑣(𝑡))𝑎(𝑡) . (9.9-7)

Für eine gleichförmig beschleunigte Bewegung im Sinne der speziellen Relativitätstheorie gilt also

𝛾3(𝑣(𝑡))𝑎(𝑡) = 𝑎̃ (𝑎̃ konstant, vorgegeben). (9.9-8)
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Das Lösen dieser gewöhnlichen Differentialgleichung 2.Ordnung für 𝑥(𝑡)mit den Anfangs-
bedingungen 𝑥(0) = 0, 𝑣(0) = 0 ist elementar, ich überlasse es dem Leser. Ergebnisse für
die Punkte (c1) bis (c3):

𝑎(𝑡) = 𝑎̃

(1 + 𝑎̃2𝑡2

𝑐2
)
3/2

, 𝑣(𝑡) = 𝑎̃𝑡

(1 + 𝑎̃2𝑡2

𝑐2
)
1/2

, 𝑥(𝑡) = 𝑐2
̃𝑎 [(1 +

𝑎̃2𝑡2
𝑐2 )

1/2
− 1], 𝑡 ≥ 0.

(9.9-9)
Grenzfall 𝑡 ≪ 𝑐/𝑎
Wie erwartet erhält man in diesem Grenzfall eine gleichförmig beschleunigte Bewegung
im Sinne von Galilei und Newton:

𝑥(𝑡) ≈ 𝑎̃
2 𝑡

2, 𝑣(𝑡) ≈ 𝑎̃𝑡 , 𝑎(𝑡) ≈ 𝑎̃ .

Grenzfall 𝑡 → +∞
𝑥(𝑡) ∼ 𝑐𝑡, 𝑣(𝑡) ↑ 𝑐 , 𝑎(𝑡) ↓ 0 wie 𝑐3

̃𝑎2𝑡3 .

(c4) Weltlinie im Minkowskiraum

Aus Gl. (9.9-9) folgt

(𝑥 + 𝑐2
̃𝑎 )
2
− (𝑐𝑡)2 = 𝑐4

̃𝑎2 , 𝑐𝑡 ≥ 0, 𝑥 ≥ 0. (9.9-10)

Dies ist ein halber Hyperbelast mit Asym-
ptote 𝑐𝑡 = 𝑥 + 𝑐2/𝑎̃ und Scheitel in (0,0).
Die gleichförmig beschleunigte Bewegung
im Sinne der speziellen Relativitätstheorie
wirddeshalb auchals hyperbolischeBewegung
bezeichnet.

(c5) 𝑐𝑡G= 𝑐2/𝑎̃ ⇒ 𝑡G= 𝑐/𝑎̃
Speziell folgt für 𝑎̃ = 1𝑔0 = 980, 67 cm ⋅ s−2 für den Grenzzeitpunkt 𝑡G ≈ 1 Jahr. Für
diejenigen, die es genauer wissen möchten: 353d 19h 38min 36 s.
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9.10

𝑥1(𝑡) = +𝑐
2

̃𝑎 [(1 +
𝑎̃2𝑡2
𝑐2 )

1/2
− 1], (9.10-1)

𝑥2(𝑡) = −𝑐
2

̃𝑎 [(1 +
𝑎̃2𝑡2
𝑐2 )

1/2
− 1]; (9.10-2)

𝜏1(𝑡) = 𝜏2(𝑡) =
𝑐
̃𝑎 arsinh

̃𝑎𝑡
𝑐 ; 𝑡 ≥ 0 (9.10-3)

(𝜏1 = 𝜏2 = 0 gewählt für 𝑡 = 0).

Absendezeit des Signals in der Raketeℛ2 bzw. im Inertialsystem 𝖲:

𝜏2,ab =
𝑐
2 ̃𝑎 = 0,5 𝑐 ̃𝑎 , 𝑡ab = sinh 1

2
⋅ 𝑐 ̃𝑎 = 0,5211 𝑐 ̃𝑎 . (9.10-4)

Absendeort des Signals im Inertialsystem 𝖲 (Ortskoordinate des Ereignisses 𝘌ab in 𝖲):

𝑥ab = −𝑐
2

̃𝑎 [√1 + sinh2 1
2
− 1] = −(cosh 1

2
− 1) 𝑐

2

̃𝑎 = −0,1276 𝑐
2

̃𝑎 . (9.10-5)

Weltlinie des vom Ereignis 𝘌ab ausgehenden Lichtsignals:

𝑥 − 𝑥ab = 𝑐(𝑡 − 𝑡ab) ⇒ 𝑥 = 𝑐𝑡 − (sinh 1
2
+ cosh 1

2
− 1) 𝑐

2

̃𝑎 . (9.10-6)

Existiert ein „Schnittpunkt“ 𝘌an dieser Geraden mit der Weltlinie der Rakete ℛ1 bei 𝑡 > 0?
Falls ein solcher existiert, so lautet die Bestimmungsgleichung für 𝑡an

𝑐𝑡 − (sinh 1
2
+ cosh 1

2
− 1) 𝑐

2

̃𝑎 = 𝑐2
̃𝑎 [(1 +

𝑎̃2𝑡2
𝑐2 )

1/2
− 1]

⇒ ̃𝑎𝑡
𝑐 − (sinh 1

2
+ cosh 1

2
− 2) = (1 + 𝑎̃2𝑡2

𝑐2 )
1/2

undmit
𝛼 ∶= 2 − sinh 1

2
− cosh 1

2
= 0,3513 (9.10-7)

̃𝑎𝑡
𝑐 + 𝛼 = (1 + 𝑎̃2𝑡2

𝑐2 )
1/2
,

𝑡an =
1 − 𝛼2
2𝛼

𝑐
̃𝑎 = 1,2476 𝑐 ̃𝑎 . (9.10-8)

Das Lichtsignal erreicht also die Raketeℛ1, und zwar für Beobachter in𝖲 zumZeitpunkt 𝑡an.
Für einen Beobachter in der Raketeℛ1 trifft das Lichtsignal zum Zeitpunkt 𝜏1,an = 𝜏1(𝑡an)
ein:

𝜏1,an =
𝑐
̃𝑎 arsinh

̃𝑎𝑡an
𝑐 = 𝑐

̃𝑎 arsinh
1 − 𝛼2
2𝛼 = … = 𝑐

̃𝑎 log
1
𝛼 = 1,0461 𝑐 ̃𝑎 . (9.10-9)
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9.11
Im Inertialsystem 𝖲 gilt:

𝑡 ≤ 0∶ 𝑥1(𝑡) = 0, 𝑥2(𝑡) = 𝐿0 ; 𝑣1(𝑡) = 𝑣2(𝑡) = 0.

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1∶ 𝑥1(𝑡) =
𝑐2
̃𝑎 [(1 +

𝑎̃2𝑡2
𝑐2 )

1/2
− 1], 𝑥2(𝑡) =

𝑐2
̃𝑎 [(1 +

𝑎̃2𝑡2
𝑐2 )

1/2
− 1] + 𝐿0 ;

𝑣1(𝑡) = 𝑣2(𝑡) =
𝑎̃𝑡

(1 + 𝑎̃2𝑡2

𝑐2
)
1/2

≕ 𝑣(𝑡).

𝑡 ≥ 𝑡1∶ 𝑥1(𝑡) = 𝑥1(𝑡1) + 𝑣(𝑡1) (𝑡 − 𝑡1), 𝑥2(𝑡) = 𝑥2(𝑡1) + 𝑣(𝑡1) (𝑡 − 𝑡1);

𝑣1(𝑡) = 𝑣2(𝑡) = 𝑣(𝑡1).

Somit gilt (siehe das Minkowskidiagramm auf der nächsten Seite)

𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡) = 𝐿0 , ∀𝑡. (9.11-1)

Für Beobachter in 𝖲 ruhen beide Raketen für 𝑡 > 𝑡1 in einem Inertialsystem 𝖲′, welches
sich relativ zu 𝖲mit der Geschwindigkeit 𝑉 = 𝑣(𝑡1) in positiver 𝑥-Richtung bewegt. Wir
wählen 𝖲, 𝖲′ in Standardkonfiguration.

Wie groß ist in 𝖲′der Abstand 𝐿′ der Seilbefestigungspunkte für jene Zeiten, zu denenℛ1
und ℛ2 in 𝖲′ ruhen?

Achtung: Relativität der Gleichzeitigkeit: Für Beobachter in 𝖲′ beschleunigt ℛ2 vor ℛ1 und
kommt vor ℛ1 zur Ruhe; siehe das Minkowskidiagramm und die folgende Rechnung. (Falls
𝐿0 hinreichend groß ist, kommtℛ2 sogar zur Ruhe bevor ℛ1 bezüglich 𝖲′zu beschleunigen
beginnt.)
Formeln für das Zur-Ruhe-Kommen (Beschleunigungsende):2

ℛ1 ruht in 𝖲′ für Zeiten 𝑡′> 𝑡′1,1 mit 𝑡′1,1 = 𝛾(𝑣(𝑡1)) (𝑡1 −
𝑣(𝑡1)𝑥1(𝑡1)

𝑐2 ) ;

ℛ2 ruht in 𝖲′ für Zeiten 𝑡′> 𝑡′1,2 mit 𝑡′1,2 = 𝛾(𝑣(𝑡1)) (𝑡1 −
𝑣(𝑡1)𝑥2(𝑡1)

𝑐2 )

= 𝑡′1,1 − 𝛾(𝑣(𝑡1))
𝑣(𝑡1)𝐿0
𝑐2 < 𝑡′1,1 .

2Die entsprechenden Formeln für den jeweiligen Beschleunigungsbeginn von ℛ1 und ℛ2 in 𝖲′ kann der
Leser zu Übungszwecken selbständig anschreiben.
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Abb. 9.11-1: Für die Zeichnung wurde 𝛾(𝑣(𝑡1)) größer gewählt als im
Zahlenbeispiel der Aufgabe, damit der Effekt deutlich sichtbar ist; in
der Aufgabe 𝛾 = 1,02 (𝛼 = 10,9o), in der Abbildung 𝛾 = 1,4 (𝛼 = 35o).

Beide Raketen ruhen in 𝖲′ für 𝑡′> 𝑡′1,1. Eine Abstandsmessung der Befestigungspunkte des
Seils in 𝖲′zu einem beliebigen Zeitpunkt 𝑡′> 𝑡′1,1muss wegen 𝐿0 = 𝐿′/𝛾(𝑣(𝑡1)) (Lorentzkon-
traktion)

𝐿′ = 𝛾(𝑣(𝑡1))𝐿0 > 𝐿0 (9.11-2)

ergeben. Beachte: Der Abstand der Befestigungspunkte in 𝖲′ ist gleich der Länge eines in 𝖲′
zwischen diesen Punkten ruhenden Maßstabes. Ein solcher bewegt sich relativ zu 𝖲mit
der Geschwindigkeit 𝑣(𝑡1).

Konsequenz: Ist 𝛾(𝑣(𝑡1)) > 1,01, ist das Seil sicher irgendwann während des Vorganges
gerissen.

Falls nicht, so müsste das Seil ja nach Abklingen der durch den Vorgang ausgelösten Deh-
nungsschwingungen im Inertialsystem 𝖲′ zur Gänze ruhend mit der Länge 𝐿′ > 1,01𝐿0
gespannt sein, im Widerspruch zur Annahme, dass dies nicht möglich ist, da die elek-
tromagnetischen Kräfte es bei einer solchen Ruhlänge nicht mehr „zusammenhalten“
können.
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Beachte:
1. Die elektromagnetischen Kräfte zwischen den Seilatomem unterliegen lorentzkovari-

anten Naturgesetzen.
2. Wann und an welcher Stelle das Seil reißt, könnte man nur im Rahmen einer lorentz-

kovarianten Elastizitätstheorie berechnen (Dehnungsschwingungen).
3. ZumWort sicher: 𝛾(𝑣(𝑡1)) < 1,01 gewährleistet nicht, dass das Seil bei dem Vorgang

nicht reißt, dennwährend der Phase der Dehnungsschwingungen kann es lokal durch
Überdehnen zum Reißen kommen.

Einsetzen der Zahlenwerte aus der Angabe

Einsetzen von 𝑎̃ = 3000 cm ⋅ s−2, 𝑡1 = 2 ⋅ 106 s und 𝑐 = 3 ⋅ 1010cm ⋅ s−1 in

𝛾(𝑣(𝑡1)) =
1

(1 − 𝑣2(𝑡1)
𝑐2

)
1/2

= (1 +
̃𝑎2𝑡21
𝑐2 )

1/2

gibt 𝛾(𝑣(𝑡1)) = √1,04 = 1,0198 > 1,01, d. h. das Seil reißt sicher irgendwann während des
Vorganges.

Wie lautet die qualitative Beschreibung des ganzen Vorganges (a) von 𝖲 aus; (b) von 𝖲′aus?
Beachte dabei, dass 𝑐 die Signalgeschwindigkeit physikalischer Wirkungen ist.

Was wäre, wenn eine Rakete ein solches Seil zieht?

9.12 Vorbemerkung: Das Zwillingsproblem gehört zu den am häufigsten missverstan-
denen physikalischen Problemen, weshalb oft von einem Zwillingsparadoxon gesprochen
wird. Bei der Ausarbeitung der Lösung gehe ich deshalb ausführlich auf die üblichen
Missverständnisse ein.
Wermit den Begriffen Standarduhr und Eigenzeit gut vertraut ist, kommt nicht in Gefahr

solchen Missverständnissen zu erliegen und ein Paradoxon zu sehen. Deshalb wieder-
hole ich diese Begriffe in einer Rekapitulation und versuche dabei, sie möglichst klar
herauszuarbeiten, bevor ich die eigentliche Aufgabenstellung angehe.

Rekapitulation: Standarduhr und Eigenzeit

Als Standarduhr bezeichnetman eine beschleunigungsunempfindliche Idealuhr. Ausschlie-
ßen müssen wir dabei, dass die physikalische Ursache der Beschleunigung Gravitation ist.
Gravitation kann nicht abgeschirmt werden und hat einen Einfluss auf den Uhrengang, der
nur in der allgemeinenRelativitätstheorie behandelt werden kann (gekrümmteRaumzeit). Die
Annahme, dass sich alle anderen Beschleunigungsursachen in ihrer Wirkung auf Uhren
abschirmen lassen, wird als Uhrenhypothese bezeichnet.3

3Näheres dazu findet der Leser in Abschnitt 2.8 vonR.U. Sexl, H. K.Urbantke: Relativität, Gruppen, Teilchen.
Springer Wien GmbH 1992.
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Das lorentzinvariante Differential der Eigenzeit einer Standarduhr ist gegeben durch

𝑑𝜏 =√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2 𝑑𝑡 =√1− 𝑣′2(𝑡′)

𝑐2 𝑑𝑡′= … , (9.12-1)

wobei 𝑣(𝑡) die Geschwindigkeit der Uhr im Inertialsystem 𝖲, 𝑣′(𝑡′) die Geschwindigkeit
der Uhr im Inertialsystem 𝖲′ ist usf. Die Beschleunigungsunempfindlichkeit muss sich
darin äußern, dass die Uhr differentiell gleich vorrückt wie die Uhren in ihrem jeweiligen
momentanen inertialen Ruhsystem 𝖲̃𝑡 (𝑡 fest), und wie dies der Fall sein muss folgt mit
̃𝑣( ̃𝑡) = 0

𝑑𝜏 = 𝑑 ̃𝑡. (9.12-2)

Das Eigenzeitintervall𝛥𝜏 zwischen zwei Ereignissen 𝖤1, 𝖤2 in der Raumzeit istwegabhängig,
d. h. es hängt davon ab, auf welchemWeltlinienstück𝘞 sich die Standarduhr von 𝖤1 nach
𝖤2 bewegt.

𝛥𝜏𝘞 = 𝘞

𝑡2

∫
𝑡1

𝑑𝑡√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 𝘞

𝑡′2

∫
𝑡′1

𝑑𝑡′√1− 𝑣′2(𝑡′)
𝑐2 (9.12-3)

= … .

𝛥𝜏𝘞 ist maximal für das gerade Weltlinienstück von 𝖤1 nach 𝖤2 und 𝛥𝜏𝘞 strebt gegen null
für Weltlinien von 𝖤1 nach 𝖤2, welche gegen die strich-punktierte oder ausgezogene rote
Verbindung von 𝖤1 nach 𝖤2 in der Abbildung streben. Ferner gilt

𝛥𝜏𝘞 ≤ 𝛥𝑡 ≔ 𝑡2− 𝑡1 , (9.12-4)

wobei das Gleichheitszeichen nur für 𝑥1 = 𝑥2möglich ist. Eine analoge Aussage gilt klarer-
weise für die analogen „gestrichenen“ Größen. Weiters gilt 𝛥𝜏𝘞2> 𝛥𝜏𝘞1 falls das Weltlini-
enstück𝘞2 von 𝖤1 nach 𝖤2 im Minkowskidiagramm kürzer ist als das Weltlinienstück𝘞1
von 𝖤1 nach 𝖤2 (pseudoeuklidische Metrik). Trennen sich also zwei Uhren am Ereignis 𝖤1mit
gleicher Zeigerstellung und kommen sie später beim Ereignis 𝖤2 wieder zusammen, so geht jene Uhr
„nach“, welche das längere Weltlinienstück „durchlaufen“ hat.
Wenn wir jetzt noch klären unter welchen Voraussetzungen ein Lebewesen, insbeson-

dere ein Mensch, als Standarduhr angesehen werden kann, ist das Zwillingsproblem im
Prinzip verstanden.
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Für Elementarteilchen ist es experimentell erwiesen, dass ihnen dieselbe Eigenzeit
zugeordnet werden muss wie einer Standarduhr. Die Zerfälle instabiler Teilchen richten
sich nach der Eigenzeit der Teilchen (Zeit, die auf einer in Gedanken mitgeführten Standard-
uhr verstreicht). Die physiologischen Prozesse in einem Lebewesen genügen ebenfalls
physikalischen Gesetzen, allerdings ist es klar, dass ein Lebewesen nur für einen relativ be-
scheidenen Beschleunigungsbereich als beschleunigungsunabhängige „Uhr“ angesehen
werden kann. Die „Uhr“ Mensch bleibt bei ungefähr 20𝑔0 „stehen“. (Einer Atomuhr könnte
man allerdings eine 1014-mal größere Beschleunigung zumuten.) Diskutiert man also das
Zwillingsproblem fürmenschliche Zwillinge („Erdzwilling“ und „Raketenzwilling“), so darf
man in die Formeln nur bescheidene Beschleunigungswerte einsetzen. Das werden wir
beim Lösen der Aufgabe beherzigen.
Der Zwillingsproblem-Effekt wurde für Atomuhren experimentell quantitativ verifiziert.

Die ersten Messungen wurden 1972 von J.Hafele und R.Keating4 durchgeführt, welche
Atomuhren mit Linienflugzeugen in entgegengesetztem Umlaufsinn um den Erdball führ-
ten. 1995 und 2010 wurden noch präzisere Messungenmit Militärflugzeugen und verbes-
serten Atomuhren durchgeführt.5 Der gemessene Effekt in der Größenordnung von 100ns
= 10−7 s stimmte auf 1%mit dem theoretischenWert überein.
Bei der gestellten Aufgabe benötigen wir die Formeln (9.9-9) für die hyperbolische Bewe-

gung. Für die Eigenzeitdifferenz zwischen zwei Ereignissen 𝖤1, 𝖤2 auf der Weltlinie der
hyperbolischen Bewegung folgt

𝛥𝜏 =

𝑡2

∫
𝑡1

𝑑𝑡√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2 =

𝑡2

∫
𝑡1

𝑑𝑡

(1 + 𝑎̃2𝑡2

𝑐2
)
1/2

= 𝑐
̃𝑎 arsinh

̃𝑎𝑡2
𝑐 − 𝑐

̃𝑎 arsinh
̃𝑎𝑡1
𝑐 . (9.12-5)

(a)

4J.Hafele, R. Keating: Science 177 (1972), 166.
5Bei allen diesen Versuchenmusste der Gravitationsbeitrag sowie der Beitrag zufolge der Tatsache, dass
ein erdfestes Bezugssystem wegen der Erdrotation kein exaktes Inertialsystem ist, „herausgerechnet“
werden.
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Bemerkung: Das erdfeste Bezugssystem 𝖲 wird für die Rechnung als Inertialsystem behandelt, d. h.
das Gravitationsfeld der Erde und die Rotation der Erde „gegen den Fixsternhimmel“ werden
vernachlässigt. Dies ist zulässig, wenn in den im Folgenden abgeleitenden Formeln 𝑎̃ und 𝛥𝜏E
hinreichend groß gewählt werden, so dass es auf Sekundenbruchteile nicht ankommt (siehe später).
In 𝖲 gelten dann die Formeln (9.9-9) und (9.12-5), und es folgt unter Berücksichti-

gung der Symmetrie des Problems (1…Abflugphase von R, 2+3…Umkehrphase von R,
4…Landephase von R)

𝖲∶ E∶ 𝑥E(𝑡) = 0, 𝑣E(𝑡) = 0 für 0 ≤ 𝑡 ≤ 4𝑡0 ; 𝛥𝜏E = 4𝑡0 ; (9.12-6a)

R∶ 𝑥R(𝑡) =
𝑐2
̃𝑎 [(1 +

𝑎̃2𝑡2
𝑐2 )

1/2
− 1] für 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 =

𝛥𝜏E
4 ; (9.12-6b)

𝑥max = 2𝑥R(𝑡0) = 2𝑥R(
𝛥𝜏E
4 ) = 2𝑐2

̃𝑎 [(1 + 𝑎̃2 (𝛥𝜏E)2
16𝑐2 )

1/2
− 1] ; (9.12-6c)

𝑣max
𝑐 = 𝑣R(𝑡0)

𝑐 =
𝑎̃𝛥𝜏E
4𝑐

(1 + 𝑎̃2 (𝛥𝜏E)2

16𝑐2
)
1/2

; (9.12-6d)

𝜏0R=
𝑐
̃𝑎 arsinh

̃𝑎𝑡0
𝑐 (𝜏R = 0 gewählt für 𝜏E = 𝑡 = 0), (9.12-6e)

𝛥𝜏R =
4𝑐
̃𝑎 arsinh ̃𝑎𝛥𝜏E

4𝑐 . (9.12-6f)

Die Tabelle zeigt die Ergebnisse für 𝛥𝜏R , 𝛥𝜏E− 𝛥𝜏R , 𝑥max und 𝑣max für einige vorgegebene
Werte von 𝛥𝜏E und 𝑎̃ = 1𝑔0 = 980,67 cm ⋅ s−2 ⇒ 𝑐/ ̃𝑎 = 3,057⋅107 s ≈ 0,97 a .

Reise von R 𝛥𝜏E 𝛥𝜏R 𝛥𝜏E− 𝛥𝜏R 𝑥max 𝑣max/𝑐 ⋅100%

Nr. 1 1m ≈1m 3min 15sa 4,1 ⋅109kmb 2,1%c

Nr. 2 1a ≈1a 3d 22h 23,2Licht-d 25%

Nr. 3 5a 4a 2m 10m 1,23Licht-ad 79%

Nr. 4 10a 6a 6m 3a 6m 3,42Licht-a 93,2%

Nr. 5 100a 15a 3,5m 84a 8,5m 48,1Licht-a 99,92%

Nr. 6 1000a 24a 2,5m 975a 9,5m 498Licht-a 99,9992%

Nr. 7 10000a 33a 1,5m 9966a 10,5m 4998 Licht-ae 99,999992%

aBerücksichtigung, dass ein erdfestes Bezugssystem strenggenommen kein Inertialsystem ist würde diesen
Wert um∼ 10−6 s vergrößern.

bmittlerer Abstand Neptun-Sonne: 4,4 ⋅109km
c6000km/s
d1Licht-a = 9,454⋅1012km
eEntspricht der Hälfte des kleineren Durchmessers unserer Galaxie.
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Diese aus den Formeln berechneten Folgen der Relativität der Gleichzeitigkeit haben nun
schon ein Jahrhundert lang die Fantasie vonHobbyphysikern und Science-Fiktion-Autoren
blühen lassen. Tatsache aber ist: Eine Reise von R, nach der Freunde der Zwillinge klar
sehen würden, dass R merklich jünger ist als E ist undurchführbar (siehe die folgende
Bemerkung2).

Bemerkungen
1. Für 𝑎̃ = 1𝑔0 kann der Mensch sicherlich als Standarduhr angesehen werden. R ist

dann fast die gesamte Zeit derselben Beschleunigung ausgesetzt wie E durch die
Erdanziehung. Nur an den Ereignissen 𝖴1, 𝖴2 ist R kurzfristig 2𝑔0 ausgesetzt. Man
darf eventuell in die Formeln auch noch 𝑎̃ = 2𝑔0 oder 𝑎̃ = 3𝑔0 einsetzen, da würden
aber Weltraummediziner bei langen Reisen wohl schon Bedenken haben. Bei∼ 20𝑔0
jedoch bleibt die „Uhr Mensch“ stehen... Einer Atomuhr könnte man allerdings – wie
schon erwähnt – eine 1014-mal höhere Beschleunigung zumuten. Redet man also von
Atomuhren und nicht von Zwillingen, so darf man in die Formeln auch sehr hohe
Werte von 𝑎̃ einsetzen. Es waren allerdings schon die bisherigen Experimente mit
Atomuhren in Flugzeugen aufwendig und teuer genug, und ihre Ergebnisse in sehr
guter Übereinstimmungmit der Theorie.

2. Zur praktischen Undenkbarkeit einer hyperbolischen Reise vonRmit 𝑎̃ = 1𝑔0 bei der
𝛥𝜏E− 𝛥𝜏R so groß ausfällt, dass man die Differenz an R und E unzweifelhaft sehen
könnte (und zur Undenkbarkeit jeder anderen derartigen Raketenreise von R) ein
Zitat aus einer speziellen Studie6: Für eine Reise mit 𝛥𝜏E= 21𝑎 für die 𝛥𝜏E− 𝛥𝜏R=
9𝑎3𝑚7𝑑 wäre, müsste man bei einer Ruhmasse der Rakete von einer Tonne eine
Energiemenge aufwenden, wie sie bei der Annihilation von 109 Tonnen Materie bzw.
bei der Spaltung von 1012 Tonnen Uran frei würde, und dies bei einer Startmasse von
nur einer Tonne... Diese Energie würde reichen, um die gesamte Erdkruste bis zu
einer Tiefe von 45km zu schmelzen. Weiterer Kommentar überflüssig.

3. Nun komme ich zu dem Punkt, warum vielfach ein Paradoxon vermutet wird: Kann
man sich nicht auf den Standpunkt stellen, dass R dauernd ruht und E sich bewegt, und
müsste dann beim abermaligen Zusammentreffen nichtR älter sein als E? Zum Ersten: „Ja“,
zum Zweiten: „Nein“. Das dauernde Ruhsystem 𝖲0 von R ist ein Nichtinertialsystem.
Man kann die spezielle Relativitätstheorie auch für Nichtinertialsysteme formulie-
ren7, doch ist es klar, dass dann die Inertialsystem-Formeln nicht gelten.8 Da komme
ich zu einer weiteren falschen Behauptung (auch in Vorlesungen und Büchern zu
finden): Die Behauptung, dassman bei Betrachtung von beschleunigten Bezugssyste-
men [Nichtinertialsystemen] generell die allgemeine Relativitätstheorie heranziehen

6Special Relativity Theory, Selected Reprints, American Institute of Physics, New York 1962.
7Siehe C.Møller: The Theory of Relativity. Oxford Clarendon Press 1972.
8In der klassischen Mechanik ändert sich auch die Form der Grundgesetze, wennman von einem Inertial-
system zu einem Nichtinertialsystem übergeht: Zentrifugalbeschleunigung, Coriolisbeschleunigung und
ein weiterer Beschleunigungsterm treten in der Bewegungsgleichung hinzu.
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muss, ist falsch. Nur wenn (starke) Gravitationskräfte (die Raumzeitkrümmung) eine
Rolle spielen, muss man dies tun. Im gegebenen Beispiel: Solange das Umkehren
der Rakete durch einen Raketenantrieb und nicht durch knappes Heranfliegen an
einen Himmelskörper mit starker Gravitation bewerkstelligt wird, braucht man die
allgemeine Relativitätstheorie nicht.
Legt man für die Rechnung das Nichtinertialsystem 𝖲0 zugrunde, so muss man be-
achten, dass in 𝖲09

𝑑𝜏 ≠√1−
𝑣20(𝑡0)
𝑐2 𝑑𝑡0 (9.12-7)

gilt. Damit fällt auch das „Paradoxon“ in sich zusammen.Wie 𝑑𝜏 in 𝖲0 aussieht und zu
interpretieren ist, findet der Leser im Buch von Møller.—Benützt man für die Berech-
nung der Zeitdilatation das dauernde Ruhsystem 𝖲0 von R, so gibt es einen Pseudogra-
vitationseinfluss10 auf E und auf eine mit Emitbewegte Standarduhr. Das Ergebnis für
𝛥𝜏E− 𝛥𝜏R ist dadurch dasselbe wie bei Zugrundelegung eines Inertialsystems.

(b)

Vorbemerkung: Da Zeitdilatation und Lo-
rentzkontraktion Geschwindigkeitseffekte
sind, liegt es nahe, das Experiment so ab-
zuändern, dass R die an den Ereignissen
𝖴1, 𝖴2 erreichte Maximalgeschwindigkeit
𝑣max 𝒆𝑥 bzw.−𝑣max 𝒆𝑥 „ausnützt“ und eine
Weile gleichförmig geradlinig weiter fliegt,
also nicht bei Erreichen der Maximalge-
schwindigkeit gleichwieder abbremst. Das
ist der eine Gedanke, der zur nebenstehen-
den Variante führt.

9𝑡0 soll hier die Zeit in 𝖲0 und nicht den Zeitpunkt 𝑡 = 𝑡0 in 𝖲 aus demMinkowskidiagramm bedeuten.
10Echte Gravitation lässt sich immer nur raumzeitlich lokal „wegtransformieren“ (Einsteins frei fallende,

gegen den Fixsternhimmel nicht rotierende Aufzugskabine), Pseudogravitation lässt sich global, d. h. für
die gesamte Raumzeit, „wegtransformieren“, indemman zu einem Inertialsystem übergeht.
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Der zweite Gedanke ist, die beim Zwillingsproblem in elementaren Darstellungen gewählte
einfache Form von Punkt (c) ohne endliche Beschleunigungsphasen von R (daher mit
unendlicher Beschleunigung bei Start, Umkehr und Landung vonR) zu rechtfertigen.Unter
welchen Voraussetzungen für die in Wirklichkeit unerlässlichen schonenden Beschleunigungsphasen
kann deren Beitrag zur gesamten Zeitdilatation vernachlässigt werden?

Bezeichnungen11

𝛥𝜏BR Eigenzeitbeiträge von den Beschleunigungsintervallen von R,
d. h. von denWeltlinienstücken𝖶6,𝖶8 und𝖶10;

𝛥𝜏GR Eigenzeitbeiträge von den Intervallen mit gleichförmiger Bewegung von R,
d. h. von denWeltlinienstücken𝖶7 und𝖶9;

𝛥𝜏BE Eigenzeitbeiträge von E von denWeltlinienstücken𝖶1,𝖶3 und𝖶5;

𝛥𝜏GE Eigenzeitbeiträge von E von denWeltlinienstücken𝖶2 und𝖶4.

Es gilt dann (da alle Weltlinienstücke zwischen den Ereignissen 𝖤1, 𝖤2 berücksichtigt
wurden)

𝛥𝜏E = 𝛥𝜏BE + 𝛥𝜏GE , 𝛥𝜏R = 𝛥𝜏BR + 𝛥𝜏GR . (9.12-8)

Vorgegeben: 𝛥𝜏BE Werte wie 𝛥𝜏E bei Reise Nr. 1, 2, 3,… in der Tabelle zu Punkt (a);

𝛥𝜏GE so bestimmt, dass 𝛥𝜏GE − 𝛥𝜏GR = 100−𝑝
𝑝

(𝛥𝜏BE − 𝛥𝜏BR ) ist,

falls nur 𝑝% der gesamten Zeitdilatation von den Beschleunigungsphasen
von R herrühren sollen; laut Angabe soll hier 𝑝 = 1 gesetzt werden

Vorgangsweise
1. 𝛥𝜏BE vorgegeben;
2. 𝛥𝜏BR aus

𝛥𝜏BR =
4𝑐
̃𝑎 arsinh

̃𝑎𝛥𝜏BE
4𝑐 (9.12-9)

berechnet;
3. 𝑣max/𝑐 aus

𝑣max
𝑐 =

𝑎̃𝛥𝜏BE
4𝑐

(1 + 𝑎̃2 (𝛥𝜏BE )2

16𝑐2
)
1/2

(9.12-10)

berechnet;
4. 𝛥𝜏BE − 𝛥𝜏BR berechnet;
5. 𝛥𝜏GE und 𝛥𝜏GR aus 𝛥𝜏GE − 𝛥𝜏GR = 100−𝑝

𝑝
(𝛥𝜏BE − 𝛥𝜏BR ) , (9.12-11a)

𝛥𝜏GR = (1 − 𝑣2max
𝑐2 )

1/2
𝛥𝜏GE (9.12-11b)

11E ruht dauernd in 𝖲, die Superskripte G und B bei 𝛥𝜏GE , 𝛥𝜏BE beziehen sich darauf, dass sich Rwährend
der betreffenden Zeitintervalle in 𝖲 gleichförmig bzw. beschleunigt bewegt.
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berechnet (Angabe: 𝑝 = 1) ⇒

𝛥𝜏GE =

100−𝑝
𝑝

(𝛥𝜏BE − 𝛥𝜏BR )

1 − (1 − 𝑣2max

𝑐2
)
1/2

(9.12-11c)

und hierauf 𝛥𝜏GR aus Gl. (9.12-11b).
6. 𝛥𝜏E, 𝛥𝜏R und 𝛥𝜏E − 𝛥𝜏R aus Gl. (9.12-8) berechnet;
7. 𝑥max aus (siehe Gl. (9.12-6c))

𝑥max =
2𝑐2
̃𝑎 [(1 +

𝑎̃2 (𝛥𝜏BE )2

16𝑐2 )
1/2
− 1] + 𝑣max

𝛥𝜏GE
2 (9.12-12)

berechnet.

Die Tabelle zeigt die Ergebnisse für 𝛥𝜏E , 𝛥𝜏R , 𝛥𝜏E− 𝛥𝜏R und 𝑥max für einige vorgegebene
Werte von 𝛥𝜏BE und 𝑝 = 1 sowie

𝑎̃ = 1𝑔0 = 980,67 cm ⋅ s−2 ⇒ 𝑐
̃𝑎 = 3,057⋅107 𝑠 ≈ 0,97 𝑎.

𝑣max/𝑐 kann unter der gleichen Reisenummer aus der Tabelle von Punkt (a) entnommen
werden. Bei Reisen mit der gleichen Reisenummer wird die gleiche Brennstoffmenge wie
bei Punkt (a) verbraucht. Durch Ausnützen der erreichten Höchstgeschwindigkeit wer-
den bei gleichem Brennstoffverbrauch wie erwartet wesentlich größere Zeitdilatationen
erreicht. An den grundsätzlichen Ausführungen am Ende von Punkt (a) ändert dies aber
nichts.

Reise von R 𝛥𝜏BE 𝛥𝜏E 𝛥𝜏R 𝛥𝜏E− 𝛥𝜏R 𝑥max

Nr. 1 1m 2a 11m ≈2a 11m 5h 28min 12Licht-d

Nr. 2 1a 34a 10m 33a 9m 1a 1m 4,2Licht-a

Nr. 3 5a 217a 3m 134a 5m 82a 10m 86,9Licht-a

Nr. 4 10a 557a 7m 205a 352a 7m 263Licht-a

(c) Im Sinne der Vorbemerkung zu Punkt (b) ist in diesem Punkt die Geschwindigkeit 𝑣
als 𝑣max von Punkt (b) zu verstehen.
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Abb. 9.12-1:Minkowskidiagramm zur Variante (c) des Zwillingsproblems

Bei Zugrundelegung des Inertialsystem 𝖲 für die Berechnung der Zeitdilatation sieht man
unmittelbar

𝛥𝜏R =
𝛥𝜏E
𝛾(𝑣)

. (9.12-13)

Bei Zugrundelegung des Inertialsystem 𝖲′ für die Berechnung der Zeitdilatation handelt es
sich nichtmehr um eine Kopfrechnung. Aus didaktischen Gründen stelle ich im Folgenden
die Berechnung unter Verwendung von 𝖲 und die Berechnung unter Verwendung von 𝖲′
nebeneinander.

Inertialsystem 𝖲 Inertialsystem 𝖲′

𝛥𝜏 =

𝛥𝑡

∫
0

𝑑𝑡√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2 =

𝛥𝑡′

∫
0

𝑑𝑡′√1− 𝑣′2(𝑡′)
𝑐2 ; (9.12-14)

E∶ 𝑣E(𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝛥𝑡, 𝑣′E(𝑡′) = −𝑣, 0 ≤ 𝑡′ ≤ 𝛥𝑡′,

𝑣2E(𝑡)
𝑐2 = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝛥𝑡,

𝑣′2E (𝑡′)
𝑐2 = 𝑣2

𝑐2 , 0 ≤ 𝑡′ ≤ 𝛥𝑡′, (9.12-15)

𝛥𝜏E = 𝛥𝑡 = √1− 𝑣2
𝑐2 𝛥𝑡′. (9.12-16)
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(Die im Folgenden benötigte Geschwindigkeit 𝑣′R wurde bereits in Aufgabe 9.2mithilfe des Transfor-
mationsgesetzes der Teilchengeschwindigkeit als Geschwindigkeit 𝑣′2 berechnet; siehe Seite 406)

Inertialsystem 𝖲 Inertialsystem 𝖲′

R∶ 𝑣R(𝑡) = {
𝑣, 0 < 𝑡 < 𝛥𝑡

2
−𝑣, 𝛥𝑡

2
< 𝑡 < 𝛥𝑡

, 𝑣′R(𝑡′) =
⎧
⎨
⎩

0, 0 < 𝑡′< 𝛥𝑡′I
− 2𝑣

1+
𝑣2

𝑐2

, 𝛥𝑡′I < 𝑡′< 𝛥𝑡′ ;

𝑣2R(𝑡)
𝑐2 = 𝑣2

𝑐2 , 0 < 𝑡 < 𝛥𝑡,
𝑣′2R (𝑡′)
𝑐2 =

⎧⎪
⎨⎪
⎩

0, 0 < 𝑡′< 𝛥𝑡′I
4
𝑣2

𝑐2

(1+ 𝑣2

𝑐2
)
2
, 𝛥𝑡′I < 𝑡′< 𝛥𝑡′

. (9.12-17)

Dabei muss noch 𝛥𝑡′I berechnet werden:

|𝛥𝑥′| = |𝑥′2| = 𝑣𝛥𝑡′= 2𝑣

1+
𝑣2

𝑐2

𝛥𝑡′II ⇒ 𝛥𝑡′II = (1 + 𝑣2

𝑐2
) 𝛥𝑡

′

2 , 𝛥𝑡′I = (1 − 𝑣2

𝑐2
) 𝛥𝑡

′

2 . (9.12-18)

𝛥𝜏R = √1− 𝑣2
𝑐2 𝛥𝑡 =

𝛥𝑡′I

∫
0

𝑑𝑡′√1−
𝑣′2R (𝑡′)
𝑐2

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟
𝛥𝜏IR

+

𝛥𝑡′

∫
𝛥𝑡′I

𝑑𝑡′√1−
𝑣′2R (𝑡′)
𝑐2

⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⎵⏟
𝛥𝜏IIR

. (9.12-19)

Einsetzen von (9.12-17) und (9.12-18) gibt nach kurzer elementarer Rechnung

𝛥𝜏IR = 𝛥𝜏IIR = (1 − 𝑣2

𝑐2
) 𝛥𝑡

′

2 . (9.12-20)

𝛥𝜏IR = 𝛥𝜏IIR sieht man unmittelbar aus demMinkowskidiagramm. Der Leser beachte aber,
dassman𝑣′R auch für dieBerechnungvon𝛥𝑡′I braucht,wofernman inder rechtenSpalte nur
Größen von 𝖲′verwendenmöchte. Außerdem ist das bisher benützte Minkowskidiagramm
nicht die natürlichste Darstellungsform, wennman den Vorgang vom Standpunkt von 𝖲′
beschreiben will.

Inertialsystem 𝖲 Inertialsystem 𝖲′

𝛥𝜏R = √1− 𝑣2
𝑐2 𝛥𝑡 = (1 − 𝑣2

𝑐2
) 𝛥𝑡′ ; (9.12-21)

𝛥𝜏R = √1− 𝑣2
𝑐2 𝛥𝜏E = √1− 𝑣2

𝑐2 𝛥𝜏E . (9.12-22)
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Minkowskidiagramm vom Standpunkt von 𝖲′ (äquivalent zum früheren Minkowskidia-
gramm):

tan𝛼′ =
|𝑣′E|
𝑐 = 𝑣

𝑐 =
|𝑥′2|
𝑐𝛥𝑡′

tan𝛽′ =
|𝑣′R|
𝑐 =

2 𝑣
𝑐

1 + 𝑣2

𝑐2

=
|𝑥′2|
𝑐𝛥𝑡′II

⎫
⎪

⎬
⎪
⎭

⇒ 2
1 + 𝑣2

𝑐2

= 𝛥𝑡′
𝛥𝑡′II

; 𝛥𝑡′II, 𝛥𝑡′I wie zuvor.

Weiterführende Diskussion und Bemerkungen

Bei allen im Zusammenhang mit dem Zwillingsproblem gezogenen Fehlschlüssen, welche
zu einem scheinbaren Paradoxon führen, handelt es sich entweder darum, dass die aus-
schließlich für Inertialsysteme gültige Formel (9.12-1) für das Differential der Eigenzeit
für ein Nichtinertialsystem benützt wird, oder dass bei der Berechnung von𝛥𝜏E ,𝛥𝜏R durch
Nichtbeachtung der Relativität der Gleichzeitigkeit Weltlinienstücke „vergessen“ werden.
Von letzterer Art wäre beispielsweise die folgende Schlussweise:
(1) „Flugphase1“ von R: Rechnung im „Wegflug-Ruhsystem“ S′ von R:

𝛥𝜏(1)E =√1− 𝑣2
𝑐2 𝛥𝜏(1)R ;
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(2) „Flugphase2“ von R: Rechnung im „Rückflug-Ruhsystem“ S″ von R:

𝛥𝜏(2)E =√1− 𝑣2
𝑐2 𝛥𝜏(2)R ;

Summeneffekt:

𝛥𝜏E = 𝛥𝜏(1)E + 𝛥𝜏(2)E =√1− 𝑣2
𝑐2 (𝛥𝜏

(1)
R + 𝛥𝜏(2)R ) =√1− 𝑣2

𝑐2 𝛥𝜏R Paradoxon!

Das Minkowskidiagramm zeigt, dass die Relativität der Gleichzeitigkeit nicht beachtet wurde.

Gleichzeitig mit 𝖴 in 𝖲′ ist 𝖴′, gleichzeitig mit 𝖴 in 𝖲″ ist 𝖴″, also gilt

𝛥𝜏E = 𝛥𝜏E(𝖤1,𝖴′)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
𝛥𝜏(1)E

+ 𝛥𝜏E(𝖴′,𝖴″)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟

„vergessen“

+ 𝛥𝜏E(𝖴″, 𝖤2)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
𝛥𝜏(2)E

.

Der (wie auch dasMinkowskidiagrammzeigt) nicht gerade unbedeutende Beitrag zwischen
𝖴′und 𝖴″wurde „vergessen“…
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Testaufgaben

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T9.1 Ein Stab der Ruhlänge 𝐿0 bewegt sich mit der Geschwindigkeit 𝑣 relativ zu einem
Inertialsystem 𝖲 parallel zu sich selbst. Ein Teilchen bewegt sich relativ zu 𝖲mit entgegen-
gesetzt gleicher Geschwindigkeit auf den Stab zu. Wie viel Zeit benötigt das Teilchen in 𝖲
zum Passieren des Stabes? Wie viel Zeit benötigt das Teilchen im Ruhsystem 𝖲′des Stabes
um diesen zu passieren?

Siehe auch die ähnliche Aufgabe 9.2.

T9.2 Betrachtet werden zweiMaßstäbe. Stab1 hat die Ruhlänge𝐿0, Stab2 die Ruhlänge
2𝐿0 (Abstand zwischen Stabanfang 𝘈 und Stabende 𝘌 im jeweiligen Ruhsystem). Stab1 be-
wegt sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲 parallel zu sich selbst mit der Geschwindigkeit
𝑐/2 in positive 𝑥-Richtung, Stab2 sei parallel zu Stab1 und bewege sich relativ zu 𝖲mit
höherer Geschwindigkeit gleichförmig geradlinig in positive 𝑥-Richtung. Für Beobachter
in 𝖲 haben die beiden Stäbe im Augenblick, in welchem Stab2 Stab1 überholt, gleiche
Länge 𝐿. Welche Geschwindigkeit hat Stab2 relativ zu 𝖲?

T9.3 Betrachtet werden zwei Maßstäbe der gleichen Ruhlänge 𝐿0 (Abstand zwischen
Stabanfang 𝘈 und Stabende 𝘌 im jeweiligen Ruhsystem). Der eine der beiden Maßstäbe,
Maßstab1genannt, ruhe in einemInertialsystem𝖲 längsder𝑥-Achse, der zweite,Maßstab2
genannt, sei parallel zum ersten Maßstab und bewege sich gleichförmig geradlinig in
positiver 𝑥-Richtung; sein Ruhsystem nennen wir 𝖲′. Beobachter in 𝖲 stellen fest, dass
zwischen den beiden Ereignissen „Ende 𝘌2 von Maßstab2 koinzidiert räumlich mit Ende
𝘌1 von Maßstab 1“ und „Anfang 𝘈2 von Maßstab2 koinzidiert räumlich mit Anfang 𝘈1 von
Maßstab 1“ das Zeitintervall 𝛥𝑡 verstreicht.

(a) Berechne die Geschwindigkeit 𝑉 des Maßstabes2 relativ zum Maßstab1. Wie groß
kann 𝛥𝑡 bei gegebenem 𝐿0maximal sein?

(b) In welcher zeitlichen Reihenfolge finden die vier Ereignisse
ℰ1: 𝘌2 koinzidiert räumlich mit 𝘌1
ℰ2: 𝘌2 koinzidiert räumlich mit 𝘈1
ℰ3: 𝘈2 koinzidiert räumlich mit 𝘌1
ℰ4: 𝘈2 koinzidiert räumlich mit 𝘈1

(b1) für Beobachter in 𝖲;

(b2) für Beobachter in 𝖲′
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9. Relativität der Gleichzeitigkeit. Transformation von Teilchengeschwindigkeit und
Teilchenbeschleunigung. Hyperbolische Bewegung. Minkowskidiagramme

statt? Zeichne ein Minkowskidiagramm dazu.

(c) Gibt es ein Inertialsystem 𝖲″, in welchem die beiden Ereignisse ℰ1 und ℰ4 gleichzeitig
sind?Gibt es ein Inertialsystem𝖲‴, inwelchemdasEreignis ℰ2 zeitlich vor demEreignis
ℰ3 stattfindet?

Begründe die Antworten.

T9.4 Ein Teilchen bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲mit dem konstanten
Geschwindigkeitsbetrag 𝑣 = (2/√5) 𝑐 in Richtung der Winkelsymmetrale zwischen 𝑥- und
𝑦-Achse.

(a) Schreibe Dreier- und Vierergeschwindigkeit des Teilchens bezüglich 𝖲 an.

(b) Transformiere die Vierergeschwindigkeit des Teilchens mittels Standardlorentztrans-
formation nach einem Inertialsystem 𝖲′, welches achsenparallel zu 𝖲 ist und sich relativ
zu 𝖲 in positiver 𝑥-Richtung mit der Geschwindigkeit𝑉 = √2/5 𝑐 bewegt.

(c) Schreibe die „gewöhnliche“ Geschwindigkeit (Dreiergeschwindigkeit) des Teilchens
bezüglich 𝖲′an.

T9.5 EineRakete der Ruhlänge𝐿0 bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem𝖲mit der
konstantenGeschwindigkeit 𝑣 in positive 𝑥-Richtung. In demAugenblick, in demdie Spitze
der Rakete die Stelle 𝑥0 der 𝑥-Achse passiert, wird ein Lichtsignal von der Raketenspitze
zum Raketenende gesendet.

(a) Wie lange braucht das Lichtsignal im Inertialsystem 𝖲, um das Raketenende zu errei-
chen?

(b) Wie lange braucht das Lichtsignal im Ruhsystem 𝖲′der Rakete, um das Raketenende
zu erreichen?

(c) Wie lange braucht das Raketenende im System 𝖲, um die Stelle 𝑥0 zu erreichen?

T9.6 Zwei Raketen ℛ1, ℛ2 bewegen sich in Bezug auf ein Inertialsystem 𝖲 mit Ge-
schwindigkeiten vom Betrag 𝑐/2 auf parallelen geraden Bahnen in entgegengesetzte Rich-
tungen (siehe die Abbildung). Der Normalabstand der Bahnen in 𝖲 sei 𝑑.
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Testaufgaben

(a) Von der Rakete ℛ1wird zu jenem Zeitpunkt in 𝖲, zu dem die Raketen einander in 𝖲
passieren (d. h. den Abstand 𝑑 besitzen), ein Paket abgeschossen. Das Ruhsystem 𝖲′
vonℛ1 soll in Standardkonfiguration zu 𝖲 gewählt werden. Falls das Paket mit einer
Geschwindigkeit vom Betrag

𝑢′ =
√79
10 𝑐

bezüglich 𝖲′ abgeschossen wird, unter welchem Winkel 𝛼′ zur 𝑦′-Achse muss dies
geschehen, damit es mit der Raketeℛ2 zusammentrifft?

(b) Gib die entsprechende Geschwindigkeit 𝒖′ des Pakets in 𝖲′ sowie die zugehörige Ge-
schwindigkeit 𝒖 in 𝖲 an.

(c) Wie lange ist das Paket

(c1) in 𝖲;

(c2) in 𝖲′

vom Abschuss durchℛ1 bis zum Zusammentreffen mitℛ2 unterwegs?

T9.7 Betrachtet werden zwei Standarduhren𝒰1,𝒰2, welche zweimal zusammentreffen.
Beim ersten Zusammentreffen (Ereignis E1) werden sie auf gleiche Zeigerstellung einge-
stellt. Zu berechnen ist, umwie viel ihre Zeitangaben beim abermaligen Zusammentreffen
(Ereignis E2) differieren.
Die Uhr 𝒰1 ruhe im Inertialsystem 𝖲 für 𝑡 ≤ 0 im Ursprung und führe für 𝑡 > 0 eine

hyperbolische Bewegung in positive 𝑥-Richtung mit der Beschleunigung 𝑎̃ gegenüber
ihrem jeweiligen momentanen inertialen Ruhsystem 𝖲̃ aus. Die Uhr 𝒰2 bewege sich zu
allen Zeiten mit der konstanten Geschwindigkeit 𝑣0 in positive 𝑥-Richtung, wobei sie zum
Zeitpunkt 𝑡 = 0 den Ursprung passiere.
Was ergibt sich speziell für

𝑎̃ = 3000 cms−2 , 𝑣0 =
√3
2 𝑐 ?

Anleitung: Die Formeln (9.9-9) für die hyperbolische Bewegung können als bekannt angesehen
werden. Setze ferner 𝑐 = 3 ⋅ 1010cm ⋅ s−1.
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T9.8 Zwei Raketen ℛ1, ℛ2 starten zum Zeitpunkt 𝑡0 = 0 an den Stellen 𝒓1(0) = (0, 0, 0),
𝒓2(0) = (𝐿0, 0, 0), 𝐿0 = 3 km, eines Inertialsystems 𝖲. Für 𝑡 > 0 bewegen sich die beiden
Raketen „hyperbolisch“ in 𝑥-Richtung von 𝖲mit der Beschleunigung 𝑎̃ = 3000 cm ⋅ s−2
bezüglich ihres jeweiligen momentanen inertialen Ruhsystems.
Von der Rakete ℛ1 aus wird der Rakete ℛ2 ein Jahr nach dem Start, zwei Jahre nach

dem Start, drei Jahre nach dem Start usf. – abgelesen jeweils an einer mit der Raketeℛ1
mitgeführtenStandarduhr – ein Lichtsignal nachgesendet.Wie viele Lichtsignale erreichen
insgesamt die Raketeℛ2?
Die Formeln (9.9-9) für die hyperbolische Bewegung sollen als bekannt angesehen werden. Setzte
1 Jahr= 365 Tage, 𝑐 = 3 ⋅ 1010 cm ⋅ s−1.
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10. Transformation von Quellen, Feldern und
Kräften. Aberration und Dopplereffekt

Angaben

10.1 Eine elektrische Punktladung bewege sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲
gleichförmig geradlinig nach dem Bewegungsgesetz (siehe die Abbildung)

𝒓(𝑡) = 𝒓0+ 𝒗0𝑡.

In ihrem Ruhsystem 𝖲̃ liegt ein rein elektrostatisches Coulombfeld vor. Berechne aus die-
semmithilfe des Transformationsgesetzes der elektromagnetischen Potentiale und Feld-
stärken bei Lorentztransformationen die elektromagnetischen Potentiale und Feldstärken
in 𝖲 und zeige, dass sich das Ergebnis mit

𝑹(𝒓; 𝑡) ≔ 𝒓 − 𝒓(𝑡) = 𝒓 − 𝒓0− 𝒗0𝑡 , cos 𝛼(𝒓; 𝑡) ≔ 𝑹(𝒓; 𝑡)
𝑅(𝒓; 𝑡)

⋅ 𝒗0𝑣0
, 𝜷0≔

𝒗0
𝑐

auf die Form

𝜑(𝒓, 𝑡) = 𝑞
𝑅(𝒓; 𝑡)[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]

1/2
, 𝑨(𝒓, 𝑡) = 𝜷0𝜑(𝒓, 𝑡) ,

𝑬(𝒓, 𝑡) =
𝑞𝑹(𝒓; 𝑡)(1 − 𝛽20)

[𝑅(𝒓; 𝑡)]3[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]
3/2

, 𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝜷0 ⨯ 𝑬(𝒓, 𝑡)
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10. Transformation von Quellen, Feldern und Kräften. Aberration und Dopplereffekt

bringen lässt.
Anleitung: Betrachte zuerst den Sonderfall 𝒓0 = 𝟎, 𝒗0 = (𝑣0, 0, 0), womit die Standardlorentz-
transformationen angewendet werden können. Gelingt es dann, die Lösung für diesen Sonderfall
in der obigen Form anzuschreiben, so hat man auch die Lösung für den allgemeinen Fall, da je-
de Tensorgleichung bzgl. orthogonalen Transformationen (Drehungen und Verschiebungen des
Koordinatensystems im Bezugsraum) forminvariant ist.

10.2

Zwei große parallele nicht leitende Platten
tragen in ihrem Ruhsystem, dem Inertial-
system 𝖲′, die homogenen statischen Flä-
chenladungsdichten+𝜎 bzw.−𝜎. Sie sind
in 𝖲′ um 45o gegen die 𝑥′-Achse geneigt
und bewegen sich gemeinsammit der Ge-
schwindigkeit 𝑽 relativ zu einem Inertial-
system 𝖲.

(Wahl der Koordinatensysteme und der Richtung von 𝑽wie in der Abbildung dargestellt.)

(a) Berechneunter Vernachlässigung vonRandeffektendas elektrostatischeFeld zwischen
den Platten im Inertialsystem 𝖲.

(b) WelchenWinkel schließen die Platten mit der 𝑥-Achse des Inertialsystems 𝖲 ein?

(c) Berechne denWinkel zwischen der Richtung des 𝑬-Feldes und der Normalenrichtung
der Platten in 𝖲.

Das elektrische Feld zwischen den Platten in 𝖲′kann als bekannt angesehen werden.

Siehe auch die Testaufgabe T10.3.

10.3 Leite mithilfe des Transformationsgesetzes der „Viererkraft“ (Minkowskikraft)

(𝐹𝜇) = (𝛾(𝑣) 𝑭
•𝒗
𝑐 , 𝛾(𝑣)𝑭)

das Transformationsgesetz der „Dreierkraft“ („gewöhnlichen Kraft“) 𝑭 für Inertialsysteme
𝖲, 𝖲′ in Standardkonfiguration ab.
Anleitung: Benütze die in Aufgabe 9.7 bewiesene Beziehung

𝛾(𝑣′)
𝛾(𝑣)

= 𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2 ) .

Siehe auch die Testaufgaben T10.6 und T10.7.
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Angaben

10.4 Ein Punktdipol, welcher in seinem Ruhsystem 𝖲0 das elektrische Moment 𝒑0 und
das magnetische Moment𝒎0 besitzt, bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲mit
der konstanten Geschwindigkeit 𝒗 = (𝑣, 0, 0), 𝑣 > 0.
Berechne mithilfe des Transformationsgesetzes der elektromagnetischen Quelldichten

das elektrische Moment 𝒑 und das magnetische Moment𝒎 des Dipols im Inertialsystem 𝖲.
Hinweis: Ladungs- und Stromdichte eines kombinierten elektrischen und magnetischen Punktdi-
pols, welcher sich nach dem Bewegungsgesetz 𝒓(𝑡) bewegt, sind durch

𝜌(𝒓, 𝑡) = −𝒑⋅𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓(𝑡)) ,

𝒋(𝒓, 𝑡) = −[𝒗(𝑡)⋅𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓(𝑡))]𝒑 − 𝑐𝒎 ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓(𝑡))

mit 𝒗(𝑡) = 𝑑𝒓(𝑡)/𝑑𝑡 gegeben. (Vergleiche mit den Quelldichten aus der Elektro- und Magnetostatik
Anhang A.11, Punkt 1.2 und Punkt 2.1.)

10.5 Zwei parallele unendlich lange dünne Stäbe bewegen sich relativ zu einem Inerti-
alsystem 𝖲mit gleicher Geschwindigkeit 𝑽= (0, 0, 𝑉),𝑉 > 0, im Abstand 2𝑏 parallel zu sich
selbst (siehe die Abbildung). Im Ruhsystem 𝖲′der beiden Stäbe trage der eine (Stab1) die
Ladung 𝜏0 > 0 pro Längeneinheit, der andere (Stab2) die Ladung−𝜏0 pro Längeneinheit.
Berechne ausgehend von den aus der Aufgabe 1.4 bekannten Quelldichten, Feldern und
Kräften bzgl. des Inertialsystems 𝖲′mittels Lorentztransformation

(a) die Ladungsdichte 𝜌(𝒓) und die Stromdichte
𝒋(𝒓) im Inertialsystem 𝖲;

(b) die elektromagnetischen Potentiale 𝜑(𝒓),𝑨(𝒓)
im Inertialsystem 𝖲;

(c) die zugehörigen Feldstärken 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓) im In-
ertialsystem 𝖲;

(d) die Kräfte, die in 𝖲 pro Längeneinheit auf die
Stäbe wirken.

Bei Punkt (d) soll das in Aufgabe 10.3 behandelte Transformationsgesetz (10.3-4) der
„Dreierkraft“ bei Standardlorentztransformationen als bekannt angesehen werden.

10.6 Ein unendlich langen Vollzylinder (𝑧-Achse= Zylinderachse) vom Radius 𝑎, der
in einem Inertialsystem 𝖲 ruht, sei homogen geladen mit der Ladung 𝜅 pro Längeneinheit,
außerdem fließe in Achsenrichtung ein über die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilter
Strom 𝐼.
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10. Transformation von Quellen, Feldern und Kräften. Aberration und Dopplereffekt

(a) Untersuche unter welcher Bedingung ein Inertialsystem 𝖲′existiert, in welchem ein
rein elektrischesFeld vorliegt.WenndieseBedingung erfüllt ist berechnedieGeschwin-
digkeit von 𝖲′ relativ zu 𝖲 und das in 𝖲′ vorliegende elektrische Feld.

(b) Untersuche unter welcher Bedingung ein Inertialsystem 𝖲′existiert, in welchem ein
reines Magnetfeld vorliegt. Wenn diese Bedingung erfüllt ist berechne die Geschwin-
digkeit von 𝖲′ relativ zu 𝖲 und das in 𝖲′ vorliegende Magnetfeld.

10.7 Ein Punktdipol besitzt in seinem Ruhsystem 𝖲0 das elektrische Moment 𝒑0 und
das magnetische Moment𝒎0 = 𝟎. Dieser Punktdipol bewegt sich relativ zu einem Inertial-
system 𝖲 nach dem Bewegungsgesetz 𝒓(𝑡) = (𝑣𝑡, 0, 0), 𝑣 > 0.
Berechne die elektromagnetischen Potentiale 𝜑(𝒓, 𝑡), 𝑨(𝒓, 𝑡) und die elektromagneti-

schen Feldstärken 𝑬(𝒓, 𝑡), 𝑩(𝒓, 𝑡) in 𝖲, und zwar durch Transformation der Potentiale und
Feldstärken von 𝖲0 ≡ 𝖲′nach 𝖲 (𝖲, 𝖲′ in Standardkonfiguration).

Hinweis: Drücke die gesuchten Größen durch 𝒑0 , 𝒗 = (𝑣, 0, 0), 𝛾(𝑣) und

𝒓∗(𝒓, 𝑡) ∶= (𝑥 − 𝑣𝑡, 𝑦
𝛾(𝑣)

, 𝑧
𝛾(𝑣))

sowie 𝑟∗(𝒓, 𝑡) = |𝒓∗(𝒓, 𝑡)| aus.

10.8 Ein Punktdipol, welcher in seinem Ruhsystem 𝖲0 das elektrische Moment 𝒑0 = 𝟎
und das magnetische Moment 𝒎0 = 𝑚0𝒆0𝑧 besitzt, bewegt sich relativ zu einem Iner-
tialsystem 𝖲 nach dem Bewegungsgesetz 𝒓(𝑡) = (0, 0, 𝑣𝑡), 𝑣 > 0 (𝖲, 𝖲0 in modifizierter
Standardkonfiguration).

(a) Berechne das elektromagnetische Feld in 𝖲 und schreibe die Feldstärken auf Zylinder-
komponenten und Zylinderkoordinaten um.

(b) Welche Gestalt haben die elektrischen Feldlinien in der 𝑥𝑦-Ebene zu einem festen
Zeitpunkt 𝑡, und wie ändert sich die elektrische Feldstärke in einem festen Punkt
(𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) der 𝑥𝑦-Ebene im Laufe der Zeit? (Skizze)

10.9 Zwei elektrische Punktladungen 𝑞1, 𝑞2 bewegen sich mit der gleichen konstanten
Geschwindigkeit 𝒗0 relativ zu einem Inertialsystem 𝖲 (siehe die Abbildung).
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Angaben

Berechne die auf die Ladung 𝑞1wirkende Kraft 𝑭1. Spezialisiere das Ergebnis auf den Fall,
dass sich die Ladungen in Richtung ihrer Verbindungslinie (𝛼 = 0, 𝜋) oder senkrecht zu
ihrer Verbindungslinie (𝛼 = 𝜋/2, 3𝜋/2) bewegen.

10.10* Reflexion von Licht am bewegten Spiegel:

Von einer Lichtquelle, welche in einem Inertialsystem 𝖲 ruht, wird ein Strahlungspuls1mit
derKreisfrequenz𝜔e in eine in der𝑥𝑦-Ebene liegendeRichtung𝒏emit𝑛e,𝑥> 0 ausgesendet.

Ein zur 𝑦𝑧-Ebene paralleler ebener
Spiegel bewege sich relativ zu 𝖲mit
der Geschwindigkeit 𝑽 = (𝑉, 0, 0)
von der Lichtquelle weg (𝑉 > 0; flie-
hender Spiegel) bzw. auf die Lichtquel-
le zu (𝑉 < 0; entgegenlaufender Spie-
gel); siehe die Abbildung.
Beachte: 𝑉 ≡ 𝑉𝑥, d. h. 𝑉 soll in dieser
Aufgabe nicht den Betrag des Vektors 𝑽
bezeichnen, und die Pfeile in den Abbil-
dungen sollen die Bewegungsrichtung
des Spiegels relativ zu 𝖲 angeben.

(a) Zeige: Falls es in 𝖲 zur Reflexion kommt (Bedingung dafür siehe unten), gilt für den

1Idealisiert als monochromatische Strahlung beschrieben.
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Reflexionswinkel 𝜗r (𝜗r < 𝜋/2) und für die Kreisfrequenz𝜔r eines reflektierten Photons

cos 𝜗r =
(1 + 𝛽2)cos 𝜗e− 2𝛽
1 − 2𝛽 cos 𝜗e+ 𝛽2 ,

𝜔r = 𝜔e
1 − 2𝛽 cos 𝜗e+ 𝛽2

1 − 𝛽2

mit 𝛽 = 𝛽(𝑉) ∶= 𝑉/𝑐 .

(b) Zeige: Im Falle des entgegenlaufenden Spiegels kommt es für beliebige Einfallswinkel 𝜗e
(0 ≤ 𝜗e < 𝜋/2) zur Reflexion von Photonen in 𝖲 und es gilt 𝜗r < 𝜗e, 𝜔r > 𝜔e.

(c) Zeige: Im Falle des fliehenden Spiegels kommt es in 𝖲 nur dann zur Reflexion von Photo-
nen, falls

𝜗e < arccos 2𝛽
1 + 𝛽2 =∶ 𝜗

max
e

ist, und es gilt dann 𝜗r > 𝜗e, 𝜔r < 𝜔e. Was passiert, wenn 𝜗e > arccos 𝛽 =∶ 𝜗0e ist? Was
passiert, wenn 𝜗e zwischen 𝜗max

e und 𝜗0e liegt?

Hinweis: Die Einschränkung 𝑛e,𝑥 > 0wurde in der Angabe zur Vereinfachung der Aufgabe gemacht.
Im Falle des entgegenlaufenden Spiegels (𝑉 < 0) ist an sich auch noch der Fall 𝑛e,𝑥 ≤ 0 interessant,
solange noch 𝜗e < 𝜋− arccos |𝛽| ist, da dann der Spiegel Photonen „einholt“ und ablenkt.
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Lösungen

10.1

Gegeben: DasBewegungsgesetz der Ladung𝑞

𝒓(𝑡) = 𝒓0+ 𝒗0𝑡.

Gesucht: Das von der bewegten Ladung verur-
sachte elektromagnetische Feld, das sogenann-
te konvektive Coulombfeld

𝜑(𝒓, 𝑡) , 𝑨(𝒓, 𝑡) ; 𝑬(𝒓, 𝑡) , 𝑩(𝒓, 𝑡) .

Um nur Standardlorentztransformation anwen-
den zumüssen, betrachten wir zunächst den ein-
fachen Sonderfall

𝒓0 = 𝟎, 𝒗0 = (𝑣0, 0, 0), 𝑣0 > 0; 𝒓(𝑡) = (𝑣0𝑡, 0, 0) .

Die Lösung für den allgemeinen Fall können wir
dann aus jener für den Sonderfall mithilfe des in
der Anleitung beschriebenen „Tricks“ erhalten.

Wir wählen nun das dauernde Ruhsystem 𝖲̃, in dessen Ursprung die Punktladung ruht, in
Standardkonfiguration zu 𝖲. (Da 𝑣0 konstant ist, ist 𝖲̃ Inertialsystem.)

Im Bezugssystem 𝖲̃ liegt ein elektrostatisches Coulombfeld vor:

𝜑̃( ̃𝒓, CC ̃𝑡) =
𝑞
̃𝑟 , 𝑨̃( ̃𝒓, CC

̃𝑡) = 𝟎; 𝑬̃( ̃𝒓, CC ̃𝑡) =
𝑞 ̃𝒓
̃𝑟3 , 𝑩̃(

̃𝒓, CC ̃𝑡) = 𝟎. (10.1-1)

Die aus der Elektrostatik bekannten Äquipotentialflächen, die bekannte Feldrichtung und
das bekannte Feldlinienbild des elektrostatischen Feldes 𝑬̃( ̃𝒓):
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Standardlorentztransformation der Zeit-Orts-Koordinaten

Mit den Abkürzungen

𝛽0≡ 𝛽(𝑣0) =
𝑣0
𝑐 , 𝛾0≡ 𝛾(𝑣0) =

1

√1− 𝑣20
𝑐2

(10.1-2)

lautet das Transformationsgesetz

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐 ̃𝑡
𝑥̃
̃𝑦
̃𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾0 −𝛽0𝛾0 0 0
−𝛽0𝛾0 𝛾0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

; (10.1-3)

Umkehrtransformation
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾0 𝛽0𝛾0 0 0
𝛽0𝛾0 𝛾0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐 ̃𝑡
𝑥̃
̃𝑦
̃𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

. (10.1-4)

Wegen der Korrespondenz (𝐴𝜇) = (𝜑,𝑨) ↔ (𝑥𝜇) = (𝑐𝑡, 𝒓) gilt für die Standardlorentztrans-
formation 𝜑̃, 𝑨̃ → 𝜑,𝑨 (Argumente vorübergehend weggelassen)

⎛
⎜
⎜
⎝

𝜑
𝐴𝑥
𝐴𝑦
𝐴𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾0 𝛽0𝛾0 0 0
𝛽0𝛾0 𝛾0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑞
𝑟̃

0
0
0

⎞
⎟
⎟
⎠

. (10.1-5)

Daraus folgt – die Funktion ̃𝑟 = ̃𝑟(𝒓, 𝑡) ist noch zu berechnen –

𝜑(𝒓, 𝑡) = 𝛾0
𝑞
̃𝑟 , 𝐴𝑥(𝒓, 𝑡) = 𝛽0𝛾0

𝑞
̃𝑟 = 𝛽0𝜑(𝒓, 𝑡) , 𝐴𝑦(𝒓, 𝑡) = 0, 𝐴𝑥(𝒓, 𝑡) = 0. (10.1-6)

Für das Vektorpotential in 𝖲 gilt also

𝑨(𝒓, 𝑡) = 𝒗0
𝑐 𝜑(𝒓, 𝑡) . (10.1-7)
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Diese Beziehung ist als Tensorgleichung forminvariant bzgl. orthogonalen Transforma-
tionen (Drehungen und Translationen im ℝ3). Sie ist – wie gezeigt wurde – richtig für
𝒓0 = 𝟎, 𝒗0 = (𝑣0, 0, 0), als forminvariante Beziehung ist sie daher auch für allgemeines 𝒓0, 𝒗0
richtig.

Formeln die für den allgemeinen Fall gelten werde ich im Folgenden auf dieselbe Weise
wie die Formel von Gl. (10.1-7) hervorheben.

Wir benötigen noch die Funktion ̃𝑟 = ̃𝑟(𝒓, 𝑡):

̃𝑟2 = 𝑥̃2+ ̃𝑦2+ ̃𝑧2 = 𝛾20 (𝑥 − 𝑣0𝑡)2+ 𝑦2+ 𝑧2, ̃𝑟
𝛾0
= [(𝑥 − 𝑣0𝑡)2+

𝑦2+ 𝑧2

𝛾20
]
1/2

; (10.1-8)

𝜑(𝒓, 𝑡) = 𝑞

[(𝑥 − 𝑣0𝑡)2+
𝑦2+𝑧2

𝛾20
]
1/2

. (10.1-9)

Äquipotentialflächen für festes 𝑡 („Momentaufnahme“ des Feldes)

𝜑(𝒓, 𝑡) = 𝜑0 = konst. ⇒ (𝑥 − 𝑣0𝑡)2
𝑞2

𝜑20

+ 𝑦2+ 𝑧2

𝛾20
𝑞2

𝜑20

= 1. (10.1-10)

Das sind Rotationsellipsoide mit 𝑏 = 𝑐 = 𝛾0
𝑞
𝜑0

und 𝑎 = 𝑞
𝜑0

um die Momentanlage 𝒓(𝑡) =
(𝑣0𝑡, 0, 0) der Ladung.2Wegen

𝑬(𝒓, 𝑡) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝒓, 𝑡) − 1
𝑐
𝜕𝑨(𝒓, 𝑡)
𝜕𝑡 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝒓, 𝑡) − 𝒗0

𝑐2
𝜕𝜑(𝒓, 𝑡)
𝜕𝑡 (10.1-11)

kommt zum Zeitpunkt 𝑡 im Aufpunkt 𝒓 zu−𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝒓, 𝑡) ein Vektor mit Richtung von−𝒗0
hinzu, da in diesem Aufpunkt 𝜕𝜑(𝒓, 𝑡)/𝜕𝑡 > 0 ist. (Die weitere Rechnung wird zeigen, dass
der zweite Term in (10.1-11) gerade auf die strichlierte Richtung in der zweiten Abbildung
führt.)

Nächstes Ziel: Eine für den allgemeinen Fall gültige Formel für 𝜑(𝒓, 𝑡). Dieses Ziel kann
man nur erreichen, indemman 𝜑(𝒓, 𝑡) durch die Beträge der Vektoren

𝑹(𝒓; 𝑡) ≔ 𝒓 − 𝒓(𝑡) = 𝒓 − 𝒓0− 𝒗0𝑡 (10.1-12)

2Als reine Merkregel: „lorentzkontrahierte Kugeln“
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und 𝒗0 und deren inneres Produkt bzw. durch denWinkel 𝛼(𝒓; 𝑡) zwischen 𝑹(𝒓; 𝑡) und 𝒗0,
gegeben durch

cos 𝛼(𝒓; 𝑡) ≔ 𝑹(𝒓; 𝑡)
𝑅(𝒓; 𝑡)

⋅ 𝒗0𝑣0
, (10.1-13)

ausdrückt.

Im Sonderfall gilt 𝑹(𝒓; 𝑡) = (𝑥 − 𝑣0𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝒗0 = (𝑣0, 0, 0) und damit

cos 𝛼(𝒓; 𝑡) = 𝑥 − 𝑣0𝑡
𝑅(𝒓; 𝑡)

= 𝑥 − 𝑣0𝑡
√(𝑥 − 𝑣0𝑡)2+ 𝑦2+ 𝑧2

, cos2𝛼 = (𝑥 − 𝑣0𝑡)2
𝑅2 , sin2𝛼 = 𝑦2+ 𝑧2

𝑅2 ;

̃𝑟2

𝛾20
= (𝑥 − 𝑣0𝑡)2+

𝑦2+ 𝑧2

𝛾20
= 𝑅2 cos2𝛼 + 1

𝛾20
𝑅2 sin2𝛼 = 𝑅2(1 − 𝛽20 sin2𝛼) .

Ergebnisse:

̃𝑟(𝒓, 𝑡) = 𝛾0𝑅(𝒓; 𝑡)[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]
1/2 ;

𝜑(𝒓, 𝑡) = 𝑞
𝑅(𝒓; 𝑡)[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]

1/2
.

(10.1-14)

(10.1-15)

𝑹(𝒓; 𝑡) = 𝑅0 = konst. ist – wie bereits bekannt – für festes 𝑡 nicht Äquipotentialfläche.

Sonderfall: Standardlorentztransformation der Feldstärken

(Argumente wieder vorübergehend weggelassen)

𝐸𝑥 = 𝐸̃𝑥 , 𝐵𝑥 = 𝐵̃𝑥 ,

𝐸𝑦 = 𝛾0 (𝐸̃𝑦 + 𝛽0𝐵̃𝑧) , 𝐵𝑦 = 𝛾0 (𝐵̃𝑦 − 𝛽0𝐸̃𝑧) ,

𝐸𝑧 = 𝛾0 (𝐸̃𝑧 − 𝛽0𝐵̃𝑦) ; 𝐵𝑧 = 𝛾0 (𝐵̃𝑧 + 𝛽0𝐸̃𝑦) .

446



Lösungen

𝐸𝑥 = 𝐸̃𝑥 =
𝑞𝑥̃
̃𝑟3 = 𝑞𝛾0(𝑥 − 𝑣0𝑡)

𝛾30 𝑅3[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]
3/2

,

𝐸𝑦 = 𝛾0
𝑞 ̃𝑦
̃𝑟3 = 𝛾0

𝑞𝑦
𝛾30 𝑅3[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]

3/2
,

𝐸𝑧 = 𝛾0
𝑞 ̃𝑧
̃𝑟3 = 𝛾0

𝑞𝑧
𝛾30 𝑅3[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]

3/2
,

was sich wegen 𝑹(𝒓; 𝑡) = (𝑥 − 𝑣0𝑡, 𝑦, 𝑧) in der Form

𝑬(𝒓, 𝑡) =
𝑞𝑹(𝒓; 𝑡)(1 − 𝛽20)

[𝑅(𝒓; 𝑡)]3[1 − 𝛽20 sin2𝛼(𝒓; 𝑡)]
3/2

(10.1-16)

schreiben lässt. Diese Gleichung ist als Tensorgleichung forminvariant gegenüber räumli-
chen Drehungen und Translationen und gilt somit auch im allgemeinen Fall. (Dabei sind
natürlich für 𝑹 und 𝛼 die allgemeinen Beziehungen (10.1-12), (10.1-13) zu verwenden.)
Berechnung von 𝑩:

𝐵𝑥 = 0, 𝐵𝑦 = −𝛽0𝛾0𝐸̃𝑧 = −𝛽0𝐸𝑧 , 𝐵𝑧 = 𝛽0𝛾0𝐸̃𝑦 = 𝛽0𝐸𝑦 ,

was sich als forminvariante Tensorgleichung

𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝜷0 ⨯ 𝑬(𝒓, 𝑡) (10.1-17)

schreiben lässt. Die Beziehung (10.1-17) gilt also auch im allgemeinen Fall, d. h. für allge-
meines 𝜷0.

Beachte: 𝑬, 𝑩 verhalten sich im Unendlichen wie 1/𝑅2 (gleichförmige Bewegung der La-
dung, daher kein Strahlungsanteil des Feldes).

Selbstüben: Der Leser berechne die Feldstärken 𝑬, 𝑩 aus den elektromagnetischen Poten-
tialen (10.1-15), (10.1-7).

Das Ergebnis (10.1-16) beantwortet die Frage aus den Abbildungen von Seite 445.

Beachte: Die Richtung von 𝑹 ist nicht Aus-
breitungsrichtung der zumZeitpunkt 𝑡 im
Aufpunkt 𝒓 ankommendenWirkung. Für
diese ist ein retardierter Zustand ∘ der La-
dung verantwortlich.
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Feldrichtung, Feldstärke und Feldlinienbild von 𝑬 im Inertialsystem 𝖲 für festes 𝑡

Senkrecht zur Bewegungsrichtung ist die elektrische Feldstärke um den Faktor 𝛾30 größer
als in Bewegungsrichtung und entgegen der Bewegungsrichtung. Bezüglich der Richtung
von 𝒗0 herrscht Drehinvarianz. Frage: Wie verlaufen in 𝖲 für festes 𝑡 die 𝑩-Feldlinien?
Noch eine Schlussbemerkung „außer Konkurrenz“: Es gilt

𝑬(𝒓, 𝑡) ⟂ 𝑩(𝒓, 𝑡) , 𝑬2(𝒓, 𝑡) > 𝑩2(𝒓, 𝑡) , ∀𝒓, 𝑡. (10.1-18)

Ersteres ist offensichtlich, letzteres zeige der Leser selbständig durch eine explizite Rech-
nung. Frage: Hätte man das schon vor der Berechnung von 𝑬, 𝑩 wissen können? Die
Antwort lautet Ja, denn die Feldinvarianten des elektromagnetischen Feldes sind

𝐼1 = 𝑬(𝒓, 𝑡) •𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑬̃( ̃𝒓) • 𝑩̃( ̃𝒓) = 0

𝐼2 = 𝑩2(𝒓, 𝑡) − 𝑬2(𝒓, 𝑡) = 𝑩̃2( ̃𝒓) − 𝑬̃2( ̃𝒓) < 0
} da 𝑩̃( ̃𝒓) = 𝟎.

10.2
(a) Für die Feldstärkenkomponenten im Ruhsystem 𝖲′der
Platten gilt (siehe die Abbildung)

𝐸′𝑥 = +4𝜋𝜎 √2
2
= +2√2𝜋𝜎, (10.2-1a)

𝐸′𝑦 = 0, (10.2-1b)

𝐸′𝑧 = −4𝜋𝜎 √2
2
= −2√2𝜋𝜎. (10.2-1c)

Da bei dieser Aufgabe nur eine Art von Gamma vorkommt,
schreibe ich im Folgenden für 𝛾(𝑉) nur 𝛾.

Die Umkehrtransformation der Standardlorentztransformation 𝖲→𝖲′gibt

𝐸𝑥 = 𝐸′𝑥 = +2√2𝜋𝜎, 𝐸𝑦 = 𝛾𝐸′
𝑦 = 0, 𝐸𝑧 = 𝛾𝐸′

𝑧 = −2√2𝜋𝜎𝛾. (10.2-2)
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Ergebnis: 𝑬 = 2√2𝜋𝜎(𝒆𝑥− 𝛾𝒆𝑧) ,
𝑬
|𝑬| =

1
√1 + 𝛾2

(𝒆𝑥− 𝛾𝒆𝑧) . (10.2-3)

(b) Um den Winkel zu bestimmen, den
die Platten im Inertialsystem 𝖲 für festes
𝑡mit der 𝑥-Achse einschließen, betrachte
ich ein Stück der Schnittgeraden einer der
Platten mit der 𝑧′𝑥′-Ebene mit der Eigen-
länge 𝐿0.

Aufgrund der Lorentzkontraktion in Bewegungsrichtung gilt für den gesuchtenWinkel 𝛼

tan𝛼 = 𝛾. (10.2-4)

Für den nächsten Punkt nützlich ist

cos 𝛼 = 1
√1 + tan2𝛼

= 1
√1 + 𝛾2

. (10.2-5)

Ein Zahlenbeispiel: Für 𝑉 = (√3/2) 𝑐 = 0,866𝑐 gilt 𝛾(𝑉) = 2 und 𝛼 = 63,43o. Diese Zahlenwerte
lege ich den Abbildungen zu Grunde.

(c) Aus der Abbildung sehen wir:

𝒏 = cos(𝜋2 − 𝛼) 𝒆𝑥− sin(𝜋2 − 𝛼) 𝒆𝑧
= sin𝛼𝒆𝑥− cos𝛼𝒆𝑧
= cos𝛼(tan𝛼 𝒆𝑥− 𝒆𝑧) ;

𝒏 = 1
√1 + 𝛾2

(𝛾𝒆𝑥− 𝒆𝑧) . (10.2-6)

Mit den Gleichungen (10.2-3) und (10.2-6) ergibt sich für denWinkel 𝜓 zwischen 𝑬 und
der Flächennormale 𝒏

cos𝜓 = 2𝛾
1 + 𝛾2 . (10.2-7)

Im Zahlenbeispiel: 𝜓 = 36,87o.

10.3 Standardlorentztransformation der Minkowskikraft (Viererkraft)

Mit den Abkürzungen

𝛽 ≡ 𝛽(𝑉) ≔ 𝑉
𝑐 , 𝛾 ≡ 𝛾(𝑉) ≔ 1

√1 − 𝑉2

𝑐2

(10.3-1)
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lautet das Transformationsgesetz der Komponenten der Minkowskikraft

⎛
⎜
⎜
⎝

𝐹′0
𝐹′1
𝐹′2
𝐹′3

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝐹0
𝐹1
𝐹2
𝐹3

⎞
⎟
⎟
⎠

. (10.3-2)

Setzen wir hier

(𝐹𝜇) = (𝛾(𝑣) 𝑭
•𝒗
𝑐 , 𝛾(𝑣)𝑭) , (𝐹′𝜇) = (𝛾(𝑣′) 𝑭

′• 𝒗′
𝑐 , 𝛾(𝑣′)𝑭 ′) (10.3-3)

ein, so erhalten wir das Transformationsgesetz der „Dreierkraft“ („gewöhnlichen Kraft“)
für Inertialsysteme 𝖲, 𝖲′ in Standardkonfiguration. Die Gleichung für die 0-Komponente
schreibe ich nicht an, weil sie redundante Information enthält (der Leser überprüfe das),
die 1-Komponente gibt unter Verwendung der Beziehung aus der Angabe

𝛾(𝑣′)𝐹 ′
𝑥 = 𝛾(𝑉)[𝛾(𝑣)𝐹𝑥 −

𝑉
𝑐 𝛾(𝑣)

𝑭 •𝒗
𝑐 ] = 𝛾(𝑉)𝛾(𝑣)[𝐹𝑥 −

𝑉(𝑭 •𝒗)
𝑐2 ] = 𝛾(𝑣′)

1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2

[𝐹𝑥 −
𝑉(𝑭 •𝒗)
𝑐2 ],

𝐹 ′
𝑥 =

𝐹𝑥 −
𝑉(𝑭•𝒗)
𝑐2

1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2

.

Die Rechnung für die 1- und 2-Komponente ist analog aber noch einfacher, ich überlasse
sie dem Leser. Ergebnis:

𝐹 ′
𝑥 =

𝐹𝑥 −
𝑉(𝑭•𝒗)
𝑐2

1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2

, 𝐹 ′
𝑦 =

𝐹𝑦
𝛾(𝑉) (1 − 𝑣𝑥𝑉

𝑐2
)
, 𝐹 ′

𝑧 =
𝐹𝑧

𝛾(𝑉) (1 − 𝑣𝑥𝑉
𝑐2
)
. (10.3-4)

Bemerkung: Beispiel: Transformationsgesetz der Lorentz(dreier)kraft= „gewöhnlichen
Lorentzkraft“.

10.4 Mit 𝖲0 ≡ 𝖲′, 𝑉 = 𝑣, 𝛽 = 𝛽(𝑣) = 𝑣/𝑐 und 𝛾 = 𝛾(𝑣) = 1/√1 − 𝑣2/𝑐2 lauten die Stan-
dardlorentztransformationen der Zeit-Orts-Koordinaten und der elektromagnetischen
Quelldichten

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 𝛽𝛾 0 0
𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′
𝑦′
𝑧′

⎞
⎟
⎟
⎠

;
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝜌
𝑗𝑥
𝑗𝑦
𝑗𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 𝛽𝛾 0 0
𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝜌′
𝑗′𝑥
𝑗′𝑦
𝑗′𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

. (10.4-1)

Beachte: Bei Transformationsgleichungen vonQuelldichten und Feldern sind stets „gestrichene“Größen
als Funktionen der „gestrichenen“ Zeit-Orts-Koordinaten und „ungestrichene“ Größen als Funktionen
der „ungestrichenen“ Zeit-Orts-Koordinaten aufzufassen.
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Der Punktdipol, welcher in 𝖲0 ≡ 𝖲′das elektrische Moment 𝒑0 und das magnetische Mo-
ment𝒎0 besitzt, ruhe im Koordinatenursprung von 𝖲0 ≡ 𝖲′, so dass die Quelldichten in 𝖲′
durch 𝜌′(𝒓′) = −𝒑0⋅𝐠𝐫𝐚𝐝

′δ(𝒓′) , 𝒋′(𝒓′) = −𝑐𝒎0⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝
′δ(𝒓′) (10.4-2)

gegeben sind. Nach der Kettenregel gilt nun
𝜕
𝜕𝑥′ δ(𝑥

′) = 𝛾 𝜕𝜕𝑥 δ(𝛾(𝑥 − 𝑣𝑡)) + 𝛽𝛾 1𝑐
𝜕
𝜕𝑡 δ(𝛾(𝑥 − 𝑣𝑡)) = 𝜕

𝜕𝑥 δ(𝑥 − 𝑣𝑡) + 𝛽 1𝑐
𝜕
𝜕𝑡 δ(𝑥 − 𝑣𝑡)

= 𝜕
𝜕𝑥 δ(𝑥 − 𝑣𝑡) − 𝛽2 𝜕𝜕𝑥 δ(𝑥 − 𝑣𝑡) = 1

𝛾2
𝜕
𝜕𝑥 δ(𝑥 − 𝑣𝑡) .

Ergebnis (die Rechnungen für die 𝑦- und 𝑧-Komponente sind Kopfrechnungen):
𝜕
𝜕𝑥′ δ(𝒓

′) = 1
𝛾2

𝜕
𝜕𝑥 δ(𝒓−𝑣𝑡𝒆𝑥) ,

𝜕
𝜕𝑦′ δ(𝒓

′) = 1
𝛾
𝜕
𝜕𝑦 δ(𝒓−𝑣𝑡𝒆𝑥) ,

𝜕
𝜕𝑧′ δ(𝒓

′) = 1
𝛾
𝜕
𝜕𝑧 δ(𝒓−𝑣𝑡𝒆𝑥) .

Wir können nun die Quelldichten 𝜌′(𝒓′) und 𝒋′(𝒓′) von Gl. (10.4-2) durch ungestrichene Ko-
ordinaten ausdrücken, in die Lorentztransformation (10.4-1) einsetzen unddie Ergebnisse
für 𝜌(𝒓, 𝑡) und 𝒋(𝒓, 𝑡)mit

𝜌(𝒓, 𝑡) = −𝒑⋅𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝑣𝑡𝒆𝑥) , (10.4-3a)

𝒋(𝒓, 𝑡) = −𝑣 𝜕
𝜕𝑥 δ(𝒓 − 𝑣𝑡𝒆𝑥)𝒑 − 𝑐𝒎 ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝑣𝑡𝒆𝑥) (10.4-3b)

vergleichen. Der Rest ist reine Routinearbeit. Dabei verwende ich vorübergehend die
Abkürzung δ(𝒓 − 𝑣𝑡𝒆𝑥) ≡ δ(…).

𝜌′(𝒓′) = −𝑝0𝑥
1
𝛾2

𝜕
𝜕𝑥 δ(…) − 𝑝0𝑦

1
𝛾
𝜕
𝜕𝑦 δ(…) − 𝑝0𝑧

1
𝛾
𝜕
𝜕𝑧 δ(…);

𝑗′𝑥(𝒓′) = −𝑐[𝑚0𝑦
1
𝛾
𝜕
𝜕𝑧 δ(…) −𝑚0𝑧

1
𝛾
𝜕
𝜕𝑦 δ(…)],

𝑗′𝑦(𝒓′) = −𝑐[𝑚0𝑧
1
𝛾2

𝜕
𝜕𝑥 δ(…) −𝑚0𝑥

1
𝛾
𝜕
𝜕𝑧 δ(…)],

𝑗′𝑧(𝒓′) = −𝑐[𝑚0𝑥
1
𝛾
𝜕
𝜕𝑦 δ(…) −𝑚0𝑦

1
𝛾2

𝜕
𝜕𝑥 δ(…)].

Das Einsetzen in die Lorentztransformation der Quelldichten und den Koeffizientenver-
gleich führe ich nur für 𝜌(𝒓, 𝑡) vor, die analogen Rechnungen für die Komponenten von
𝒋(𝒓, 𝑡) überlasse ich dem Leser, die Ergebnisse schreibe ich aber in geschlossener Form
an.

𝜌(𝒓, 𝑡) = −𝑝𝑥
𝜕
𝜕𝑥 δ(…) − 𝑝𝑦

𝜕
𝜕𝑦 δ(…) − 𝑝𝑧

𝜕
𝜕𝑧 δ(…)

= 𝛾[−𝑝0𝑥
1
𝛾2

𝜕
𝜕𝑥 δ(…) − 𝑝0𝑦

1
𝛾
𝜕
𝜕𝑦 δ(…) − 𝑝0𝑧

1
𝛾
𝜕
𝜕𝑧 δ(…)

− 𝛽 (𝑚0𝑦
1
𝛾
𝜕
𝜕𝑧 δ(…) −𝑚0𝑧

1
𝛾
𝜕
𝜕𝑦 δ(…))] .

451



10. Transformation von Quellen, Feldern und Kräften. Aberration und Dopplereffekt

Ergebnisse:

𝑝𝑥 =
𝑝0𝑥
𝛾(𝑣)

, 𝑝𝑦 = 𝑝0𝑦 − 𝛽(𝑣)𝑚0𝑧 , 𝑝𝑧 = 𝑝0𝑧 + 𝛽(𝑣)𝑚0𝑦 ;

𝑚𝑥 =
𝑚0𝑥
𝛾(𝑣)

, 𝑚𝑦 = 𝑚0𝑦 + 𝛽(𝑣)𝑝0𝑧 , 𝑚𝑧 = 𝑚0𝑧 − 𝛽(𝑣)𝑝0𝑦 .

(10.4-4a)

(10.4-4b)

Bemerkungen

Wie man zeigen kann (siehe z. B. [4]3) lautet das Transformationsgesetz der Momente von Punktdi-
polen für (quasi)achsenparallele Inertialsysteme 𝖲, 𝖲′mit Relativgeschwindigkeit 𝑽

𝒑 = 𝒑′+ 𝑽
𝑐 ⨯𝒎

′− [𝛾(𝑉) − 1] 𝑽 •𝒑′
𝛾(𝑉)𝑉2 𝑽 ,

𝒎 = 𝒎′− 𝑽
𝑐 ⨯ 𝒑

′− [𝛾(𝑉) − 1] 𝑽 •𝒎′

𝛾(𝑉)𝑉2 𝑽 .

(10.4-5a)

(10.4-5b)

Für Inertialsysteme in Standardkonfiguration gibt das speziell

𝑝𝑥 =
𝑝′𝑥
𝛾(𝑉)

, 𝑝𝑦 = 𝑝′𝑦 − 𝛽(𝑉)𝑚′
𝑧 , 𝑝𝑧 = 𝑝′𝑧 + 𝛽(𝑉)𝑚′

𝑦 ; (10.4-6a)

𝑚𝑥 =
𝑚′
𝑥

𝛾(𝑉)
, 𝑚𝑦 = 𝑚′

𝑦 + 𝛽(𝑉)𝑝′𝑧 , 𝑚𝑧 = 𝑚′
𝑧 − 𝛽(𝑉)𝑝′𝑦 , (10.4-6b)

im Einklang mit den Ergebnissen (10.4-4a), (10.4-4b).

10.5 𝖲′ → 𝖲modifizierte Standardkonfiguration mit Relativbewegung in 𝑧-(𝑧′-)Richtung
(zyklische Koordinatenvertauschung (𝑥𝑦𝑧) → (𝑧𝑥𝑦) und 𝑉 → −𝑉)

Transformationsgesetz der Zeit-Orts-Koordinaten

𝑐𝑡 = 𝛾(𝑉) (𝑐𝑡′+ 𝑉
𝑐 𝑧

′) , (10.5-1a)

𝑥 = 𝑥′, (10.5-1b)

𝑦 = 𝑦′, (10.5-1c)

𝑧 = 𝛾(𝑉) (𝑧′+ 𝑉
𝑐 𝑐𝑡

′) ; (10.5-1d)

𝑅 = 𝑅′, 𝜙 = 𝜙′. (10.5-1e)

32.Auflage Seite 438
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In 𝖲′ liegt ein rein elektrostatisches Problem
vor, das in Aufgabe 1.4 gelöst wurde. (Der Le-
ser beachte, dass der Stababstand auch in 𝖲′
durch 2𝑏 gegeben ist, da es senkrecht zur Be-
wegungsrichtung keine Lorentzkontraktion
gibt.) Die LösungGl. (1.4-5) bzw. (1.4-19) und
(1.4-6)mussnatürlichnochbzgl. derBezeich-
nungen adaptiert werden (gestrichene Koor-
dinaten, Quelldichten und Felder).

Ladungs- und Stromdichte in 𝖲′ (𝜏0 ≡ 𝜏′ Ladung pro Längeneinheit im Ruhsystem)

𝜌′(𝒓′) = 𝜏0
δ(𝑅′− 𝑏)

𝑅′ [δ(𝜙′) − δ(𝜙′− 𝜋)], 𝒋′(𝒓′) = 𝟎. (10.5-2)

Elektromagnetische Potentiale in 𝖲′

𝜑′(𝒓′) = 𝜏0 log
(𝑥′+ 𝑏)2+ 𝑦′2
(𝑥′− 𝑏)2+ 𝑦′2

= 𝜏0 log
𝑅′2+ 𝑏2+ 2𝑏𝑅′cos 𝜙′
𝑅′2+ 𝑏2− 2𝑏𝑅′cos 𝜙′ , 𝑨′(𝒓′) = 𝟎. (10.5-3)

Elektromagnetische Feldstärken in 𝖲′

𝑬′(𝒓′) = 2𝜏0(
𝑥′− 𝑏

(𝑥′− 𝑏)2+ 𝑦′2
, 𝑦′
(𝑥′− 𝑏)2+ 𝑦′2

, 0)
(10.5-4a)

− 2𝜏0(
𝑥′+ 𝑏

(𝑥′+ 𝑏)2+ 𝑦′2
, 𝑦′
(𝑥′+ 𝑏)2+ 𝑦′2

, 0) ,

𝑩′(𝒓′) = 𝟎. (10.5-4b)

Kraft pro Längeneinheit auf Stab1 bzw. auf Stab2 in 𝖲′

𝒇′
1 = (−

𝜏20
𝑏 , 0, 0) = −𝒇′

2 . (10.5-5)

(a) Transformation der Quelldichten

(𝑗𝜇) = (𝑐𝜌, 𝒋) transformiert bei homogenen Lorentztransformationen wie (𝑥𝜇) = (𝑐𝑡, 𝒓)
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Transformationsgesetz der Quelldichten

𝑐𝜌(𝒓) = 𝛾(𝑉) (𝑐𝜌′(𝒓′) + 𝑉
𝑐 𝑗

′
𝑧(𝒓′)) , (10.5-6a)

𝑗𝑥(𝒓) = 𝑗′𝑥(𝒓′) , (10.5-6b)

𝑗𝑦(𝒓) = 𝑗′𝑦(𝒓′) , (10.5-6c)

𝑗𝑧(𝒓) = 𝛾(𝑉) (𝑗′𝑧(𝒓′) +
𝑉
𝑐 𝑐𝜌

′(𝒓′)) . (10.5-6d)

Wegen 𝒋′(𝒓′) = 𝟎 und den Beziehungen (10.5-1e) handelt es sich um eine Kopfrechnung,
das Ergebnis ist

𝜌(𝒓) = 𝜏 δ(𝑅 − 𝑏)
𝑅 [δ(𝜙) − δ(𝜙 − 𝜋)]

mit 𝜏 = 𝛾(𝑉)𝜏0 , 𝐼 = 𝑉𝜏.
𝒋(𝒓) = 𝐼 δ(𝑅 − 𝑏)

𝑅 [δ(𝜙) − δ(𝜙 − 𝜋)]𝒆𝑧
(10.5-7)

Die Interpretation ist klar: Es handelt sich im In-
ertialsystem 𝖲 um eine Superposition der Quel-
len von Aufgabe 1.4 (elektrostatisches Problem)
und Aufgabe 4.4 (mit 𝐼1 = 𝐼, 𝐼2 = −𝐼 ) (magne-
tostatisches Problem). Die weitere Rechnung
muss daher auch die elektromagnetischen Po-
tentiale und Feldstärken der genannten Aufga-
ben ergeben.
Beachte: Die Beziehung 𝜏 = 𝛾(𝑉)𝜏0 folgt un-
mittelbar aus Ladungserhaltung und Lorentz-
kontraktion: 𝐿0𝜏0 = 𝐿𝜏 drückt die Ladungser-
haltung aus, und mit der Lorentzkontraktion
𝐿 = 𝐿0/𝛾(𝑉) folgt 𝜏 = 𝛾(𝑉)𝜏0.

(b) Transformation der elektromagnetischen Potentiale

(𝐴𝜇) = (𝜑, 𝒋) transformiert bei homogenen Lorentztransformationen wie (𝑥𝜇) = (𝑐𝑡, 𝒓)
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Transformationsgesetz der elektromagnetischen Potentiale

𝜑(𝒓) = 𝛾(𝑉)(𝜑′(𝒓′) + 𝑉
𝑐 𝐴

′
𝑧(𝒓′)) , (10.5-8a)

𝐴𝑥(𝒓) = 𝐴′𝑥(𝒓′) , (10.5-8b)

𝐴𝑦(𝒓) = 𝐴′𝑦(𝒓′) , (10.5-8c)

𝐴𝑧(𝒓) = 𝛾(𝑉)(𝐴′𝑧(𝒓′) +
𝑉
𝑐 𝜑

′(𝒓′)) . (10.5-8d)

Die Rechnung ist so einfach wie bei Punkt (a):
Ergebnis (vergleiche mit (1.4-19) und (4.4-3a), letzteres für 𝐼1= 𝐼, 𝐼2 = −𝐼 ):

𝜑(𝒓) = 𝜏 log 𝑅
2+ 𝑏2+ 2𝑏𝑅cos𝜙

𝑅2+ 𝑏2− 2𝑏𝑅cos𝜙
mit 𝜏 = 𝛾(𝑉)𝜏0 , 𝐼 = 𝑉𝜏.

𝑨(𝒓) = 𝐼
𝑐 log

𝑅2+ 𝑏2+ 2𝑏𝑅cos𝜙
𝑅2+ 𝑏2− 2𝑏𝑅cos𝜙 𝒆𝑧

(10.5-9)

(c) Transformation der elektromagnetischen Feldstärken

Das Transformationsgesetz der elektromagnetischen Feldstärken bei einer „gewöhnlichen“
Standardlorentztransformation 𝖲′→ 𝖲 lautet (Argumente weggelassen)

𝐸𝑥 = 𝐸′
𝑥 , 𝐵𝑥 = 𝐵′𝑥 ,

𝐸𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐸′𝑦 +
𝑉
𝑐 𝐵

′
𝑧) , 𝐵𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐵′𝑦 −

𝑉
𝑐 𝐸

′
𝑧) ,

𝐸𝑧 = 𝛾(𝑉)(𝐸′𝑧 −
𝑉
𝑐 𝐵

′
𝑦) ; 𝐵𝑧 = 𝛾(𝑉)(𝐵′𝑧 +

𝑉
𝑐 𝐸

′
𝑦) .

𝖲′→ 𝖲 modifizierte Standardkonfiguration mit Relativbewegung in 𝑧-(𝑧′-)Richtung (zyklische
Koordinatenvertauschung (𝑥𝑦𝑧) → (𝑧𝑥𝑦))

𝐸𝑥 = 𝛾(𝑉)(𝐸′𝑥 +
𝑉
𝑐 𝐵

′
𝑦) , 𝐵𝑥 = 𝛾(𝑉)(𝐵′𝑥 −

𝑉
𝑐 𝐸

′
𝑦) , (10.5-10a)

𝐸𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐸′𝑦 −
𝑉
𝑐 𝐵

′
𝑥) , 𝐵𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐵′𝑦 +

𝑉
𝑐 𝐸

′
𝑥) , (10.5-10b)

𝐸𝑧 = 𝐸′
𝑧 ; 𝐵𝑧 = 𝐵′𝑧 . (10.5-10c)

Daraus folgt mit Gl. (10.5-4a), (10.5-4b) und den Beziehungen (10.5-1b) und (10.5-1c)
nach einer kurzen elementaren Rechnung (siehe die Gleichungen (1.4-6) und (4.4-3b),

455



10. Transformation von Quellen, Feldern und Kräften. Aberration und Dopplereffekt

letztere mit 𝐼1= 𝐼, 𝐼2 = −𝐼)

𝑬(𝒓) = 2𝜏( 𝑥 − 𝑏
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑦
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 0)

− 2𝜏( 𝑥 + 𝑏
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑦
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 0)
mit 𝜏 = 𝛾(𝑉)𝜏0 , 𝐼 = 𝑉𝜏.

𝑩(𝒓) = 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑥 − 𝑏
(𝑥 − 𝑏)2+ 𝑦2

, 0)

− 2𝐼
𝑐 (−

𝑦
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 𝑥 + 𝑏
(𝑥 + 𝑏)2+ 𝑦2

, 0)

(10.5-11a)

(10.5-11b)

(10.5-11c)

Bemerkung 1: Das elektrostatisches Problem 1.4 und das magnetostatische Problem 4.4
hätten wir – wie wir nun sehen – nicht mühsam beide für sich lösen müssen: eines der
Probleme zu lösen hätte genügt, den Rest „erledigen“ die Lorentztransformationen. Wir
sehen daraus wieder, dass der fundamentale Begriff der des elektromagnetischen Feldes
(repräsentiert durch den Feldstärketensor) ist.
Bemerkung 2: Was sagen die Feldinvarianten des elektromagnetischen Feldes?

𝐼1 = 𝑬(𝒓, 𝑡) •𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑬′(𝒓′) •𝑩′(𝒓′) = 0

𝐼2 = 𝑩2(𝒓, 𝑡) − 𝑬2(𝒓, 𝑡) = 𝑩′2(𝒓′) − 𝑬′2(𝒓′) < 0
} da 𝑩′(𝒓′) = 𝟎.

(d) Transformation der Dreierkraft

Das Transformationsgesetz der Dreierkraft bei einer gewöhnlichen Standardlorentztrans-
formation 𝖲′→ 𝖲 lautet (siehe die Beziehungen (10.3-4))

𝐹𝑥 =
𝐹 ′
𝑥 +

𝑉(𝑭′•𝒗′)
𝑐2

1 + 𝑣′𝑥𝑉
𝑐2

, 𝐹𝑦 =
𝐹 ′
𝑦

𝛾(𝑉) (1 + 𝑣′𝑥𝑉
𝑐2
)
, 𝐹𝑧 =

𝐹 ′
𝑧

𝛾(𝑉) (1 + 𝑣′𝑥𝑉
𝑐2
)
.

Somit: modifizierte Standardkonfiguration 𝖲′ → 𝖲 (zyklische Koordinatenvertauschung
(𝑥𝑦𝑧) → (𝑧𝑥𝑦))

𝐹𝑥 =
𝐹 ′
𝑥

𝛾(𝑉) (1 + 𝑣′𝑧𝑉
𝑐2
)
, 𝐹𝑦 =

𝐹 ′
𝑦

𝛾(𝑉) (1 + 𝑣′𝑧𝑉
𝑐2
)
, 𝐹𝑧 =

𝐹 ′
𝑧 +

𝑉(𝑭′•𝒗′)
𝑐2

1 + 𝑣′𝑧𝑉
𝑐2

. (10.5-12)

Anwendung: Ich betrachte ein herausgegriffenesmarkiertes Stück der Länge 𝐿0 von Stab1
im Inertialsystem 𝖲′. Die Dreierkraft auf dieses Stabstück in 𝖲′und dessen Geschwindigkeit
in 𝖲′ sind gegeben durch

𝑭 ′
1 = 𝐿0𝒇′

1 = (−
𝜏20𝐿0
𝑏 , 0, 0) ; 𝒗′(𝑡′) = 𝟎, ∀𝑡′.
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Einsetzen in die Beziehungen (10.5-12) ergibt für die Dreierkraft auf dieses markierte
Stück von Stab1 in 𝖲, dessen Länge in 𝖲 durch 𝐿 = 𝐿0/𝛾(𝑉) gegeben ist,

𝑭1 = (−
𝜏20𝐿0
𝛾(𝑉)𝑏

, 0, 0) = (−
𝜏20𝐿
𝑏 , 0, 0) .

Für die Kraft pro Längeneinheit auf Stab1 im Inertialsystem 𝖲 ergibt sich somit

𝒇1 = (−
𝜏20
𝑏 , 0, 0) = 𝒇′

1 . (10.5-13)

Es drängt sich die Frage auf, wie das zu den Ergebnissen der Aufgaben 1.4 und 4.4 passt.
Addieren wir also die Kräfte von Aufgabe 1.4 und Aufgabe 4.4, letztere für 𝐼1= 𝐼, 𝐼2 = −𝐼:

𝒇1 = (−𝜏
2

𝑏 , 0, 0)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
elektrische Kraft

+ ( 𝐼
2

𝑐2
1
𝑏 , 0, 0)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟

magnetische Kraft

.

Mit 𝜏 = 𝛾(𝑉)𝜏0 , 𝐼 = 𝑉𝜏 folgt aber 𝜏2 − 𝐼2

𝑐2
= 𝜏2 (1 − 𝑉2

𝑐2
) = 𝜏20 ∎

10.6 Vorbemerkung: Bei der Berechnung der Feldstärken in 𝖲 fasse ich mich kurz, da in der
Elektrostatik und Magnetostatik derartige Problememehrfach ausführlich behandelt wurden.

Im Inertialsystem 𝖲 liegt Zylindersymmetrie vor. Aus Symmetriegründenmuss

𝑬(𝒓) = 𝐸𝑅(𝑅)𝒆𝑅 , 𝑩(𝒓) = 𝐵𝜙(𝑅)𝒆𝜙 (10.6-1)

gelten. Damit sind die Feldgleichungen 𝐫𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 und div𝑩 = 0 erfüllt. Zur Berechnung
der Funktionen 𝐸𝑅(𝑅), 𝐵𝜙(𝑅) benütze ich die integrale Form der jeweiligen zweiten Feld-
gleichung. Für die Feldgleichung (A.6-3), d. h.

∮
ℱ(𝒱)

𝒅𝒇′• 𝑬(𝒓′) = 4𝜋∫
𝒱

𝑑3𝑟′𝜌(𝒓′) ,

benütze ich als Integrationsvolumen 𝒱 einen Zylinder vom Radius 𝑅 (0 < 𝑅 < +∞, 𝑅
beliebig) und der Höhe 1 (Lage an der 𝑧-Achse beliebig). Im Oberflächenintegral gibt es
keinen Beitrag vonDeck- undGrundfläche des Zylinders, und das Ergebnis für𝐸𝑅(𝑅) lautet:

𝐸𝑅(𝑅) = 2𝜅⋅{
𝑅
𝑎2

für 𝑅 ≤ 𝑎
1
𝑅

für 𝑅 ≥ 𝑎
. (10.6-2)

Für die Feldgleichung (A.9-4), d. h.

∮
𝒞(ℱ)

𝒅𝒓′ • 𝑩(𝒓′) = 4𝜋
𝑐 ∫

ℱ

𝒅𝒇′• 𝒋(𝒓′),
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benütze ich als Integrationsflächeℱ eine Kreisfläche in der 𝑥𝑦-Ebenemit demMittelpunkt
im Ursprung und dem festen (aber beliebigen) Radius 𝑅. Ergebnis für 𝐵𝜙(𝑅):

𝐵𝜙(𝑅) =
2𝐼
𝑐
⋅{

𝑅
𝑎2

für 𝑅 ≤ 𝑎
1
𝑅

für 𝑅 ≥ 𝑎
. (10.6-3)

Bemerkung: Man sieht, dass es auf das Verhältnis von 𝜅 und 𝐼/𝑐 ankommen wird.

(a) Wofern es ein Inertialsystem 𝖲′mit der verlangten Eigenschaft gibt, kann sich dieses
aus Symmetriegründen nur mit einer Geschwindigkeit 𝑉 ≷ 0 in 𝑧-Richtung bewegen.
Wir benötigen also eine modifizierte Standardlorentztransformationmit Relativbewegung
in 𝑧-Richtung. Die entsprechenden Transformationsgleichungen wurden bereits in der
Lösung zu Aufgabe 10.5 angeschrieben. (Zeit-Orts-Koordinaten-Gleichungen (10.5-1a)
bis (10.5-1e), Feldstärken-Gleichungen (10.5-10a) bis (10.5-10c).)

Transformationsgesetz der Zeit-Orts-Koordinaten:

𝑐𝑡′= 𝛾(𝑉) (𝑐𝑡 − 𝑉
𝑐 𝑧) , (10.6-4a)

𝑥′= 𝑥, (10.6-4b)

𝑦′= 𝑦, (10.6-4c)

𝑧′= 𝛾(𝑉) (𝑧 − 𝑉
𝑐 𝑐𝑡) ; (10.6-4d)

𝑅′= 𝑅, 𝜙′= 𝜙. (10.6-4e)

Transformationsgesetz der Feldstärkenkomponenten:

𝐸′𝑥 = 𝛾(𝑉)(𝐸𝑥 −
𝑉
𝑐 𝐵𝑦) , 𝐵′𝑥 = 𝛾(𝑉)(𝐵𝑥 +

𝑉
𝑐 𝐸𝑦) , (10.6-5a)

𝐸′𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐸𝑦 +
𝑉
𝑐 𝐵𝑥) , 𝐵′𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐵𝑦 −

𝑉
𝑐 𝐸𝑥) , (10.6-5b)

𝐸′𝑧 = 𝐸𝑧 ; 𝐵′𝑧 = 𝐵𝑧 . (10.6-5c)

Berücksichtigen wir

𝒆𝑅 = cos𝜙 𝒆𝑥+ sin𝜙 𝒆𝑦 , 𝒆𝜙 = −sin𝜙 𝒆𝑥+ cos𝜙 𝒆𝑦
und setzen wir die kartesischen Komponenten in (10.6-5a), (10.6-5b) ein, so liefert die
Forderung, dass in 𝖲′ ein rein elektrisches Feld vorliegen soll, die Bedingung

𝜅 𝑉𝑐 =
𝐼
𝑐 ⇒ 𝐼

𝑐 < 𝜅, und für die Geschwindigkeit 𝑉 folgt 𝑉
𝑐 =

𝐼/𝑐
𝜅 . (10.6-6)

Einsetzen für 𝑉/𝑐 in die Beziehungen für 𝐸′𝑥, 𝐸′
𝑦 und Berücksichtigung von (10.6-4e) gibt

nach kurzer elementarer Rechnung

𝑬′(𝒓′) = 𝐸′𝑅(𝑅′) 𝒆 ′𝑅 mit 𝐸′𝑅(𝑅′) = √𝜅2− 𝐼2/𝑐2 ⋅{
𝑅′

𝑎2
für 𝑅′ ≤ 𝑎

1
𝑅′

für 𝑅′ ≥ 𝑎
. (10.6-7)
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Im Grenzfall 𝜅 ↓ 𝐼/𝑐 folgt 𝑉→ 𝑐 und 𝑬′→ 𝟎 .
(b) Analog: Setzen wir die kartesischen Komponenten in (10.6-5a), (10.6-5b) ein, so
liefert die Forderung, dass in 𝖲′ ein reines Magnetfeld vorliegen soll, die Bedingung

𝜅 = 𝑉
𝑐
𝐼
𝑐 ⇒ 𝐼

𝑐 > 𝜅, und für die Geschwindigkeit 𝑉 folgt 𝑉
𝑐 =

𝜅
𝐼/𝑐 . (10.6-8)

Einsetzen für 𝑉/𝑐 in die Beziehungen für 𝐵′𝑥, 𝐵′𝑦 und Berücksichtigung von (10.6-4e) gibt
nach kurzer elementarer Rechnung

𝑩′(𝒓′) = 𝐵′𝜙(𝑅′) 𝒆 ′𝜙 mit 𝐵′𝜙(𝑅′) = √𝐼2/𝑐2 − 𝜅2 ⋅{
𝑅′

𝑎2
für 𝑅′ ≤ 𝑎

1
𝑅′

für 𝑅′ ≥ 𝑎
. (10.6-9)

Im Grenzfall 𝜅 ↑ 𝐼/𝑐 folgt 𝑉→ 𝑐 und 𝑩′→ 𝟎 .
Im Fall 𝜅 = 𝐼/𝑐 gibt es also kein Inertialsystem 𝖲′mit einem rein elektrischen Feld oder einem
reinen Magnetfeld.

10.7 Mit 𝖲 und 𝖲0 ≡ 𝖲′ in Standardkonfiguration und der Geschwindigkeit 𝑣 von 𝖲′
gegen 𝖲 ruht der Punktdipol im Ursprung von 𝖲′, und es gilt

𝜑′(𝒓′) = 𝒑0 • 𝒓′
𝑟′3 , 𝑨′(𝒓′) = 𝟎; (10.7-1)

𝑬′(𝒓′) = 3(𝒑0 • 𝒓′)𝒓′ − 𝑟′2𝒑0
𝑟′5 , 𝑩′(𝒓′) = 𝟎. (10.7-2)

Das Transformationsgesetz der Zeit-Orts-Koordinaten eines Ereignisses lautet mit der
Abkürzungen

𝛽 ≡ 𝛽(𝑣) = 𝑣
𝑐 , 𝛾 ≡ 𝛾(𝑣) = 1

√1 − 𝑣2

𝑐2

(10.7-3)

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′
𝑦′
𝑧′

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

. (10.7-4)

Mit
𝒓∗(𝒓, 𝑡) ≔ 𝒓′

𝛾 = (𝑥 − 𝑣𝑡, 𝑦𝛾 ,
𝑧
𝛾 ) (10.7-5)

können wir (Argumente vorübergehend weggelassen)

𝜑′(𝒓′) = 𝒑0 • 𝒓∗
𝛾2 𝑟∗3 , 𝑬′(𝒓′) = 3(𝒑0 • 𝒓∗)𝒓∗ − 𝑟∗2𝒑0

𝛾3 𝑟∗5 (10.7-6)

schreiben.
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Transformation der elektromagnetischen Potentiale

(𝐴𝜇) = (𝜑, 𝒋) transformiert bei homogenen Lorentztransformationen wie (𝑥𝜇) = (𝑐𝑡, 𝒓),
somit folgt wegen 𝑨′(𝒓′) = 𝟎

𝜑(𝒓, 𝑡) = 𝛾𝜑′(𝒓′) , 𝐴𝑥(𝒓, 𝑡) = 𝛽𝛾𝜑′(𝒓′) = 𝛽𝜑(𝒓, 𝑡) , 𝐴𝑦(𝒓, 𝑡) = 0, 𝐴𝑧(𝒓, 𝑡) = 0,

also
𝜑(𝒓, 𝑡) = 𝒑0 • 𝒓∗(𝒓, 𝑡)

𝛾(𝑣) [𝑟∗(𝒓, 𝑡)]3
, 𝑨(𝒓, 𝑡) = 𝒗

𝑐 𝜑(𝒓, 𝑡) . (10.7-7)

Transformation der elektromagnetischen Feldstärken

Das Transformationsgesetz der elektromagnetischen Feldstärken bei der Standardlorentz-
transformation 𝖲′→ 𝖲 lautet (Argumente vorübergehend weggelassen)

𝐸𝑥 = 𝐸′
𝑥 , 𝐵𝑥 = 𝐵′𝑥 ,

𝐸𝑦 = 𝛾(𝐸′𝑦 + 𝛽𝐵′𝑧) , 𝐵𝑦 = 𝛾(𝐵′𝑦 − 𝛽𝐸′𝑧) ,

𝐸𝑧 = 𝛾(𝐸′𝑧 − 𝛽𝐵′𝑦) ; 𝐵𝑧 = 𝛾(𝐵′𝑧 + 𝛽𝐸′𝑦) .

Wegen 𝑨′(𝒓′) = 𝟎 folgt daraus für 𝑬(𝒓, 𝑡)

𝐸𝑥 = 𝐸′
𝑥 , 𝐸𝑦 = 𝛾𝐸′

𝑦 , 𝐸𝑧 = 𝛾𝐸′
𝑧 .

Mit einem „Trick“ kannmandas in eine Vektorgleichung zusammenfassen.Wegen 𝒗 = 𝑣𝒆𝑥
gilt

𝑬 = 𝛾𝑬′ − (𝛾 − 1)(𝑬′ • 𝒗𝑣 )
𝒗
𝑣 .

Mit Argumenten angeschrieben:

𝑬(𝒓, 𝑡) = 3[𝒑0 • 𝒓∗(𝒓, 𝑡)] 𝒓∗(𝒓, 𝑡) − [𝑟∗(𝒓, 𝑡)]2𝒑0
𝛾2(𝑣)[𝑟∗(𝒓, 𝑡)]5

− (𝛾(𝑣) − 1)(
3[𝒑0 • 𝒓∗(𝒓, 𝑡)] 𝒓∗(𝒓, 𝑡) − [𝑟∗(𝒓, 𝑡)]2𝒑0

𝛾2(𝑣)[𝑟∗(𝒓, 𝑡)]5
•
𝒗
𝑣 )

𝒗
𝑣 .

(10.7-8)

Wegen 𝑩′(𝒓′) = 𝟎 folgt aus dem Transformationsgesetz der Feldstärken für 𝑩(𝒓, 𝑡)

𝐵𝑥 = 0, 𝐵𝑦 = −𝛽𝛾𝐸′
𝑧 = −𝛽𝐸𝑧 , 𝐵𝑧 = 𝛽𝛾𝐸′𝑦 = 𝛽𝐸𝑦 ,

was man wegen 𝒗 = 𝑣𝒆𝑥 als
𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝒗

𝑐 ⨯ 𝑬(𝒓, 𝑡) (10.7-9)

schreiben kann.
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Frage: Was sagen die Feldinvarianten des elektromagnetischen Feldes?

𝐼1 = 𝑬(𝒓, 𝑡) •𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑬′(𝒓′) •𝑩′(𝒓′) = 0

𝐼2 = 𝑩2(𝒓, 𝑡) − 𝑬2(𝒓, 𝑡) = 𝑩′2(𝒓′) − 𝑬′2(𝒓′) < 0
} da 𝑩′(𝒓′) = 𝟎.

Ersteres ist offensichtlich, letzteres lässt sich auch leicht verifizieren:

(𝒗
𝑐
⨯ 𝑬)2− 𝑬2 = ( 𝑣

2

𝑐2
sin2[∢(𝒗, 𝑬)] − 1)𝑬2 < 0 ∎

10.8 (a) Mit 𝖲 und 𝖲0 ≡ 𝖲′ inmodifizierter Standardkonfiguration mit Relativbewegung in
𝑧-(𝑧′-)Richtung und der Geschwindigkeit 𝑣 von 𝖲′gegen 𝖲 in 𝑧-Richtung ruht der Punktdipol
im Ursprung von 𝖲′, und es gilt

𝑬′(𝒓′) = 𝟎, 𝑩′(𝒓′) = 3(𝒎0 • 𝒓′)𝒓′ − 𝑟′2𝒎0
𝑟′5 , 𝒎0 = 𝑚0𝒆′𝑧 . (10.8-1)

Das Transformationsgesetz der Zeit-Orts-Koordinaten eines Ereignisses wurde für die
gegebenemodifizierte Standardlorentztransformation bereits in Aufgabe 10.5 in (10.5-1a)
bis (10.5-1d) angeschrieben, es lautet mit den Abkürzungen

𝛽 ≡ 𝛽(𝑣) = 𝑣
𝑐 , 𝛾 ≡ 𝛾(𝑣) = 1

√1 − 𝑣2

𝑐2

(10.8-2)

𝑐𝑡 = 𝛾 (𝑐𝑡′+ 𝛽𝑧′) , 𝑥 = 𝑥′, 𝑦 = 𝑦′, 𝑧 = 𝛾 (𝑧′+ 𝛽𝑐𝑡′) ,

und das zugehörige Transformationsgesetz der elektromagnetischen Feldstärken wurde
in (10.5-10a) bis (10.5-10c) angeschrieben (Argumente weggelassen):

𝐸𝑥 = 𝛾(𝐸′𝑥 + 𝛽𝐵′𝑦) , 𝐵𝑥 = 𝛾(𝐵′𝑥 − 𝛽𝐸′𝑦) ,

𝐸𝑦 = 𝛾(𝐸′𝑦 − 𝛽𝐵′𝑥) , 𝐵𝑦 = 𝛾(𝐵′𝑦 + 𝛽𝐸′𝑥) ,

𝐸𝑧 = 𝐸′
𝑧 ; 𝐵𝑧 = 𝐵′𝑧 .

Mit
𝒓′= (𝑥, 𝑦, 𝛾(𝑧 − 𝑣𝑡)) , 𝑟′2= 𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2 (10.8-3)

ergibt sich für die Komponenten von 𝑩′(𝒓′), wenn man sie durch Zylinderkoordinaten
ausdrückt

𝐵′𝑥 =
3𝑚0𝑧′𝑥′

𝑟′5 = 3𝑚0𝑅cos𝜙 𝛾(𝑧 − 𝑣𝑡)
[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

, (10.8-4a)

𝐵′𝑦 =
3𝑚0𝑧′𝑦′
𝑟′5 = 3𝑚0𝑅 sin𝜙 𝛾(𝑧 − 𝑣𝑡)

[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2
, (10.8-4b)

𝐵′𝑧 =
3𝑚0𝑧′2− 𝑚0𝑟′2

𝑟′5 = 𝑚0[2𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2− 𝑅2]
[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

. (10.8-4c)
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Für die kartesischen Komponenten von 𝑬(𝒓, 𝑡), 𝑩(𝒓, 𝑡) ausgedrückt durch Zylinderkoordi-
naten erhält man aus obigem Transformationsgesetz der kartesischen Feldstärkekompo-
nenten

𝐸𝑥 = +𝛽𝛾2 3𝑚0𝑅 sin𝜙 (𝑧 − 𝑣𝑡)
[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

, 𝐵𝑥 = 𝛾2 3𝑚0𝑅cos𝜙 (𝑧 − 𝑣𝑡)
[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

, (10.8-5a)

𝐸𝑦 = −𝛽𝛾2 3𝑚0𝑅cos𝜙 (𝑧 − 𝑣𝑡)
[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

, 𝐵𝑦 = 𝛾2 3𝑚0𝑅 sin𝜙 (𝑧 − 𝑣𝑡)
[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

, (10.8-5b)

𝐸𝑧 = 0; 𝐵𝑧 =
𝑚0[2𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2− 𝑅2]
[𝑅2+ 𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

. (10.8-5c)

Die Umrechnung auf Zylinderkomponentenmithilfe der Formeln

𝑎𝑅 = 𝑎𝑥 cos 𝜙 + 𝑎𝑦 sin𝜙, 𝑎𝜙 = −𝑎𝑥 sin𝜙 + 𝑎𝑦 cos 𝜙

ergibt die Feldstärken des konvektiven Dipolfeldes

𝐸𝑅(𝑅, 𝑧, 𝑡) = 0,

𝐸𝜙(𝑅, 𝑧, 𝑡) = −𝑣𝑐 𝛾
2(𝑣) 3𝑚0𝑅(𝑧 − 𝑣𝑡)

[𝑅2+ 𝛾2(𝑣)(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2
= 𝐸𝜙[𝑅, 𝑧 − 𝑣𝑡] ,

𝐸𝑧(𝑅, 𝑧, 𝑡) = 0;

𝐵𝑅(𝑅, 𝑧, 𝑡) = 𝛾2(𝑣) 3𝑚0𝑅(𝑧 − 𝑣𝑡)
[𝑅2+ 𝛾2(𝑣)(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

= −𝑐𝑣 𝐸𝜙[𝑅, 𝑧 − 𝑣𝑡] = 𝐵𝑅[𝑅, 𝑧 − 𝑣𝑡] ,

𝐵𝜙(𝑅, 𝑧, 𝑡) = 0,

𝐵𝑧(𝑅, 𝑧, 𝑡) =
𝑚0[2𝛾2(𝑧 − 𝑣𝑡)2− 𝑅2]
[𝑅2+ 𝛾2(𝑣)(𝑧 − 𝑣𝑡)2]5/2

= 𝐵𝑧[𝑅, 𝑧 − 𝑣𝑡] .

Die Beziehungen spiegeln die Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse wieder.
(b)

𝐸𝑅(𝑅, 0, 𝑡) = 𝐸𝑧(𝑅, 0, 𝑡) = 0, 𝐸𝜙(𝑅, 0, 𝑡) =
𝑣
𝑐 𝛾

2(𝑣) 3𝑚0𝑅𝑣𝑡
[𝑅2+ 𝛾2(𝑣)(𝑣𝑡)2]5/2

.

Die𝑬-Feldlinien in der 𝑥𝑦-Ebene zu festem 𝑡 sind Kreislinienmit demMittelpunkt imUrsprung.

Die Abbildung zeigt wie sich die elek-
trische Feldstärke in einem festen
Punkt (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) der 𝑥𝑦-Ebene
im Laufe der Zeit ändert.
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10.9
Lösungsweg 1: Verwendung der Formeln für das elektromagnetische Feld einer gleichförmig

geradlinig bewegten Punktladung plus Lorentzkraftgesetz

Die Kraft auf die Punktladung 𝑞1 ist durch die Lorentzkraftformel

𝑭1 = 𝑞1 [𝑬2(𝒓1(𝑡), 𝑡) + 𝜷0⨯ 𝑩2(𝒓1(𝑡), 𝑡)] mit 𝜷0≔
𝒗0
𝑐 (10.9-1)

gegeben. Dabei ist 𝑬2(𝒓, 𝑡), 𝑩2(𝒓, 𝑡) das elektromagnetische Feld (Liénard-Wiechert-Feld)
der Punktladung 𝑞2, das wir von Aufgabe 10.1 übernehmen können: siehe die Formeln
(10.1-16), (10.1-17). Damit haben wir

𝑬2(𝒓1(𝑡), 𝑡) =
𝑞2𝑹2(𝒓1(𝑡); 𝑡)(1 − 𝛽20)

[𝑅2(𝒓1(𝑡); 𝑡)]3 [1 − 𝛽20 sin2𝛼2(𝒓1(𝑡); 𝑡)]
3/2

, 𝑩2(𝒓1(𝑡), 𝑡) = 𝜷0 ⨯ 𝑬2(𝒓1(𝑡), 𝑡) .

(10.9-2)

Abkürzungen (siehe die Abbildung):

𝒆 ≡ 𝒆2→1 ; (10.9-3a)

𝑹2(𝒓1(𝑡); 𝑡) = 𝑟12𝒆, (10.9-3b)

𝑅2(𝒓1(𝑡); 𝑡) = 𝑟12 ; (10.9-3c)

cos 𝛼2(𝒓1(𝑡); 𝑡) = cos 𝛼. (10.9-3d)

Damit können wir 𝑬2(𝒓1(𝑡), 𝑡), 𝑩2(𝒓1(𝑡), 𝑡) einfacher und übersichtlicher anschreiben:

𝑬2(𝒓1(𝑡), 𝑡) =
𝑞2 (1 − 𝛽20)

𝑟212 (1 − 𝛽20 sin2𝛼)
3/2

𝒆 , 𝑩2(𝒓1(𝑡), 𝑡) =
𝑞2 (1 − 𝛽20)

𝑟212 (1 − 𝛽20 sin2𝛼)
3/2

(𝜷0⨯ 𝒆) .

Berücksichtigen wir noch 𝜷0⨯ (𝜷0⨯ 𝒆) = 𝛽0 cos 𝛼𝜷0 − 𝛽20 𝒆, so erhalten wir

𝑭1 =
𝑞1𝑞2
𝑟212

1 − 𝛽20
(1 − 𝛽20 sin2𝛼)

3/2 [(1 − 𝛽20)𝒆 + 𝛽0 cos 𝛼𝜷0] . (10.9-4)

Die Kraft besitzt nur in den Sonderfällen, dass sich die Ladungen in Richtung ihrer Verbin-
dungslinie oder senkrecht dazu bewegen, die Richtung 𝒆 oder−𝒆.
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Spezialfall 1: 𝛼 = 0

𝑭1 = (1 − 𝛽20)
𝑞1𝑞2
𝑟212

𝒆.

Spezialfall 2: 𝛼 = 𝜋/2

𝑭1 =√1− 𝛽20
𝑞1𝑞2
𝑟212

𝒆.

Die Spezialfälle 𝛼 = 𝜋 und 𝛼 = 3𝜋/2 überlasse ich dem Leser.

Lösungsweg 2: Lorentztransformation der Kraft vom Ruhsystem 𝖲̃ ≡ 𝖲′der Ladungen nach 𝖲

Ich verwende wieder den „Trick“, den der Leser vermutlich schon von früheren Aufgaben
in Erinnerung hat: Ich nehme vorübergehend 𝒗0 = (𝑣0, 0, 0) an, ummich auf Standard-
lorentztransformationen beschränken zu können. Gelingt es dann, das Endergebnis als
Vektorgleichung zu formulieren, so ist das Ergebnis forminvariant gegen räumliche Drehun-
gen und auch im allgemeinen Fall 𝒗0= (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 𝑣0𝑧) gültig.
Im Ruhsystem 𝖲̃ ≡ 𝖲′der Ladungen wirkt auf die Ladung 𝑞1 die Coulombkraft

𝑭 ′
1 =

𝑞1𝑞2
𝑟′212

𝒆′2→1 =
𝑞1𝑞2
𝑟′312

𝒓′2→1 mit 𝒓′2→1 = 𝒓′1− 𝒓′2 = 𝑟′12 𝒆′2→1 . (10.9-5)

Das Transformationsgesetz der „Dreierkraft“ („gewöhnlichen Kraft“) eines Teilchens mit
der Geschwindigkeit 𝒗 bezüglich 𝖲 bei einer Standardlorentztransformation 𝖲 → 𝖲′mit der
Geschwindigkeit 𝑉 von 𝖲′ relativ zu 𝖲 ist durch die Formeln (10.3-4) gegeben. Einsetzen
von 𝑉 = 𝑣0 und 𝒗 = (𝑣0, 0, 0) liefert für die Kraft auf die Ladung 𝑞1

𝐹 ′
1𝑥 = 𝐹1𝑥 , 𝐹 ′

1𝑦 = 𝛾0𝐹1𝑦 , 𝐹 ′
1𝑧 = 𝛾0𝐹1𝑧 ; 𝛾0 ≡ 𝛾(𝑣0) . (10.9-6)

Für die kartesischen Komponenten der gesuchten Kraft gilt also

𝐹1𝑥 = 𝐹 ′
1𝑥 =

𝑞1𝑞2
𝑟′312

𝑥 ′2→1 , 𝐹1𝑦 =
𝐹 ′
1𝑦

𝛾0
= 𝑞1𝑞2
𝛾0𝑟′312

𝑦 ′2→1 , 𝐹1𝑧 =
𝐹 ′
1𝑧
𝛾0

= 𝑞1𝑞2
𝛾0𝑟′312

𝑧 ′2→1 . (10.9-7)

Dabei müssen noch die „gestrichenen“ Orts-Koordinaten mithilfe des Transformationsge-
setzes
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⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡′
𝑥′
𝑦′
𝑧′

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾0 −𝛽0𝛾0 0 0
−𝛽0𝛾0 𝛾0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐𝑡
𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝛽0=
𝑣0
𝑐 , 𝛾0=

1

√1− 𝛽20

durch „ungestrichene“ Koordinaten ausgedrückt werden. Mit

𝑥′2→1 = 𝑥′1− 𝑥′2 = 𝛾0[𝑥1(𝑡) − 𝑣0𝑡 − 𝑥2(𝑡) + 𝑣0𝑡] = 𝛾0𝑥2→1 = 𝛾0𝑟12 𝑒2→1,𝑥 ,

𝑦′2→1 = 𝑦′1− 𝑦′2 = 𝑦2→1 = 𝑟12 𝑒2→1,𝑦 ,

𝑧′2→1 = 𝑧′1− 𝑧′2 = 𝑧2→1 = 𝑟12 𝑒2→1,𝑧 ;

𝑟′212 = 𝛾20𝑥22→1+ 𝑦22→1+ 𝑧22→1 = 𝛾20 𝑟212𝑒22→1,𝑥+ 𝑟212𝑒22→1,𝑦+ 𝑟212𝑒22→1,𝑧 ;

𝜷0 = (𝛽0, 0, 0) ,
𝜷0
𝛽0

= (1, 0, 0) ; cos 𝛼 = 𝒆2→1 •
𝜷0
𝛽0

= 𝑒2→1,𝑥 ;

𝑒22→1,𝑥 = cos2𝛼, 𝑒22→1,𝑦+ 𝑒22→1,𝑧 = 1 − 𝑒22→1,𝑥 = sin2𝛼 ;

𝑟′212 = 𝛾20 𝑟212 cos2𝛼 + 𝑟212 sin2𝛼 = 𝑟212 [𝛾20 + (1 − 𝛾20)⏟⎵⏟⎵⏟
−𝛽20𝛾20

sin2𝛼] = 𝛾20 𝑟212 (1 − 𝛽20 sin2𝛼)

erhalten wir aus den Formeln (10.9-7) für die Kraftkomponenten

𝐹1𝑥 =
𝑞1𝑞2

𝛾30 𝑟312 (1 − 𝛽20 sin2𝛼)
3/2

𝛾0𝑟12𝑒2→1,𝑥 =
𝑞1𝑞2
𝑟212

1 − 𝛽20
(1 − 𝛽20 sin2𝛼)

3/2
𝑒2→1,𝑥 , (10.9-8a)

𝐹1𝑦 =
𝑞1𝑞2

𝛾40 𝑟312 (1 − 𝛽20 sin2𝛼)
3/2

𝑟12𝑒2→1,𝑦 =
𝑞1𝑞2
𝑟212

1 − 𝛽20
(1 − 𝛽20 sin2𝛼)

3/2
(1 − 𝛽20)𝑒2→1,𝑦 , (10.9-8b)

𝐹1𝑧 =
𝑞1𝑞2

𝛾40 𝑟312 (1 − 𝛽20 sin2𝛼)
3/2

𝑟12𝑒2→1,𝑧 =
𝑞1𝑞2
𝑟212

1 − 𝛽20
(1 − 𝛽20 sin2𝛼)

3/2
(1 − 𝛽20)𝑒2→1,𝑧 . (10.9-8c)

Mit 𝜷0 = (𝛽0, 0, 0), cos 𝛼 = 𝑒2→1,𝑥 gilt aber

(1 − 𝛽20)𝒆2→1 + 𝛽0 cos 𝛼𝜷0 = (𝑒2→1,𝑥, (1 − 𝛽20)𝑒2→1,𝑦, (1 − 𝛽20)𝑒2→1,𝑧) , (10.9-9)

so dass man im Falle 𝜷0 = (𝛽0, 0, 0) diese Formeln in eine Vektorgleichung der Form
(10.9-4) zusammenfassen kann (𝒆 ≡ 𝒆2→1). Als Vektorgleichung ist (10.9-4) aber formin-
variant gegen räumliche Drehungen und gilt daher auch im Fall 𝜷0= (𝛽0𝑥, 𝛽0𝑦, 𝛽0𝑧), d. h.
für den in der Abbildung am Anfang der Lösung dargestellten allgemeinen Fall.
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10.10*

Die Abbildung zeigt die verwendeten
Bezeichnungen für das Inertialsystem
𝖲, das Ruhsystem der Lichtquelle.

Laut Angabe soll

𝑛e,𝑥 > 0, d. h. 𝜗e<
𝜋
2 (10.10-1)

vorausgesetztwerden. (Siehe aber den
Hinweis am Ende der Angabe.)

Die entsprechenden Bezeichnungen für das Ruhsystem 𝖲′des Spiegels zeigt die folgende
Abbildung.

(𝑘𝜇e ) =
𝜔e
𝑐 (1, cos 𝜗e , sin 𝜗e , 0) , (10.10-2a)

(𝑘𝜇r ) =
𝜔r
𝑐 (1,− cos 𝜗r , sin 𝜗r , 0) ; (10.10-2b)

(𝑘′𝜇e ) =
𝜔′
𝑐 (1, cos 𝜗′, sin 𝜗′, 0) , (10.10-2c)

(𝑘′𝜇r ) =
𝜔′
𝑐 (1,− cos 𝜗′, sin 𝜗′, 0) . (10.10-2d)

(a) Standardlorentztransformation 𝖲 → 𝖲′: (𝑘𝜇) = (𝑘0, 𝒌) transformiert wie (𝑥𝜇) = (𝑐𝑡, 𝒓)
Transformationsgesetz der Viererkreiswellenzahl-Komponenten

Mit den Abkürzungen

𝛽 ≡ 𝛽(𝑉) ≔ 𝑉
𝑐 , 𝛾 ≡ 𝛾(𝑉) ≔ 1

√1 − 𝑉2

𝑐2

(10.10-3)

lautet das Transformationsgesetz

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘′0
𝑘′1
𝑘′2
𝑘′3

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘0
𝑘1
𝑘2
𝑘3

⎞
⎟
⎟
⎠

. (10.10-4)
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Anwendung auf „e“ und auf „r“ gibt

𝜔′ = 𝜔e𝛾 (1 − 𝛽 cos 𝜗e) , 𝜔′ = 𝜔r𝛾 (1 + 𝛽 cos 𝜗r) , (10.10-5a)

𝜔′cos 𝜗′ = 𝜔e𝛾 (cos 𝜗e − 𝛽), 𝜔′cos 𝜗′ = 𝜔r𝛾 (cos 𝜗r + 𝛽), (10.10-5b)

𝜔′sin 𝜗′ = 𝜔e sin 𝜗e , 𝜔′sin 𝜗′ = 𝜔r sin 𝜗r , (10.10-5c)

0 = 0; 0 = 0. (10.10-5d)

Die gesuchte Funktion 𝜗r= 𝜗r(𝜗e) erhält man, indemman die Gleichungen in der zweiten
Zeile durch die in der ersten Zeile dividiert:

cos 𝜗′ = cos𝜗e − 𝛽
1 − 𝛽cos 𝜗e

= cos𝜗r + 𝛽
1 + 𝛽cos 𝜗r

⇒

cos𝜗r =
(1 + 𝛽2) cos 𝜗e − 2𝛽
1 − 2𝛽 cos 𝜗e+ 𝛽2 ,

cos 𝜗e =
cos𝜗′+ 𝛽
1 + 𝛽cos 𝜗′ , cos 𝜗r =

cos𝜗′− 𝛽
1 − 𝛽cos 𝜗′ .

(10.10-6a)

(10.10-6b)

(10.10-6c)

Die gesuchte Funktion 𝜔r= 𝜔r(𝜔e) erhält man nach einer kurzen elementaren Rechnung,
indem man die Ausdrücke in der ersten Zeile gleich setzt und für cos 𝜗r den Ausdruck
(10.10-6b) einsetzt:

𝜔r = 𝜔e
1 − 2𝛽 cos 𝜗e+ 𝛽2

1 − 𝛽2 . (10.10-7)

Wendet man auf die Beziehungen (10.10-6b) und (10.10-7) das Reziprozitätsprinzip an
erhält man die Formeln

cos 𝜗e =
(1 + 𝛽2) cos 𝜗r + 2𝛽
1 + 2𝛽 cos 𝜗r+ 𝛽2 , 𝜔e = 𝜔r

1 + 2𝛽 cos 𝜗r+ 𝛽2
1 − 𝛽2 . (10.10-8)

Diskussion der erhaltenen Beziehungen

Bemerkung: Die abgeleiteten Formeln gelten auch im Fall 𝑛e,𝑥 ≤ 0, die Diskussion dieses
Falles überlasse ich aber den Ambitionierten unter den Lesern.

Hier beschränken wir uns auf den in der Angabe verlangten Fall 𝑛e,𝑥 > 0, d. h. 𝜗e<
𝜋
2
.

Annahme: Von der Lichtquelle werde ein endlicher Strahlungspuls ausgesendet, während
sich der Spiegel „rechts“ von der Lichtquelle befindet (idealisiert als monochromatische
Strahlung beschrieben).
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Bei fSpmuss der Strahlungspuls den Spie-
gel nicht unbedingt erreichen: Ist

𝜗e > arccos 𝛽 ≕ 𝜗0e , (10.10-9)

so erreicht der Strahlungspuls den Spie-
gel nicht.

Beweis:
Im Fall 𝜗e > 𝜗0e gilt 𝑐 cos 𝜗e < 𝑉, der Strah-
lungspuls erreicht den Spiegel nicht.

Ein Zahlenbeispiel: Für

𝑉 =
√3
2 𝑐 gilt 𝜗0e = 300 . (10.10-10)

Da der Strahlungspuls unter allen Umstän-
den „links“ vom Spiegel bleibt muss im Fal-
le seiner Ablenkung durch den Spiegel stets

0 ≤ 𝜗′< 𝜋
2

(10.10-11)

erfüllt sein.

Reflexion des Lichtes in 𝖲 versus Ablenkung des Lichtes in 𝖲
Wann immer der Strahlungspuls vom Spiegel abgelenkt wird, handelt es sich in Bezug
auf das Ruhsystem des Spiegels um Reflexion im üblichen Sinne. Natürlich könnte man
dann auch in Bezug auf 𝖲 immer von Reflexion sprechen. Wir definieren aber als Reflexion
in 𝖲 ein „Zurückwerfen“ des Strahlungspulses in den Halbraum bzgl. der Spiegelfläche aus
dem er „gekommen“ ist, was nur für 𝑛r,𝑥< 0, d. h. 0 ≤ 𝜗r< 𝜋/2 zutrifft.4 Im Fall 𝑛r,𝑥 ≥ 0
sprechen wir von Ablenkung des Lichtes in 𝖲. Dies tritt im Fall des fliehenden Spiegels
auf, wenn die Geschwindigkeitskomponente 𝑣r,𝑥 = 𝑐 cos(𝜋 − 𝜗r) der Photonen null oder
positiv, aber kleiner als 𝑉 ist (siehe später; siehe auch die Skizze zur Ablenkung in 𝖲).

4In diesem Sinne wurde Reflexion in 𝖲 auch im Punkt (c) der Angabe interpretiert.
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Wieman zeigen kann (siehe unten) folgt aus den erhal-
tenen Beziehungen, dass die Funktionen 𝜗e = 𝜗e(𝜗′),
𝜗r= 𝜗r(𝜗′) für 0 ≤ 𝜗′< 𝜋/2 strengmonoton sind und für
𝜗′≠ 0 in ihrem gesamten Verlauf unter oder oberhalb
der Geraden 𝜗e = 𝜗′ bzw. 𝜗r = 𝜗′ bleiben, und zwar je
nach dem Vorzeichen von 𝑉; Beispiel: 𝜗e = 𝜗e(𝜗′) für
den fSpmit 𝑉 = √3

2 𝑐 (blaue Kurve) und für den eSpmit
𝑉 = −√3

2 𝑐 (rote Kurve).
Diese mathematischen Aussagen decken sich mit un-
seren physikalischen Erwartungen aufgrund unseres
Vorwissens über Reflexion und Aberration.

Die strenge Monotonität lässt sich mithilfe der Formeln (10.10-6c) bzw. (10.10-8) zeigen.
Ableitung der Formel (10.10-6c) nach 𝜗′:

−sin𝜗e
𝑑𝜗e
𝑑𝜗′ =

−sin𝜗′ (1 + 𝛽 cos 𝜗′) + (cos 𝜗′+ 𝛽)𝛽 sin𝜗′
(1 + 𝛽 cos 𝜗′)2

,

sin 𝜗e
𝑑𝜗e
𝑑𝜗′ = sin𝜗′ 1 − 𝛽2

(1 + 𝛽 cos 𝜗′)2
, sign(sin 𝜗e) = sign(sin 𝜗′) ⇒

𝑑𝜗e
𝑑𝜗′ > 0 für 0 ≤ 𝜗′< 𝜋

2
, sign𝛽 = ±1; analog (10.10-12a)

𝑑𝜗r
𝑑𝜗′ > 0 für 0 ≤ 𝜗′< 𝜋

2
, sign𝛽 = ±1. (10.10-12b)

(b) eSp: 𝑉 = −|𝑉| < 0
In diesemFall kommt es für beliebige Einfallswinkel 𝜗e , 0 ≤ 𝜗e <

𝜋
2
, zu Reflexion bezüglich

𝖲′und 𝖲.
(1) 𝜗e = 0 ⇒ 𝜗′ = 0, 𝜗r = 0. (10.10-13)

(10.10-5𝑎)∶ 𝜔′ = 𝜔e𝛾 (1 + |𝛽|)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
> 1

= 𝜔r𝛾 (1 − |𝛽|)⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
< 1

(10.10-7)∶ 𝜔r = 𝜔e
1 + |𝛽|
1 − |𝛽|⏟⎵⏟⎵⏟
> 1

⎫
⎪

⎬
⎪
⎭

𝜔r > 𝜔′> 𝜔e . (10.10-14)

(Der erwartete Dopplereffekt.)
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(2)
0 < 𝜗e <

𝜋
2

⇒ 0 < 𝜗′< arccos|𝛽|, 0 < 𝜗r < arccos 2|𝛽|
1 + 𝛽2 . (10.10-15)

Denn: 𝜗e = 𝜋/2 ⇒ cos 𝜗e = 0;
(10.10-6a), (10.10-6b): cos 𝜗′= |𝛽| , cos 𝜗r = 2|𝛽|/(1 + 𝛽2).

Alle Zahlenbeispiele (Gradangaben) in der Lösung beziehen sich auf den Fall |𝑉| = √3
2
𝑐

(86,6% der Lichtgeschwindigkeit). Auch den Abbildungen wurde dieser Wert zu Grunde
gelegt.

Aus den Eigenschaften der Funktionen 𝜗e= 𝜗e(𝜗′), 𝜗r= 𝜗r(𝜗′) für 0 ≤ 𝜗′< 𝜋/2 und

arccos 2|𝛽|
1 + 𝛽2 < arccos|𝛽| < 𝜋

2
(8,2o< 30o< 90o)

folgt im gesamten Bereich
𝜗r < 𝜗′< 𝜗e . (10.10-16)

(Aufgrund des Vorhalteargumen-
tes bei der Aberration erwartetes
Ergebnis.)

Die Untersuchung der Grenzfälle (I): |𝑉| → 0 und (II): |𝑉| → 𝑐 überlasse ich dem Leser. Die
Ergebnisse sollten den Leser nicht überraschen.

(10.10-5𝑐)∶ 𝜔′sin 𝜗′ = 𝜔e sin 𝜗e = 𝜔r sin 𝜗r
𝜗e <

𝜋
2
∶ sin𝜗′< sin𝜗e , sin 𝜗′> sin𝜗r

} 𝜔r > 𝜔′> 𝜔e . (10.10-17)

Quantitative Werte von 𝜗′, 𝜗r bei gegebenem 𝜗e kannman aus den Gleichungen (10.10-6a),
(10.10-6b) berechnen, quantitative Werte von 𝜔′, 𝜔r bei gegebenem 𝜔e, 𝜗e erhält man aus
(10.10-5a), (10.10-7).

(c) fSp: 𝑉 = |𝑉| > 0
In diesem Fall kann es in 𝖲 zu Reflexion oder zu Ablenkung kommen.
Die Korrespondenz von (10.10-6a) für 𝑉 < 0 und 𝑉 > 0

𝑉 < 0∶ cos 𝜗′ = cos𝜗e + |𝛽|
1 + |𝛽| cos 𝜗e

= cos𝜗r − |𝛽|
1 − |𝛽| cos 𝜗r

𝑉 > 0∶ cos 𝜗′ = cos𝜗r + |𝛽|
1 + |𝛽| cos 𝜗r

= cos𝜗e − |𝛽|
1 − |𝛽| cos 𝜗e
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zeigt: Für 𝜗e ≠ 0 folgt für den fliehenden Spiegel im gesamten Bereich wie erwartet

𝜗r > 𝜗′> 𝜗e . (10.10-18)

(1) 𝜗e = 0 ⇒ 𝜗′ = 0, 𝜗r = 0. (10.10-19)

(10.10-5𝑎)∶ 𝜔′ = 𝜔e𝛾 (1 − 𝛽)⏟⎵⏟⎵⏟
< 1

= 𝜔r𝛾 (1 + 𝛽)⏟⎵⏟⎵⏟
> 1

(10.10-7)∶ 𝜔r = 𝜔e
1 − 𝛽
1 + 𝛽⏟
< 1

⎫
⎪

⎬
⎪
⎭

𝜔r < 𝜔′< 𝜔e . (10.10-20)

(Der erwartete Dopplereffekt.)

(2) Reflexion in 𝖲

Bereich für 𝜗e ≠ 0, für den 𝑛r,𝑥< 0, d. h. 0 ≤ 𝜗r< 𝜋/2 gilt:
𝜗r = 𝜋/2 ⇒ cos 𝜗r = 0; (10.10-6c): cos 𝜗′= 𝛽, cos 𝜗e = 2𝛽/(1 + 𝛽2) ⇒

0 < 𝜗e < arccos 2𝛽
1 + 𝛽2 ≕ 𝜗max

e

⇒ 0 < 𝜗′< arccos 𝛽, 0 < 𝜗r <
𝜋
2
.

(10.10-21a)

(10.10-21b)

Im Zahlenbeispiel:
𝜗max
e = 8,2o, arccos 𝛽 = 30o.
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Die Untersuchung der Grenzfälle (I): 𝑉 → 0 und (II): 𝑉 → 𝑐 überlasse ich wieder dem Leser.

(10.10-5𝑐)∶ 𝜔′sin 𝜗′ = 𝜔e sin 𝜗e = 𝜔r sin 𝜗r
𝜗r <

𝜋
2
∶ sin𝜗′> sin𝜗e , sin 𝜗′< sin𝜗r

} 𝜔r < 𝜔′< 𝜔e . (10.10-22)

Quantitative Werte von 𝜗′, 𝜗r bei gegebenem 𝜗e kannman aus den Gleichungen (10.10-6a),
(10.10-6b) berechnen, quantitative Werte von 𝜔′, 𝜔r bei gegebenem 𝜔e, 𝜗e erhält man aus
(10.10-5a), (10.10-7).

(3) Ablenkung in 𝖲

Für 𝜗e > 𝜗max
e , aber 𝜗e< 𝜗0e Gl. (10.10-9) erreicht der Strahlungspuls zwar den Spiegel, es

gibt aber in 𝖲 keine (echte) Reflexion, sondern Ablenkung:5

𝜗max
e ≡ arccos 2𝛽

1 + 𝛽2 < 𝜗e < arccos 𝛽 ≡ 𝜗0e

⇒ arccos 𝛽 < 𝜗′< 𝜋
2
, 𝜋

2
< 𝜗r < 𝜋− arccos 𝛽.

(10.10-23a)

(10.10-23b)

Erläuterung zur Beziehung 𝜗r < 𝜋 − arccos 𝛽: Für 𝜗e = 𝜗0e gilt cos 𝜗e = 𝛽. Einsetzen in
(10.10-6b) gibt dann

cos 𝜗r =
(1 + 𝛽2)𝛽 − 2𝛽
1 − 2𝛽2+ 𝛽2 = −𝛽 ⇒ 𝜗r = 𝜋− arccos 𝛽 ∎

(10.10-5𝑐)∶ 𝜔′sin 𝜗′ = 𝜔e sin 𝜗e = 𝜔r sin 𝜗r
𝜗′< 𝜋

2
∶ sin𝜗′> sin𝜗e , sin 𝜗r > sin𝜗e

} 𝜔r < 𝜔e , 𝜔′< 𝜔e (10.10-24)

(𝜔r < 𝜔e haben wir erwartet). Es gibt keine im gesamten obigen 𝜗e-Bereich gültige Relation
zwischen 𝜔′und 𝜔r .
Bemerkung: Offenbar lässt sich dieser Bereich in zwei Teilbereiche (3.1), (3.2) teilen, wobei im
Teilbereich (3.1) 𝜔r < 𝜔′und im Teilbereich (3.2) 𝜔r > 𝜔′gilt. Da diese Untersuchung in der Angabe
nicht verlangt wurde, verschiebe ich sie in die weiterführenden Erläuterungen im Anschluss an
die eigentliche Lösung. Wer sich auf diese Weiterung nicht einlassen möchte, muss lediglich in
der folgenden Abbildung die Bereichsunterteilungen (3.1), (3.2) ignorieren. Wer sich für diese
zusätzliche Untersuchung interessiert, bekommt die Rechnung dazu in den weiterführenden
Erläuterungen.

5Die inderAngabeeingeführteGröße 𝜗max
e bezeichnetdenmaximalenEinfallswinkel in𝖲, beiwelchemes in

𝖲 zur Reflexion kommt. Natürlich sind in 𝖲 auch größere Einfallswinkel gemäß (10.10-23a) möglich, doch
kommt es in 𝖲 dann zur Ablenkung. Diese Erläuterung für jene Leser, denen eine Beziehung 𝜗e > 𝜗max

e
seltsam vorkommt…
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Zur Vermeidung eines Missverständnisses im Zusammenhang mit der oberen Abbildung:
Der fliehende Spiegel läuft einem in Richtung 𝒏𝑟 abgelenkten Photon nach dessen Aufprall
und Ablenkung davon, dieses bleibt immer vor dem Spiegel. (Siehe auch die Skizze auf
Seite 468).

Weiterführende Diskussion

Die Trennlinie der Teilbereiche (3.1) und (3.2) ist durch die Bedingung 𝜔′= 𝜔r also durch

473



10. Transformation von Quellen, Feldern und Kräften. Aberration und Dopplereffekt

sin 𝜗r = sin𝜗′ ⇒ 𝜋− 𝜗r = 𝜗′ bestimmt. Einsetzen von cos 𝜗r = −cos𝜗′ in (10.10-6a) gibt

cos 𝜗′ = 𝛽 − cos 𝜗′
1 − 𝛽 cos 𝜗′ ⇒ 𝛽cos2𝜗′− 2cos 𝜗′+ 𝛽 = 0 ⇒ cos𝜗′ =

1 −√1 − 𝛽2
𝛽
(10.10-25)

und aus Gl. (10.10-6c) folgt

cos 𝜗e =
1 + 𝛽2− √1 − 𝛽2

𝛽 (2 −√1 − 𝛽2)
. (10.10-26)

Zusammenfassung:

Teilbereich (3.1) :

𝜗max
e < 𝜗e < arccos

1 + 𝛽2− √1 − 𝛽2

𝛽 (2 −√1 − 𝛽2)
≕ 𝜗max

e,1

⇒ arccos 𝛽 < 𝜗′< arccos
1 −√1 − 𝛽2

𝛽 ,

𝜋
2
< 𝜗r < 𝜋− arccos

1 −√1 − 𝛽2
𝛽 ;

Ablenkung mit 𝜔r < 𝜔′.

(10.10-27a)

(10.10-27b)

(10.10-27c)

(10.10-27d)

Teilbereich (3.2) :

𝜗max
e,1 < 𝜗e < 𝜗0e = arccos 𝛽

⇒ arccos
1 −√1 − 𝛽2

𝛽 < 𝜗′< 𝜋
2
,

𝜋 − arccos
1 −√1 − 𝛽2

𝛽 < 𝜗r < 𝜋− arccos 𝛽 ;

Ablenkung mit 𝜔r > 𝜔′.

(10.10-28a)

(10.10-28b)

(10.10-28c)

(10.10-28d)

Zum Zahlenbeispiel (10.10-10):

𝜗max
e = 8,2o, 𝜗max

e,1 = 15,8o, 𝜗0e = arccos 𝛽 = 30o, arccos [(1 − √1 − 𝛽2)/𝛽] = 54,7o.
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Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T10.1 Eine unendlich dünne Leiterschleife hat in ihrem Ruhsystem 𝖲0≡ 𝖲′die Form
eines Quadrates mit der Seitenlänge 𝑎0 und wird in 𝖲0 von einem zeitlich konstanten
Strom 𝐼0 durchflossen. Diese Schleife bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲mit
der konstanten Geschwindigkeit 𝑉 parallel zu einer Seite.

(a) Berechne das elektrische Dipolmoment 𝒑(𝑡) der Schleife in 𝖲.

(b) Berechne für die vier Seiten der Schleife (𝑘 = 1, 2, 3, 4) die Linienladungsdichten 𝜏𝑘 in
𝖲 sowie die zugehörigen Gesamtladungen 𝑄𝑘.

T10.2 Eine elektromagnetischenWelle im Vakuum ist in einem Inertialsystem 𝖲 durch

𝑬(𝑥, 𝑡) = 𝐸0 cos (𝑘𝑥 − 𝜔𝑡)𝒆𝑦 , 𝑩(𝑥, 𝑡) = 𝐸0 cos (𝑘𝑥 − 𝜔𝑡)𝒆𝑧 , 𝐸0∈ ℝ+, 𝑘 = 𝜔
𝑐

gegeben. Berechne das elektromagnetische Feld dieser Welle in einem Inertialsystem 𝖲′ in
Standardkonfiguration zu 𝖲, welches sich relativ zu 𝖲

(a) mit der Geschwindigkeit 𝑉 = 3
5 𝑐;

(b) mit der Geschwindigkeit 𝑉 = 99
101 𝑐

bewegt. Was ergibt sich im Grenzfall 𝑉→ 𝑐?

T10.3 Zwei große parallele nicht leitende Platten haben in ihremRuhsystem, dem Iner-
tialsystem 𝖲′, den Abstand 𝑑 und tragen die homogenen statischen Flächenladungsdichten
+𝜎 bzw. −𝜎. Die Platten bewegen sich gemeinsam mit der Geschwindigkeit 𝑽 relativ zu
einem Inertialsystem 𝖲. (Wahl der Koordinatensysteme und der Richtung von 𝑽 wie in der
Abbildung dargestellt.)

Berechneunter Vernachlässigung vonRandeffektendas elektromagnetischeFeld zwischen
den Platten im Inertialsystem 𝖲.
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T10.4 In einem Inertialsystem 𝖲 liegt ein statisches homogenes elektromagnetisches
Feld mit 𝑬 = (𝐸0, 0, 0), 𝑩 = (2𝐸0 cos 𝜙0, 2𝐸0 sin𝜙0, 0) vor (0 < 𝜙0 <

𝜋
2 ).

(a) Gibt es ein Inertialsystem 𝖲′, in welchem elektrisches undmagnetisches Feld parallel
sind? Falls ja, mit welcher Geschwindigkeit 𝑽 bewegt sich 𝖲′ relativ zu 𝖲?

(b) Wodurch sind 𝑽, 𝑬′und 𝑩′ für kleines 𝜙0 in erster Ordnung in 𝜙0 gegeben?

(c) Untersuche, was sich für 𝑽, 𝑬′und 𝑩′ im Grenzfall 𝜙0↑
𝜋
2 ergibt, und kommentiere das

Ergebnis.

Das Transformationsgesetz der Feldstärken bei Standardlorentztransformationen soll dabei als
bekannt angesehen werden.

Ergebnis zu (a): 𝑉
𝑐 = 5 −√25 − 16 sin2𝜙0

4 sin𝜙0
.

T10.5 Eine Punktladung 𝑞 befindet sich in einem Inertialsystem 𝖲 zum betrachteten
Zeitpunkt in einem Magnetfeld 𝑩 = (0, 0, 𝐵) und hat momentan die Geschwindigkeit
𝒗 = 1

√3
(𝑣, 𝑣, 𝑣). Berechne die Kraft, die an diesem Ereignis auf die Punktladung

(a) im Inertialsystem 𝖲wirkt;

(b) in einem Inertialsystem 𝖲′wirkt, welches sich relativ zu 𝖲mit der Geschwindigkeit
𝑽 = (𝑉, 0, 0) bewegt (𝖲, 𝖲′ in Standardkonfiguration).

Ergebnis zu (b):
𝑭′ = 𝑞𝐵

√3

𝑣
𝑐

1 − 1
√3

𝑣𝑉
𝑐2

(1,− 1
𝛾(𝑉)

, 0)
′
.

T10.6 Eine homogen geladene dünneKreisscheibemit demRadius𝑅0und der Gesamt-
ladung 𝑞1 (Ruhsystem 𝖲′) bewegt sich relativ zu einem Inertialsystem 𝖲mit der Geschwin-
digkeit 𝑉 in Richtung ihrer Normalen (Normalenrichtung = 𝑧′-Richtung = 𝑧-Richtung).
Eine Punktladung 𝑞2 befindet sich in 𝖲 zum betrachteten Zeitpunkt im Abstand 𝑑 oberhalb
des Zentrums der Scheibe und besitzt momentan in 𝖲 die Geschwindigkeit 𝒗 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)
(siehe die Abbildung).
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Berechne in einem ersten Schritt die Kraft 𝑭 ′
2 , welche im Ruhsystem 𝖲′ der Kreisschei-

be auf die Punktladung wirkt. In einem zweiten Schritt kann dann daraus mithilfe des
Transformationsgesetzes der „Dreierkraft“ die Kraft 𝑭2 berechnet werden, welche in 𝖲
momentan auf die Punktladung wirkt. Kommentiere das Ergebnis.
Das in Aufgabe 10.3 behandelte Transformationsgesetz (10.3-4) der „Dreierkraft“ soll dabei als
bekannt angesehen werden.
Ergebnis: 𝑭2 =

2𝑞1𝑞2
𝑅20

[1 − 𝛾(𝑉)𝑑

√𝑅20+ [𝛾(𝑉)𝑑]2
]𝒆𝑧 .

Wie ist es möglich, dass am betrachteten Ereignis die Kraft auf die Punktladung nicht von ihrer
Momentangeschwindigkeit 𝒗 abhängt?

Siehe auch die folgende Aufgabe.

T10.7 Ein unendlich langer dünner zylindrischer Stab bewege sich relativ zu einem
Inertialsystem 𝖲mit der Geschwindigkeit 𝑉 parallel zu sich selbst. In seinem Ruhsystem
𝖲′ trage er pro Längeneinheit die elektrische Ladung 𝜏0. Eine Punktladung 𝑞 besitze in
𝖲 vom Stab momentan den Abstand 𝑑 und bewege sich momentan relativ zu 𝖲mit der
Geschwindigkeit 𝒗 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) (siehe die Abbildung). Berechne mithilfe des Transforma-
tionsgesetzes der „Dreierkraft“ und der Kraft 𝑭 ′ in 𝖲′die Kraft 𝑭, welche in 𝖲momentan
auf die Punktladung wirkt.

Das in Aufgabe 10.3 behandelte Transformationsgesetz (10.3-4) der „Dreierkraft“ soll dabei als
bekannt angesehen werden.

Ergebnis: 𝑭 = 2𝜏0𝑞
𝑑 𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑧𝑉

𝑐2 , 0, 𝑣𝑥𝑉𝑐2 ) .
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T10.8 Eine Lichtquelle ruhe in einem Inertialsystem 𝖲 und sende dort gleichmäßig
nach allen Richtungen Licht aus. Für Beobachter in 𝖲wird dann die Hälfte der Photonen in
einen Halbraum emittiert.
Zeige Folgendes: Für Beobachter in einem Inertialsystem 𝖲′ welches sich mit der Ge-

schwindigkeit 𝑽 = (𝑉, 0, 0) relativ zu 𝖲 bewegt, ist das Licht der Lichtquelle um deren
Bewegungsrichtung „konzentriert“ („Headlight“-Effekt), insbesondere wird die Hälfte der
Photonen in einen Kegel mit dem halben Öffnungswinkel

𝛩′ = arccos 𝑉𝑐 <
𝜋
2

um die Bewegungsrichtung emittiert (𝛩′→ 0 für 𝑉→ 𝑐).

T10.9 Zwei Beobachter 𝐵1, 𝐵2 bewegen sich – wie in der Abbildung dargestellt – mit
verschiedenen Geschwindigkeiten auf ein kleines weit entferntes Objekt zu. In jenem Au-
genblick, in welchem die beiden Beobachter räumlich koinzidieren, ist für den Beobachter
𝐵1 das Objekt in seinen Lineardimensionen doppelt so groß wie für den Beobachter 𝐵2.
Welche Geschwindigkeit besitzt der Beobachter 𝐵2 relativ zum Beobachter 𝐵1?

Ergebnis („kleines weit entferntes Objekt“: sin𝛼 ≈ 𝛼, sin𝛼′≈ 𝛼′): 𝑉 = 3𝑐/5.

T10.10 Eine Lichtquelle emittiert in ihrem Ruhsystem Licht der Wellenlänge 𝜆0.

(a) WelcheWellenlänge misst ein Beobachter, welcher sich mit der Geschwindigkeit 𝑉 von
der Lichtquelle wegbewegt?

(b) Welche Wellenlänge misst ein Beobachter, welcher sich mit der Geschwindigkeit 𝑉 auf
die Lichtquelle zubewegt?

Ergebnisse: Mit 𝛽 ≔ 𝑉/𝑐 gilt

(a)∶ 𝜆 = 𝜆0√
1+ 𝛽
1 − 𝛽 ; (b)∶ 𝜆 = 𝜆0√

1− 𝛽
1 + 𝛽 (Reziprozität) .
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Angaben
Vorbemerkung zu den Aufgaben 11.1 bis 11.7: Aufgrund des Transformationsverhaltens elektroma-
gnetischer Felder muss man im Fall homogener zeitunabhängiger Felder im Prinzip nur die folgenden
vier Fälle behandeln:

• Fall 1: Teilchen im elektrischen Feld

• Fall 2: Teilchen imMagnetfeld

• Fall 3: Teilchen in „gekreuzten“ Feldern mit gleichem Betrag

• Fall 4: Teilchen in parallelen Feldern

Diese vier Sonderfälle werden in den Aufgaben 11.1 bis 11.5 behandelt.

• Fall 5: Teilchen in „gekreuzten“ Feldernmit 𝑬2 > 𝑩2 lässt sich durch eine geeignete Lorentz-
transformation auf den Fall 1 zurückführen;

• Fall 6: Teilchen in „gekreuzten“ Feldern mit 𝑬2< 𝑩2 lässt sich durch eine geeignete Lorentz-
transformation auf den Fall 2 zurückführen.

Diese Fälle werden in den Aufgaben 11.6 und 11.7 behandelt.

11.1 Löse die relativistische Bewegungsgleichung für ein Teilchen der Ruhmasse𝑚
und Ladung 𝑞 in einem homogenen zeitunabhängigen elektrischen Feld 𝑬 = (𝐸, 0, 0),
𝐸 > 0, unter Vernachlässigung der Selbstkraft (Strahlungsrückwirkungskraft) für die
Anfangsbedingungen 𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 0), 𝑣0𝑥 > 0, 𝑣0𝑦 ≠ 0.
Zeige insbesondere, dass die Bahnkurve 𝑥 = 𝑥(𝑦) durch die Kettenlinie

𝑥 = ℰ0
𝑞𝐸 [cosh

𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

− 1] +
𝑐𝑝0𝑥
𝑞𝐸 sinh 𝑞𝐸𝑦

𝑐𝑝0𝑦
,

𝑝0𝑥 =
𝑚𝑣0𝑥

√1− 𝛽20
, 𝑝0𝑦 =

𝑚𝑣0𝑦

√1− 𝛽20
,

ℰ0 ∶= 𝑐√𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑥+ 𝑝20𝑦 , 𝛽20 ∶=
𝑣20𝑥+ 𝑣20𝑦

𝑐2

479



11. Relativistische Mechanik. Zerfalls- und Stoßprozesse von Elementarteilchen

gegeben ist (ℰ0 Gesamtenergie des Teilchens zum Zeitpunkt 𝑡 = 0).
Unter welchen Bedingungen kann diese Bahnkurve näherungsweise durch die aus

Newtongleichung und Lorentzkraft folgende Parabelbahn

𝑥 = 𝑞𝐸
2𝑚𝑣20𝑦

𝑦2 + 𝑣0𝑥
𝑣0𝑦

𝑦

ersetzt werden?
Anleitung: Benütze die Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen und die Beziehung
arsinh𝑢 = arcosh√1 + 𝑢2 .

Bemerkung zur Selbstkraft: Die Berücksichtigung der Selbstkraft in der Bewegungsgleichung, d. h.
für die Berechnung der Bahnkurve, ist nur dann erforderlich, wenn das geladene Teilchen seinen
Bewegungszustand in Zeitintervallen der Größenordnung∆𝜏 ≔ 2𝑞2/3𝑚𝑐3, d. h. auf Strecken der
Größenordnung 𝑐∆𝜏merklich ändert. Da∆𝜏 umgekehrt proportional zur Teilchenmasse ist, spielt
die Selbstkraft am ehesten für Elektronen eine Rolle. Für das Elektron ist aber∆𝜏e ≈ 6⋅10−24 s,
𝑐∆𝜏e ≈ 2⋅10−13 cm. Die Selbstkraft muss also nur im Fall eines ultrarelativistischen Elektrons,
dessen Bewegungszustand sich auf Strecken von der Länge eines Atomkerndurchmessersmerklich
ändert, in der Bewegungsgleichung berücksichtigt werden.
Zur exakten relativistischenBewegungsgleichung eines geladenenTeilchens unter Einbeziehung

der Selbstkraft siehe Rohrlich, F.: Classical Charged Particles. World Scientific, Singapore 2007.
Hinweis: Die folgende Aufgabe ist eine Fortsetzung dieser Aufgabe.

11.2 In Aufgabe 11.1 wurde die relativistische Bewegungsgleichung für ein Teilchen
der Ruhmasse𝑚 und Ladung 𝑞 in einem homogenen zeitunabhängigen elektrischen Feld
𝑬 = (𝐸, 0, 0), 𝐸 > 0, für die Anfangsbedingungen 𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 0), 𝑣0𝑥 > 0,
𝑣0𝑦 ≠ 0 gelöst.

(a) Berechne für diese Bewegung unter Verwendung der Ergebnisse der Aufgabe 11.1 die
Funktion 𝑐𝑡 = 𝑐𝑡(𝜏) und die Funktion 𝑇 = 𝑇(𝜏), wobei 𝑇 die kinetische Energie und 𝜏
die Eigenzeit des Teilchens ist (𝜏 = 0 für 𝑡 = 0 gewählt).

(b) In Aufgabe 11.1 wurde als Bahnparameter die Zeit 𝑡 des betreffenden Inertialsystems
verwendet. Berechne aus den Lösungen für 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) die Lösungen 𝑥(𝜏), 𝑦(𝜏).

Anleitung zu (a): Berechne die Gesamtenergie ℰ als Funktion von 𝜏 und daraus 𝑇(𝜏). (Die Ge-
samtenergie des Teilchens wird normalerweise mit 𝐸 bezeichnet, aber hier bedeutet 𝐸 die Stär-
ke des 𝑬-Feldes.) Benütze die Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen und die Beziehung
arsinh𝑢 = arcosh√1 + 𝑢2 .

Siehe auch die Testaufgabe T11.3.

11.3 Löse die relativistische Bewegungsgleichung für ein Teilchen der Ruhmasse𝑚
und Ladung 𝑞 in einem homogenen zeitunabhängigen Magnetfeld 𝑩 = (0, 0, 𝐵), 𝐵 > 0,
unter Vernachlässigung der Selbstkraft (Strahlungsrückwirkungskraft) für die Anfangsbe-
dingungen 𝒓(0) = (𝑥0, 𝑦0, 0), 𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 𝑣0𝑧).
Bemerkung: Zur Selbstkraft siehe die Bemerkung zur Aufgabe 11.1.
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11.4 Löse die relativistische Bewegungsgleichung für ein Teilchen der Ruhmasse𝑚
und Ladung 𝑞 in zueinander senkrechten homogenen zeitunabhängigen Feldern 𝑬, 𝑩 mit
gleichem Betrag unter Vernachlässigung der Selbstkraft (Strahlungsrückwirkungskraft)
für die Anfangsbedingungen 𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = 𝟎.
Wähle 𝑬 = (0, 𝐸, 0), 𝑩 = (0, 0, 𝐸), 𝐸 > 0, und zeige insbesondere, dass die Bewegung in

der 𝑥𝑦-Ebene verläuft, und die Bahnkurve durch

𝑦3 = 9𝑚𝑐2
2𝑞𝐸 𝑥2

gegeben ist. Mache eine Skizze der Bahnkurve.
Wie verhalten sich 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑣𝑥(𝑡) und 𝑣𝑦(𝑡) für große 𝑡?

Bemerkungen: Zur Selbstkraft siehe die Bemerkung zur Aufgabe 11.1.
Die gewählten speziellen Anfangsbedingungen vereinfachen die Rechnung bedeutend, stellen aber
keine prinzipielle Einschränkung der Allgemeinheit dar, denn aufgrund der Feldinvarianten 𝑬 •𝑩,
𝑩2−𝑬2 gilt: Sind die Felder in einem Inertialsystem zueinander senkrecht und von gleichemBetrag,
so sind sie es in allen Inertialsystemen. Für die Rechnung verwenden wir jenes Inertialsystem in
dem 𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = 𝟎 ist. Zu den Lösungen für andere Anfangsbedingungen kann man dann
mithilfe von allgemeinen Lorentztransformationen kommen.

Anleitung: Zeige, dass für die Gesamtenergie des Teilchens (Ruhenergie plus kinetische Energie)

ℰ(𝑡) = 𝑐√𝑚2𝑐2+ 𝑝2𝑥(𝑡) + 𝑝2𝑦(𝑡)
gilt, und

ℰ(𝑡) − 𝑐𝑝𝑥(𝑡) = ℰ(0) − 𝑐𝑝𝑥(0) = 𝑚𝑐2

eine Konstante der Bewegung ist.
Zur Analyse der Bahnbewegung ist es nicht zweckmäßig eine explizite analytische Lösung für
𝑥(𝑡) und 𝑦(𝑡) zu suchen, da dies sehr großen Aufwand bedeutet und – wie die Rechnung zeigt – zu
keinerlei Einsichten führt. Besser ist es, analytische Ausdrücke für 𝑥(𝑝𝑦) und 𝑦(𝑝𝑦) zu berechnen.
(Mit wachsendem 𝑡 > 0 wächst 𝑝𝑦 streng monoton, daher ist 𝑝𝑦 als Bahnparameter geeignet.) An-
schließend kann man eine implizite Funktion 𝑝𝑦 = 𝑝𝑦(𝑡) bestimmen, womit sich die Bahnbewegung
als Funktion der Zeit 𝑡 analysieren und gegebenenfalls numerisch berechnen lässt.

11.5 Löse die relativistische Bewegungsgleichung für ein Teilchen der Ruhmasse𝑚
und Ladung 𝑞 in parallelen homogenen zeitunabhängigen Feldern𝑬,𝑩 unter Vernachlässi-
gung der Selbstkraft (Strahlungsrückwirkungskraft) für die Anfangsbedingungen 𝒓(0) = 𝟎,
𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 𝑣0𝑧).
Bemerkung: Zur Selbstkraft siehe die Bemerkung zur Aufgabe 11.1.

Anleitung: Wähle 𝑬 = (0, 0, 𝐸), 𝑩 = (0, 0, 𝐵), und bestimme die Funktionen 𝑥(𝜏), 𝑦(𝜏), 𝑧(𝜏) und 𝑡(𝜏),
wobei 𝜏 die Eigenzeit des Teilchens ist (𝜏 = 0 für 𝑡 = 0 gewählt).
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11.6 Ein Teilchen der Ruhmasse𝑚 und Ladung 𝑞 befindet sich im Inertialsystem 𝖲 in
dem homogenen zeitunabhängigen elektromagnetischen Feld 𝑬 = (𝐸, 0, 0), 𝑩 = (0, 𝐵, 0),
𝐸 > 0, 𝐵 > 0, mit 𝐸 > 𝐵. Die Anfangsbedingungen für die relativistische Bewegung des
Teilchens sind 𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = 𝟎. Zu bestimmen ist eine Parameterdarstellung der
Bahnbewegung des Teilchens.
Anleitung: Löse die Bewegungsgleichung in einemgeeigneten zu 𝖲 achsenparallelen Inertialsystem
𝖲′ (𝖲, 𝖲′ in modifizierter Standardkonfiguration) in welchem 𝑩′= 𝟎 gilt, und berechne die verlangte
Parameterdarstellung der Bahnbewegung durch Rücktransformation nach 𝖲.

Siehe auch die folgende Aufgabe.

11.7 Ein Teilchen der Ruhmasse𝑚 und Ladung 𝑞 befindet sich im Inertialsystem 𝖲 in
dem homogenen zeitunabhängigen elektromagnetischen Feld 𝑬 = (𝐸, 0, 0), 𝑩 = (0, 𝐵, 0),
𝐸 > 0, 𝐵 > 0, mit 𝐸 < 𝐵. Die Anfangsbedingungen für die relativistische Bewegung des
Teilchens sind 𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = 𝟎. Zu bestimmen ist eine Parameterdarstellung der
Bahnbewegung des Teilchens.
Anleitung: Löse die Bewegungsgleichung in einemgeeigneten zu 𝖲 achsenparallelen Inertialsystem
𝖲′ (𝖲, 𝖲′ in modifizierter Standardkonfiguration) in welchem 𝑬′= 𝟎 gilt, und berechne die verlangte
Parameterdarstellung der Bahnbewegung durch Rücktransformation nach 𝖲.

11.8 Bei Zerfalls- und Stoßprozessen von Elementarteilchen ist der Gesamtviererim-
puls nach dem Prozess gleich dem Gesamtviererimpuls vor dem Prozess (Erhaltung des
Gesamtimpulses und der Gesamtenergie).

(a) (a1) Zeige, dass ein Zerfallsprozess gemäß Abbildung 1 aufgrund des obigen Erhal-
tungssatzes nicht möglich ist, falls 𝑚1< 𝑚2+𝑚3 gilt (𝑚1,𝑚2,𝑚3 Ruhmassen der
Teilchen 1, 2, 3).

(a2) Es sei 𝑚1 ≥ 𝑚2 +𝑚3 und es seien auch alle anderen Bedingungen für die Mög-
lichkeit des Prozesses von Abbildung 1 (Ladungserhaltung etc.) erfüllt. Welche
kinetische Energie 𝑇2 bzw. 𝑇3 besitzen dann die Zerfallsprodukte 2, 3 in jenem
Inertialsystem, in dem das ursprünglich vorhandene Teilchen 1 ruhte?

(a3) Ein spezieller derartiger Zerfallsprozess ist K± → π±+ π0. Berechne die kineti-
schen Energien der Zerfallsprodukte im Ruhsystem von K±.
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(b) Zeige, dass ein Paarvernichtungsprozess gemäß Abbildung 2 aufgrund des Erhaltungs-
satzes für den Viererimpuls nicht möglich ist.

Hinweise: Die Bezeichnungen „vorher“ bzw. „nachher“ beziehen sich auf Situationen, in denen
von der Wechselwirkung abgesehen werden kann, weil die Teilchen noch nicht oder nicht mehr in
einem räumlichen Abstand voneinander sind, in dem die Wechselwirkung eine Rolle spielt.

Bei (a1) und (b) ist es zweckmäßig, ein geeignetes spezielles Bezugssystem heranzuziehen und die
Lorentzinvarianz des inneren Produkts von Vierervektoren zu benützen.

Für (a3) benötigt man die Ruhenergien von K±, π± und π0, welche der Reihe nach 493,677 MeV,
139,57 MeV und 134,977 MeV betragen.

Siehe auch die Aufgaben 11.9 und 11.13 sowie die Testaufgaben T11.4, T11.5 und T11.6.

11.9 Bei einem Zerfallsprozess der Art, wie er in der vorigen Aufgabe unter Punkt (a)
untersucht wurde (siehe auch die Abbildung1), seien die Ruhmassen𝑚2,𝑚3 der Zerfalls-
produkte bekannt, und die kinetische Energie von Teilchen2 werde in jenem Inertialsys-
tem, in dem das ursprünglich vorhandene Teilchen1 ruhte, experimentell bestimmt.

(a) Berechne die Ruhmasse𝑚1 des zerfallenden Teilchens und die Zerfallsenergie
𝑄 ≔ [𝑚1 − (𝑚2+ 𝑚3)]𝑐2.

(b) Ein spezieller derartiger Zerfallsprozess ist Σ+ → p + π0. Die Ruhenergien von p
und π0 sind 938,272MeV und 134,977MeV, die experimentell bestimmte kinetische
Energie des Protons ist 𝑇p = 18,8MeV. Berechne die Ruhenergie des Σ+-Teilchens, die
Zerfallsenergie 𝑄 und die kinetische Energie des Pions.

Wer die vorige Aufgabe bearbeitet hat, kann gleich von den dort unter Punkt (a2) abgeleiteten
Formeln ausgehen. Wer dies nicht getan hat, wendet sich zweckmäßigerweise zuerst Punkt (a) von
Aufgabe 11.8 zu.

11.10 Bei einem Zerfallsprozess der Art, wie er in der Aufgabe 11.8 unter Punkt (a)
untersucht wurde (siehe auch die dortige Abbildung1), seien die Ruhmassen aller Teilchen
bekannt: Teilchen1 Ruhmasse𝑚1, Teilchen2 Ruhmasse𝑚2< 𝑚1, Teilchen3 Ruhmasse
𝑚3 = 0.

(a) Berechne die Energie 𝐸2 und die Geschwindigkeit 𝑣2 von Teilchen2 in jenem Inertial-
system, in dem das ursprünglich vorhandene Teilchen1 ruhte.

(b) Ein spezieller derartiger Zerfallsprozess ist π+→ μ++ νμ. Die Ruhenergien von π+ und
μ+ sind 139,57MeV und 105,66MeV.1Was ergibt sich bei diesem Zerfallsprozess für
𝐸2 und 𝑣2?

1Es gibt experimentelle Hinweise, dass Neutrinos eine von null verschiedene (sehr kleine) Ruhmasse
besitzen. Die experimentelle obere Schranke ist 0,8 eV. Zum Vergleich: 𝑚e−= 0,511MeV.
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11.11

Ein Teilchenmit der Ruhmasse𝑚1 stößt auf ein im La-
borsystem ruhendes Teilchenmit der Ruhmasse𝑚2. Der
Zusammenstoß führt zur Produktion einer Anzahl von
TeilchenmitRuhmassen𝑚3,𝑚4,… (zwei odermehrTeil-
chen). Die Summe der Ruhmassen der entstehenden
Teilchen sei größer als𝑚1+𝑚2.

(a) Welche kinetische Energie 𝑇1,0 bzw. welchen Impuls 𝒑1,0muss das Teilchen1 im La-
borsystemmindestens besitzen, damit der Prozess möglich ist?
Diese kinetische Energie oder auch die entsprechende Gesamtenergie bezeichnet man als
Schwellenenergie.

(b) Ein spezieller derartiger Prozess ist

π++ p → K++ Σ+.

Berechne 𝑇1,0 und 𝒑1,0 für diesen Fall.
Die Ruhenergien von π+, p, K+ und Σ+ sind 139,570MeV, 938,272MeV, 493,677MeV und
1189,37 MeV.

11.12
Vorbemerkung: Dass Elektron-Positron-Paarbildung durch ein
Photon gemäß der linken Abbildung aufgrund des Erhaltungssat-
zes für Energie und Impuls nicht möglich ist, wurde in Punkt (a)
von Aufgabe 11.8 gezeigt. Der Prozess erfordert das Vorhanden-
sein eines Teilchens (z. B. eines Atomkerns) im Laborsystem,
mit dem das Photon wechselwirkt, und das Energie und Impuls
übernehmen kann. (Bei einem nicht elementaren Partner: ohne
dessen inneren Zustand zu ändern.)

Welche Energie 𝐸γ,0muss das Photonmindestens besitzen, damit der Prozess

γ + (Teilchen)→ e++ e−+ (Teilchen)

möglich ist?

Wer bereits die vorige Aufgabe gerechnet hat, kann die Formel für die Schwellenenergie von dort
übernehmen.
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Die Ruhenergien von e+ und e− sind 0,511MeV, die Ruhenergie des beteiligten Teilchens werde wie
in der vorigen Aufgabe mit𝑚2 bezeichnet.

11.13 Ein π0-Teilchen, das im Laborsystem 𝖲 die Geschwindigkeit 𝒗 = (𝑣, 0, 0), 𝑣 > 0,
besitzt, zerfalle in zwei Photonen. Im Schwerpunktsystem 𝖲′ (Ruhsystem des Pions vor
dessenZerfall) werde das eine Photon in die positive 𝑦′-Richtung, das andere in die negative
𝑦′-Richtung emittiert. Berechne Ausbreitungsrichtung, Kreisfrequenz, Impulsbetrag und
Energie der Photonen im Laborsystem 𝖲.

11.14 Ein Teilchen mit der Ruhmasse𝑚1, das im Laborsystem 𝖲 die Geschwindigkeit
𝒗 = (𝑣, 0, 0), 𝑣 > 0, besitzt, stößt auf ein im Laborsystem ruhendes Teilchen mit der
Ruhmasse𝑚2 .

(a) Berechne für die Standardlorentztransformation vom Laborsystem 𝖲 zum Schwer-
punktsystem 𝖲′die Größen 𝛽(𝑉) und 𝛾(𝑉).

(b) Berechne die Energien 𝐸′1, 𝐸′2 und die Impulse 𝒑′
1, 𝒑′

2 von Teilchen1 und 2 im Schwer-
punktsystem 𝖲′.

(c) Zeige, dass für die Gesamtenergie 𝐸′ im Schwerpunktsystem 𝖲′

𝐸′ = (𝑚2
1𝑐4+𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2)1/2

gilt, und setze diese Größe in die Ergebnisse von Punkt (a) und Punkt (b) ein.

Benütze die Lorentztransformationen und die Lorentzinvarianz des inneren Produkts von Vierer-
vektoren.

11.15 Ein Teilchen, das im Laborsystem 𝖲 die Geschwindigkeit 𝒗 = (𝑣, 0, 0), 𝑣 > 0,
besitzt, zerfällt im Flug in zwei Teilchen. Drücke denWinkel zwischen der Flugrichtung
eines der beiden Zerfallsprodukte (Ruhmasse𝑚) mit der Flugrichtung des zerfallenen
Teilchens durch die Energie 𝐸 dieses Zerfallsproduktes im Laborsystem 𝖲 und die Energie
𝐸′ dieses Zerfallsproduktes im Schwerpunktsystem 𝖲′aus.

11.16

Pion-Erzeugung durch Nukleon-Nukleon-Streuung:
Ein Nukleon (Ruhmasse𝑀) stoßt im Laboratorium
(Inertialsystem 𝖲) mit der Geschwindigkeit 𝒗 auf
ein ruhendes Nukleon. Nach dem Stoß entsteht
zusätzlich zu den zwei Nukleonen ein Pion (Ruh-
masse𝑚).
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(a) Zeige, dass ein solcher Prozess nur für

𝛾(𝑣) ≥ 1 + 2𝑚
𝑀 + 𝑚2

2𝑀2

möglich ist.

(b) Setze in die Formel von Punkt (a) speziell die Werte für die Ruhenergien von Proton
und π0-Teilchen (938,272MeV bzw. 134,977MeV) ein.

Anleitung: Verwende den Erhaltungssatz für den Gesamtviererimpuls und die Lorentzinvarianz
des minkowskischen Betragsquadrats des Gesamtviererimpulses.

11.17
Betrachtet wird die Streuung eines Teilchens
mit der Ruhmasse𝑚 an einem im Laborsys-
tem 𝖲 ruhenden Teilchen mit gleicher Ruh-
masse: Teilchen1 fällt in 𝖲mit der Energie
𝐸0 in 𝑥-Richtung ein und wird an Teilchen2
gestreut.

(a) Drücke den Streuwinkel𝛩1 in 𝖲 durch die Energie 𝐸0 des einfallenden Teilchens und
seine Energie 𝐸1 in 𝖲 nach dem Stoß aus.

(b) Drücke die Energie 𝐸1 von Teilchen1 in 𝖲 nach dem Stoß durch seine Energie 𝐸0 in 𝖲
beim Einfall auf das in 𝖲 ruhende Teilchen2 und den Streuwinkel𝛩1 aus.

(c) Drücke die kinetische Energie𝑇1 des gestreuten Teilchens1 in 𝖲 durch seine kinetische
Energie 𝑇0 in 𝖲 beim Einfall auf das in 𝖲 ruhende Teilchen2 und seinen Streuwinkel
𝛩1 aus.

Anleitung zu (a): Verwende den Erhaltungssatz für den Gesamtviererimpuls und die Lorentzinvari-
anz des minkowskischen Betragsquadrats von Viererimpulsen.

11.18*
Betrachtet wird die Streuung eines Teilchens
mit der Ruhmasse𝑚 an einem im Laborsys-
tem 𝖲 ruhenden Teilchen mit gleicher Ruh-
masse: Teilchen1 fällt in 𝖲mit der Energie
𝐸0 in 𝑥-Richtung ein und wird an Teilchen2
gestreut.

𝜒 sei der Winkel zwischen den Teilchenbah-
nen im Laborsystem 𝖲 nach dem Stoß (sie-
he die Abbildung1), 𝛩′ sei der Streuwinkel
im Schwerpunktsystem 𝖲′ (siehe die Abbil-
dung2).
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Angaben

Zeige, dass die Beziehung

tan𝜒 = 2𝑐2
𝑉2𝛾(𝑉) sin𝛩′

gilt, wobei 𝑽 = (𝑉, 0, 0) die Geschwindigkeit des Schwerpunktsystems gegenüber dem
Laborsystem ist.
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11. Relativistische Mechanik. Zerfalls- und Stoßprozesse von Elementarteilchen

Lösungen

11.1 Relativistische Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens der Ruhmasse𝑚
und der Ladung 𝑞 unter Vernachlässigung der Selbstkraft (nur externe Felder) als Vierer-
tensorgleichung geschrieben:

𝑑𝑝𝜇(𝜏)
𝑑𝜏 ≡ 𝑚𝑎𝜇(𝜏) = 𝐹𝜇(𝜏) = 𝑞

𝑐 𝐹
𝜇𝜈(𝑥0(𝜏), 𝑥1(𝜏), 𝑥2(𝜏), 𝑥3(𝜏))𝑢𝜈(𝜏) . (11.1-1)

Zwischen Viererimpuls 𝑝𝜇, relativistischer Energie2 (Ruhenergie plus kinetischer Energie)
ℰ und relativistischem (Dreier-)Impuls 𝒑 besteht die Beziehung

(𝑝𝜇) = ( 𝑚𝑐

√1 − 𝑣2

𝑐2

, 𝑚𝒗

√1 − 𝑣2

𝑐2

) = (ℰ
𝑐 , 𝒑). (11.1-2)

Die (1, 2, 3)-Komponenten von (11.1-1) liefern die Bewegungsgleichung im engeren Sinn.
Mit „Dreiergrößen“ angeschrieben:

𝑑𝒑(𝑡)
𝑑𝑡 ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝒗(𝑡)

√1 − 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 𝑭(𝑡) = 𝑞[𝑬(𝒓(𝑡), 𝑡) + 𝒗(𝑡)
𝑐 ⨯ 𝑩(𝒓(𝑡), 𝑡)] . (11.1-3)

Die 0-Komponente von (11.1-1) liefert den Arbeitssatz zur Bewegungsgleichung (11.1-3)
und stellt eine redundante Information dar:

𝑑ℰ(𝑡)
𝑑𝑡 ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑐2

√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 𝑭(𝑡) • 𝒗(𝑡) = 𝑞𝒗(𝑡) •𝑬(𝒓(𝑡), 𝑡) . (11.1-4)

Äquivalent zu (11.1-3) ist

𝑚𝒂(𝑡) = 𝑞√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2 [𝑬(𝒓(𝑡), 𝑡) + 𝒗(𝑡)

𝑐 ⨯ 𝑩(𝒓(𝑡), 𝑡) − 𝒗(𝑡) •𝑬(𝒓(𝑡), 𝑡)
𝑐2 𝒗(𝑡)] . (11.1-5)

Diese Form der Bewegungsgleichung zeigt, dass in der Relativitätstheorie die Beschleuni-
gung im Allgemeinen nicht die Richtung der Kraft hat.

Spezialfall: Homogenes zeitunabhängiges elektrisches Feld 𝑬 = (𝐸, 0, 0), 𝐸 > 0
(d. h. 𝐸𝑥 = 𝐸 = |𝑬|)

𝑑𝒑(𝑡)
𝑑𝑡 ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝒗(𝑡)

√1 − 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 𝑞𝑬; (11.1-6)

2Meist mit𝐸 bezeichnet, aber hier Verwechslungsgefahr mit𝐸 = |𝑬|.
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Lösungen

𝑑ℰ(𝑡)
𝑑𝑡 ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑐2

√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 𝑞𝒗(𝑡) •𝑬. (11.1-7)

𝑚𝒂(𝑡) = 𝑞√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2 [𝑬 − 𝒗(𝑡) •𝑬

𝑐2 𝒗(𝑡)] . (11.1-8)

Anfangsbedingungen:
𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 0), 𝑣0𝑦 ≠ 0. (11.1-9)

Bemerkung: 𝑣0𝑦 = 0 wäre der Fall des Linearbeschleunigers (hyperbolische Bewegung in
𝑥-Richtung).

Wie man aus der Form (11.1-8) der Bewe-
gungsgleichung sieht, liegt 𝒂(0) in der Ebene
von 𝑬 und 𝒗(0), also in der 𝑥𝑦-Ebene, damit
liegt 𝒗(𝑑𝑡) = 𝒗(0) + 𝒂(0)𝑑𝑡 in der 𝑥𝑦-Ebene,
und es liegt die Bahnkurve in der 𝑥𝑦-Ebene.

Um die Schreibweise zu vereinfachen führe ich folgende Größen ein:

𝛽20 ≔
𝑣2(0)
𝑐2 =

𝑣20𝑥+ 𝑣20𝑦
𝑐2 , 𝒑(0) = ( 𝑚𝑣0𝑥

√1− 𝛽20
,

𝑚𝑣0𝑦

√1− 𝛽20
, 0) = (𝑝0𝑥, 𝑝0𝑦, 0) . (11.1-10)

Lösen der Bewegungsgleichung

𝑑𝑝𝑥(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸,

𝑑𝑝𝑦(𝑡)
𝑑𝑡 =

𝑑𝑝𝑧(𝑡)
𝑑𝑡 = 0

AB: 𝒓(0) = (0, 0, 0)
𝒑(0) = (𝑝0𝑥, 𝑝0𝑦, 0) , 𝑝0𝑦 ≠ 0

⎫⎪
⎬⎪
⎭

⇒ 𝑝𝑥(𝑡) = 𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥 , 𝑝𝑦(𝑡) = 𝑝0𝑦 , 𝑝𝑧(𝑡) = 0.

Wegen
𝒑(𝑡) = 𝑚𝒗(𝑡)

√1 − 𝑣2(𝑡)
𝑐2

⇔ 𝒗(𝑡) = 𝑐𝒑(𝑡)
√𝑚2𝑐2+ 𝑝2(𝑡)

(11.1-11)

folgt daraus

𝑣𝑥(𝑡) =
𝑐 (𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥)

√𝑚2𝑐2 + (𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥)2+ 𝑝20𝑦
, 𝑣𝑦(𝑡) =

𝑐𝑝0𝑦

√𝑚2𝑐2 + (𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥)2+ 𝑝20𝑦
, 𝑣𝑧(𝑡) = 0.
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Integration nach 𝑡 unter Verwendung der Anfangsbedingung 𝒓(0) = (0, 0, 0) gibt die Bahn-
bewegung der Ladung. Die Integration von 𝑣𝑥(𝑡) ist elementar, bei der Integration von 𝑣𝑦(𝑡)
verwendet man das unbestimmte Integral

∫ 𝑑𝜉
√𝜉2+ 𝑎2

= arsinh 𝜉𝑎 + 𝐶.

Ergebnis:

𝑥(𝑡) = 𝑐
𝑞𝐸 [√𝑚2𝑐2 + (𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥)2+ 𝑝20𝑦 −√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑥+ 𝑝20𝑦] ,

𝑦(𝑡) =
𝑐𝑝0𝑦
𝑞𝐸 [arsinh

𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
− arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
] ,

𝑧(𝑡) = 0.

(11.1-12a)

(11.1-12b)

(11.1-12c)

Wegen 𝑝0𝑦 ≠ 0 lässt sich die Bahnkurve in der Form 𝑥 = 𝑥(𝑦) darstellen. Aus Gl. (11.1-12b)
erhalten wir

𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥 =√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦 sinh[
𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

+ arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
] . (11.1-13)

Das setzen wir in Gl. (11.1-12a) ein und benützen die Anfangsenergie des Teilchens

ℰ0 ≔ ℰ(0) = 𝑚𝑐2

√1− 𝛽20
= 𝑐√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑥+ 𝑝20𝑦 . (11.1-14)

Damit folgt

𝑥 = 𝑐
𝑞𝐸 {𝑚

2𝑐2 + 𝑝20𝑦 + (𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦) sinh2[
𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

+ arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
]}

1/2
− ℰ0
𝑞𝐸

(11.1-15)
= 𝑐
𝑞𝐸 √𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦 cosh[

𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

+ arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
] − ℰ0

𝑞𝐸 .

Wenden wir das Additionstheorem

cosh(𝜉 + 𝜂) = cosh 𝜉 cosh 𝜂 + sinh 𝜉 sinh𝜂

an, so erhalten wir

cosh[
𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

+ arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
] = cosh 𝑞𝐸𝑦

𝑐𝑝0𝑦
cosh[arsinh

𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
]

+ sinh 𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
.
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Mit arsinh𝑢 = arcosh√1 + 𝑢2 folgt

cosh[arsinh
𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
] = cosh[arcosh

√
1+

𝑝20𝑥
𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦

] = ℰ0/𝑐

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦

und damit ergibt sich

cosh[
𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

+ arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
] = cosh 𝑞𝐸𝑦

𝑐𝑝0𝑦
ℰ0/𝑐

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
+ sinh 𝑞𝐸𝑦

𝑐𝑝0𝑦
𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2 + 𝑝20𝑦
.

Einsetzen in (11.1-15) gibt

𝑥 = 𝑐
𝑞𝐸 [

ℰ0
𝑐 cosh 𝑞𝐸𝑦

𝑐𝑝0𝑦
+ 𝑝0𝑥 sinh

𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

] − ℰ0
𝑞𝐸

bzw.
𝑥 = ℰ0

𝑞𝐸 [cosh
𝑞𝐸𝑦
𝑐𝑝0𝑦

− 1] +
𝑐𝑝0𝑥
𝑞𝐸 sinh 𝑞𝐸𝑦

𝑐𝑝0𝑦
. (11.1-16)

Die Bahnkurve ist eine Kettenlinie (Seilkurve, Katenoide).

Vergleich: Newtongleichung mit Lorentzkraft

Anstelle von (11.1-8) haben wir dann die Bewegungsgleichung

𝑚𝒂(𝑡) = 𝑞𝑬. (11.1-17)

Mit den Anfangsbedingungen

𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 0), 𝑣0𝑦 ≠ 0 (11.1-18)

ergibt sich
𝑣𝑥(𝑡) =

𝑞𝐸
𝑚 𝑡 + 𝑣0𝑥 , 𝑣𝑦(𝑡) = 𝑣0𝑦 , 𝑣𝑧(𝑡) = 0;

𝑥(𝑡) = 𝑞𝐸
2𝑚 𝑡2+ 𝑣0𝑥𝑡, 𝑦(𝑡) = 𝑣0𝑦𝑡, 𝑧(𝑡) = 0;

𝑥 = 𝑞𝐸
2𝑚𝑣20𝑦

𝑦2+ 𝑣0𝑥
𝑣0𝑦

𝑦.

(11.1-19)

(11.1-20)

Es handelt sich um eine gleichförmige Bewegung in 𝑦-Richtung überlagert von einer
gleichförmig beschleunigten Bewegung in 𝑥-Richtung, die Bahnkurve ist eine quadratische
Parabel.

Beachte: Es gilt 𝑣𝑦(𝑡) = 𝑣0𝑦 = konst., 𝑣𝑥(𝑡 → +∞) → +∞, relativistisch hingegen gilt
𝑣𝑦(𝑡 → +∞) → 0, 𝑣𝑥(𝑡 → +∞) → 𝑐.

491
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Wie erhält man im nichtrelativistischen Grenzfall aus (11.1-12a) bis (11.1-12c) und (11.1-16)
näherungsweise die Ergebnisse (11.1-19), (11.1-20)?

Für 𝛽20 ≪ 1 gilt 𝑝0𝑥 ≈ 𝑚𝑣0𝑥, 𝑝0𝑦 ≈ 𝑚𝑣0𝑦, ℰ0 ≈ 𝑚𝑐2 und aus (11.1-12a) bis (11.1-12c) und
(11.1-16) wird

𝑥(𝑡) ≈ 𝑐
𝑞𝐸 [√𝑚

2𝑐2 + 𝑞2𝐸2𝑡2+ 2𝑞𝐸𝑚𝑣0𝑥𝑡 − 𝑚𝑐] , (11.1-21a)

𝑦(𝑡) ≈
𝑚𝑐𝑣0𝑦
𝑞𝐸 [arsinh (

𝑞𝐸𝑡
𝑚𝑐 +

𝑣0𝑥
𝑐 ) − arsinh 𝑣0𝑥𝑐 ] , (11.1-21b)

𝑧(𝑡) = 0; (11.1-21c)

𝑥 ≈ 𝑚𝑐2
𝑞𝐸 [cosh

𝑞𝐸𝑦
𝑚𝑐𝑣0𝑦

− 1] + 𝑚𝑐𝑣0𝑥
𝑞𝐸 sinh 𝑞𝐸𝑦

𝑚𝑐𝑣0𝑦
. (11.1-21d)

Für
𝑡 ≪ 𝑚𝑐

|𝑞|𝐸 (11.1-22)

folgt aus (11.1-21a) mithilfe der Binomialentwicklung 𝑥(𝑡) ≈ (𝑞𝐸)/(2𝑚) 𝑡2+ 𝑣0𝑥𝑡 und aus
(11.1-21b) folgt wegen arsinh 𝜉 = 𝜉 − 𝜉3/6 + −… die Beziehung 𝑦(𝑡) ≈ 𝑣0𝑦𝑡. Mit (11.1-22)
gilt dann aber auch

|𝑦(𝑡)| ≪
𝑚𝑐|𝑣0𝑦|
|𝑞|𝐸 ⇒ ||

𝑞𝐸𝑦
𝑚𝑐𝑣0𝑦

|| ≪ 1 (11.1-23)

undmit cosh 𝜉 = 1 + 𝜉2/2 +… , sinh 𝜉 = 𝜉 + 𝜉3/6 +… zeigt man, dass auch die Beziehung
(11.1-20) näherungsweise gilt.

11.2 (a) Die allgemeine Formel für das Differential der Eigenzeit lautet

𝑑𝜏 =√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2 𝑑𝑡 = 𝑚𝑐2

ℰ(𝑡)
𝑑𝑡. (11.2-1)

Dabei ist
ℰ(𝑡) = 𝑐√𝑚2𝑐2+ 𝑝2(𝑡) = 𝑚𝑐2 + 𝑇(𝑡)

die Gesamtenergie des Teilchens (Ruhenergie plus kinetische Energie). In der vorliegenden
Aufgabe gilt (siehe oberhalb von (11.1-11)) 𝑝𝑥(𝑡) = 𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥, 𝑝𝑦(𝑡) = 𝑝0𝑦, 𝑝𝑧(𝑡) = 0, also

ℰ(𝑡) = 𝑐√𝑚2𝑐2+ (𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥)2+ 𝑝20𝑦 , (11.2-2)

undmit 𝜏 = 0 für 𝑡 = 0 folgt

𝜏 = 𝜏(𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑑𝑡′ 𝑚𝑐

√𝑚2𝑐2+ (𝑞𝐸𝑡′+ 𝑝0𝑥)2+ 𝑝20𝑦
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und nach Variablensubstitution 𝑢 = 𝑞𝐸𝑡′+ 𝑝0𝑥

𝜏(𝑡) = 𝑚𝑐
𝑞𝐸

𝑞𝐸𝑡+𝑝0𝑥

∫
𝑝0𝑥

𝑑𝑢 1

√𝑢2+𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑦
= 𝑚𝑐
𝑞𝐸 arsinh 𝑢

√𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑦

𝑞𝐸𝑡+𝑝0𝑥

𝑝0𝑥

,

also
𝜏 = 𝜏(𝑡) = 𝑚𝑐

𝑞𝐸 [arsinh
𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑦
− arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑦
] . (11.2-3)

Die kinetische Energie berechnet man als Funktion von 𝜏 am einfachsten aus

𝑇 = ℰ−𝑚𝑐2 = 𝑚𝑐2 ( 𝑑𝑡𝑑𝜏 − 1). (11.2-4)

Dazu benötigt man die Umkehrfunktion von 𝜏 = 𝜏(𝑡). Aus Gl. (11.2-3) folgt

𝑞𝐸𝑡 + 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑦
= sinh[

𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 + arsinh 𝑝0𝑥

√𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑦
].

Anwenden des Additionstheorems

sinh(𝜉 + 𝜂) = sinh 𝜉 cosh 𝜂 + cosh 𝜉 sinh𝜂

und Benützen der Beziehung arsinh𝑢 = arcosh√1 + 𝑢2 führt nach einer kurzen elementa-
ren Zwischenrechnung zum Ergebnis

𝑐𝑡 = 𝑐𝑝0𝑥
𝑞𝐸 [cosh

𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 − 1] + ℰ0

𝑞𝐸 sinh
𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 ; (11.2-5)

𝑑(𝑐𝑡)
𝑑𝜏 = 𝑝0𝑥

𝑚 sinh 𝑞𝐸𝜏𝑚𝑐 + ℰ0
𝑚𝑐 cosh

𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 .

Einsetzen in (11.2-4) gibt dann

𝑇 = 𝑇(𝜏) = 𝑐𝑝0𝑥 sinh
𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 +ℰ0 cosh

𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 −𝑚𝑐2 . (11.2-6)

(b) Der Vergleich von Gl. (11.2-3) und Gl. (11.1-12b) zeigt unmittelbar, dass

𝑦 = 𝑦(𝜏) =
𝑝0𝑦
𝑚 𝜏 (11.2-7)

gilt. Von diesem einfachen Ergebnis überrascht? – Die 2-Komponente der Vierer-Bewe-
gungsgleichung (11.1-1) lautet

𝑑2𝑦
𝑑𝜏2 = 0,
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undmit den Anfangsbedingungen 𝑦(0) = 0, (𝑑𝑦/𝑑𝜏)(0) = 𝑝0𝑦/𝑚 ergibt sich (11.2-7). Die
Berechnung von 𝑦(𝑡) in Aufgabe 11.1 aus der „Dreier“-Bewegungsgleichung (11.1-6) war
wesentlich komplizierter.

Hinweis: Auch die Funktionen 𝑐𝑡(𝜏), 𝑥(𝜏) kannman durch Lösen der „Vierer“-Bewegungsgleichung
(11.1-1) berechnen. Der Leser versuche dies selbständig.

Um die Funktion 𝑥 = 𝑥(𝜏) zu berechnen, wäre es unzweckmäßig in Gl. (11.1-12a) 𝑡(𝜏) aus
Gl. (11.2-5) einzusetzen. Da wir von Aufgabe 11.1 die Gleichung 𝑥 = 𝑥(𝑦) der Bahnkurve
kennen, müssen wir lediglich in der Gleichung (11.1-16) der Bahnkurve 𝑦 durch (𝑝0𝑦/𝑚)𝜏
ersetzen.

Ergebnisse:

𝑐𝑡(𝜏) = 𝑐𝑝0𝑥
𝑞𝐸 [cosh

𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 − 1] + ℰ0

𝑞𝐸 sinh
𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 ,

𝑥(𝜏) = ℰ0
𝑞𝐸 [cosh

𝑞𝐸𝜏
𝑚𝑐 − 1] +

𝑐𝑝0𝑥
𝑞𝐸 sinh 𝑞𝐸𝜏𝑚𝑐 ,

𝑦(𝜏) =
𝑝0𝑦
𝑚 𝜏,

𝑧(𝜏) = 0.

(11.2-8a)

(11.2-8b)

(11.2-8c)

(11.2-8d)

11.3 Zum Lösen der vorliegenden Aufgabe gehe ich von der Bewegungsgleichung
(11.1-3) und dem zugehörigen Arbeitssatz (11.1-4) aus. Der Arbeitssatz lautet

𝑑
𝑑𝑡

𝑚𝑐2

√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 0. (11.3-1)

Die magnetische Kraft leistet an der Punktladung keine Arbeit, da sie zur jeweiligen Mo-
mentangeschwindigkeit orthogonal ist. Betrag der Teilchengeschwindigkeit und Teilchen-
energie ℰ sind daher zeitlich konstant:

|𝒗(𝑡)| = 𝑣(𝑡) = 𝑣(0) ≕ 𝑣, ℰ(𝑡) = ℰ(0) = 𝑚𝑐2

√1− 𝑣2

𝑐2

≕ ℰ0 . (11.3-2)

Die Bewegungsgleichung (11.1-3) bzw. (11.1-5) lautet

𝒂(𝑡) =
𝑞√1 − 𝑣2

𝑐2

𝑚𝑐 [𝒗(𝑡) ⨯ 𝑩] . (11.3-3)

Bemerkung: Der einzige Unterschied gegenüber dem nichtrelativistischen Fall (Newtongleichung
mit Lorentzkraft) ist das Auftreten des Wurzelausdruckes. Man erhält daher dieselbe Art der Bewe-
gung wie im nichtrelativistischen Fall: Bewegung längs einer Schraubenlinie (Helix), welche sich um
die Feldrichtung „windet“.
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Mit
𝑩 = (0, 0, 𝐵), 𝐵 > 0 (d. h. 𝐵𝑧 = 𝐵 = |𝑩|) und 𝜔 ≔ 𝑞𝐵

𝑚𝑐√1− 𝑣2
𝑐2 (11.3-4)

lautet die Bewegungsgleichung (11.3-3)

𝒂(𝑡) = 𝜔[𝑣𝑦𝒆𝑥− 𝑣𝑥𝒆𝑦]. (11.3-5)

Zerlegung nach Komponenten gibt

̈𝑥 = 𝜔 ̇𝑦 , ̈𝑦 = −𝜔 ̇𝑥 , ̈𝑧 = 0. (11.3-6)

Entkoppeln der Differentialgleichungen für 𝑥(𝑡) und 𝑦(𝑡) führt auf Schwingungsgleichun-
gen mit den Basislösungen sin𝜔𝑡, cos𝜔𝑡, und unter Verwendung der Anfangsbedingungen
𝒓(0) = (𝑥0, 𝑦0, 0), 𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 𝑣0𝑧) erhält man das Bewegungsgesetz

𝑥(𝑡) = +𝑣0⟂𝜔 cos(𝜔𝑡 + 𝛼) +
𝑣0𝑦
𝜔 + 𝑥0 ,

𝑦(𝑡) = −𝑣0⟂𝜔 sin(𝜔𝑡 + 𝛼) − 𝑣0𝑥
𝜔 + 𝑦0 ,

𝑧(𝑡) = 𝑣0𝑧 𝑡

(11.3-7a)

(11.3-7b)

(11.3-7c)

mit
𝑣0⟂ ≔√𝑣20𝑥 + 𝑣20𝑦 , sin 𝛼 = −𝑣0𝑥𝑣0⟂

, cos 𝛼 = −
𝑣0𝑦
𝑣0⟂

. (11.3-8)

Die Kreisfrequenz 𝜔c= |𝜔| heißt Zyklotronfrequenz.
(Beachte, dass 𝑞 negativ sein kann.) Der Radius der
Schraubenlinie ist 𝑟⟂= 𝑣0⟂/𝜔c. Die Abbildung zeigt
eine solche Schraubenlinie für den Fall 𝑞 > 0.

11.4 Zum Lösen der vorliegenden Aufgabe gehe ich von der Bewegungsgleichung
(11.1-3) und dem zugehörigen Arbeitssatz (11.1-4) aus. Mit

𝑬 = (0, 𝐸, 0), 𝑩 = (0, 0, 𝐸), 𝐸 > 0 (11.4-1)

und der relativistischen Gesamtenergie des Teilchens

ℰ(𝑡) ∶= 𝑚𝑐2

√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 𝑐√𝑚2𝑐2+ 𝑝2(𝑡) (11.4-2)
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lauten Bewegungsgleichung und Arbeitssatz

𝑑𝑝𝑥(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸

𝑣𝑦(𝑡)
𝑐 , (11.4-3a)

𝑑𝑝𝑦(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸 − 𝑞𝐸 𝑣𝑥(𝑡)𝑐 = 𝑞𝐸 (1 − 𝑣𝑥(𝑡)

𝑐 ) , (11.4-3b)

𝑑𝑝𝑧(𝑡)
𝑑𝑡 = 0 ⇒ 𝑝𝑧(𝑡) = 𝑝𝑧(0) = 0; (11.4-3c)

𝑑ℰ(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸𝑣𝑦(𝑡) . (11.4-3d)

Für die weitere Rechnung verwende ich die Abkürzung 𝑞𝐸 ≕ 𝐹. (Die Bedeutung von 𝐹 ist
𝐹𝑦 .) Die verbliebenen Gleichungen lauten dann

𝑑𝑝𝑥(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝐹

𝑣𝑦(𝑡)
𝑐 ,

𝑑𝑝𝑦(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝐹 (1 − 𝑣𝑥(𝑡)

𝑐 ) ; 𝑑ℰ(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝐹𝑣𝑦(𝑡) . (11.4-4)

Erste und dritte Gleichung ergeben zusammen eine Konstante der Bewegung, welche
aufgrund der Anfangsbedingungen denWert𝑚𝑐2 besitzt:

ℰ(𝑡) − 𝑐𝑝𝑥(𝑡) = ℰ(0) − 𝑐𝑝𝑥(0) = 𝑚𝑐2. (11.4-5)

Wegen (11.4-3c) liegt die Bahnkurve in der 𝑥𝑦-Ebene, und es gilt

ℰ(𝑡) = 𝑐√𝑚2𝑐2+ 𝑝2𝑥(𝑡) + 𝑝2𝑦(𝑡) . (11.4-6)

Einsetzen dieses Ausdrucks in ℰ(𝑡) = 𝑚𝑐2+ 𝑐𝑝𝑥(𝑡) und Quadrieren ergibt folgende Bezie-
hungen:

𝑝𝑥(𝑡) =
𝑝2𝑦(𝑡)
2𝑚𝑐 , ℰ(𝑡) = 𝑚𝑐2 +

𝑝2𝑦(𝑡)
2𝑚 . (11.4-7)

Der Empfehlung aus derAngabe folgendberechnenwir als nächstes analytischeAusdrücke
für 𝑥(𝑝𝑦) und 𝑦(𝑝𝑦) (Bahnbewegung parametrisiert durch 𝑝𝑦 ).
Aus Gl. (11.1-2) folgen unmittelbar die Beziehungen

𝑣𝑥(𝑡)
𝑐 = 𝑐𝑝𝑥(𝑡)

ℰ(𝑡)
,

𝑣𝑦(𝑡)
𝑐 =

𝑐𝑝𝑦(𝑡)
ℰ(𝑡)

. (11.4-8)

Bei den folgenden Rechenschritten lasse ich vorübergehend das Zeitargument weg:

𝑑𝑝𝑦
𝑑𝑡 = 𝐹 (1 − 𝑣𝑥

𝑐 ) = 𝐹 (1 −
𝑐𝑝𝑥
ℰ ) = 𝐹𝑚𝑐2

ℰ ⇒ (11.4-9)

𝑑𝑥
𝑑𝑝𝑦

= 𝑑𝑥
𝑑𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝑝𝑦

= 𝑣𝑥
ℰ

𝐹𝑚𝑐2 =
𝑐2𝑝𝑥

ℰ
ℰ

𝐹𝑚𝑐2 =
𝑝𝑥
𝐹𝑚 =

𝑝2𝑦
2𝑚2𝑐𝐹 ,

𝑑𝑦
𝑑𝑝𝑦

= 𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝑝𝑦

= 𝑣𝑦
ℰ

𝐹𝑚𝑐2 =
𝑐2𝑝𝑦

ℰ
ℰ

𝐹𝑚𝑐2 =
𝑝𝑦
𝐹𝑚 .
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Integration unter Beachtung der Anfangsbedingungen (und Einsetzen von 𝐹 = 𝑞𝐸) gibt
für die durch 𝑝𝑦 parametrisierte Bahnbewegung

𝑥(𝑝𝑦) =
𝑝3𝑦

6𝑚2𝑐𝑞𝐸 , 𝑦(𝑝𝑦) =
𝑝2𝑦

2𝑚𝑞𝐸 . (11.4-10)

Durch Eliminieren von 𝑝𝑦 erhält man daraus die Bahnkurve 𝑦 = 𝑦(𝑥):

𝑦3= 9𝑚𝑐2
2𝑞𝐸 𝑥2. (11.4-11)

Eine derartige algebraische Kurve heißt neilsche Parabel (semikubische Parabel).

Um den Zusammenhang zwischen dem Bahnparameter 𝑝𝑦 und dem Bahnparameter 𝑡 zu
erhalten, gehen wir von (11.4-9) aus:

ℰ
𝑑𝑝𝑦
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸𝑚𝑐2 , 𝑝𝑥 =

𝑝2𝑦
2𝑚𝑐

ℰ = 𝑚𝑐2+ 𝑐𝑝𝑥 = 𝑚𝑐2 +
𝑝2𝑦
2𝑚

⎫⎪
⎬⎪
⎭

⇒ (𝑚𝑐2 +
𝑝2𝑦
2𝑚)

𝑑𝑝𝑦
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸𝑚𝑐2.

Integration unter Beachtung der Anfangsbedingungen gibt:

𝑝𝑦 +
𝑝3𝑦

6𝑚2𝑐2 = 𝑞𝐸𝑡. (11.4-12)

Damit hat man eine implizite Funktion 𝑝𝑦 = 𝑝𝑦(𝑡) gewonnen.
Bemerkung: (11.4-12) stellt eine algebraische Gleichung dritten Grades für 𝑝𝑦 dar. Die Diskrimi-
nante ist positiv, die Gleichung besitzt somit eine reelle Lösung (die gesuchte explizite Funktion 𝑝𝑦(𝑡))
und zwei konjugiert komplexe Lösungen. Wer je die cartanische Lösungsformel gesehen hat weiß,
warum es keinen Sinn hätte in (11.4-10) die zugehörige explizite Funktion einzusetzen.

Für „große Zeiten“ erhält man aus (11.4-12) und (11.4-10)

𝑝3𝑦
6𝑚2𝑐2 ∼ 𝑞𝐸𝑡, 𝑥(𝑡) ∼ 𝑐𝑡, 𝑣𝑥(𝑡 → +∞) → 𝑐, 𝑦(𝑡) ∝ 𝑡2/3, 𝑣𝑦(𝑡) ∝ 𝑡−1/3. (11.4-13)

11.5 Ich gehe von der Bewegungsgleichung (11.1-3) und dem zugehörigen Arbeitssatz
(11.1-4) aus. Mit

𝑬 = (0, 0, 𝐸), 𝑩 = (0, 0, 𝐵) (11.5-1)

und der relativistischen Gesamtenergie des Teilchens

ℰ(𝑡) ∶= 𝑚𝑐2

√1− 𝑣2(𝑡)
𝑐2

= 𝑐√𝑚2𝑐2+ 𝑝2(𝑡) (11.5-2)
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lauten Bewegungsgleichung und Arbeitssatz

𝑑𝑝𝑥(𝑡)
𝑑𝑡 = +𝑞𝐵

𝑣𝑦(𝑡)
𝑐 , (11.5-3a)

𝑑𝑝𝑦(𝑡)
𝑑𝑡 = −𝑞𝐵 𝑣𝑥(𝑡)𝑐 , (11.5-3b)

𝑑𝑝𝑧(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸; (11.5-3c)

𝑑ℰ(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑞𝐸𝑣𝑧(𝑡) . (11.5-3d)

Im nächsten Schritt ersetzen wir mithilfe von

𝒑(𝑡) = 𝑚𝒗(𝑡)

√1 − 𝑣2(𝑡)
𝑐2

⟺ 𝒗(𝑡) = 𝑐𝒑(𝑡)
√𝑚2𝑐2+ 𝑝2(𝑡)

= 𝑐2𝒑(𝑡)
ℰ(𝑡)

(11.5-4)

auf den rechten Gleichungsseiten die Komponenten von 𝒗 durch die Komponenten von 𝒑 ,
und gehen zur Eigenzeit 𝜏 des Teilchens als neue Zeitvariable über:

𝑑𝑡
𝑑𝜏 =

1

√1 − 𝑣2(𝑡)
𝑐2

=
√𝑚2𝑐2+ 𝑝2(𝑡)

𝑚𝑐 = ℰ(𝑡)
𝑚𝑐2 . (11.5-5)

Mit
𝜅 ≔ 𝑞

𝑚𝑐
lauten Bewegungsgleichung und Arbeitssatz in der neuen Zeitvariablen

𝑑𝑝𝑥(𝜏)
𝑑𝜏 = +𝜅𝐵𝑝𝑦(𝜏), (11.5-6a)

𝑑𝑝𝑦(𝜏)
𝑑𝜏 = −𝜅𝐵𝑝𝑥(𝜏), (11.5-6b)

𝑑𝑝𝑧(𝜏)
𝑑𝜏 = 𝜅𝐸ℰ(𝜏)

𝑐 ; (11.5-6c)

𝑑ℰ(𝜏)
𝑑𝜏 = 𝜅𝐸𝑐𝑝𝑧(𝜏) . (11.5-6d)

Entkoppeln von (11.5-6a), (11.5-6b) liefert Schwingungsgleichungen für 𝑝𝑥(𝜏), 𝑝𝑦(𝜏)mit
den Basislösungen cos 𝜅𝐵𝜏, sin 𝜅𝐵𝜏. Unter Benützung der Anfangsbedingungen und unter
Beachtung der Koppelung zwischen 𝑝𝑥(𝜏) und 𝑝𝑦(𝜏) erhält man

𝑝𝑥(𝜏) = 𝑝0𝑥 cos 𝜅𝐵𝜏 + 𝑝0𝑦 sin 𝜅𝐵𝜏, 𝑝𝑦(𝜏) = 𝑝0𝑦 cos 𝜅𝐵𝜏 − 𝑝0𝑥 sin 𝜅𝐵𝜏, (11.5-7)

womit

𝑝2𝑥(𝜏) + 𝑝2𝑦(𝜏) = 𝑝20𝑥 + 𝑝20𝑦 , ℰ(𝜏) = 𝑐√𝑚2𝑐2+ 𝑝20𝑥 + 𝑝20𝑦 + 𝑝2𝑧(𝜏) (11.5-8)
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folgt.

Damit können wir die verbleibenden Gleichungen (11.5-6c), (11.5-6d) entkoppeln. Die
Basislösungen der entkoppelten Differentialgleichungen für 𝑝𝑧(𝜏),ℰ(𝜏) lauten cosh 𝜅𝐸𝜏,
sinh𝜅𝐸𝜏. Benützung der Anfangsbedingungen und Beachtung der Koppelung zwischen
𝑝𝑧(𝜏) und ℰ(𝜏) führt dann auf

𝑝𝑧(𝜏) = 𝑝0𝑧 cosh 𝜅𝐸𝜏 +
ℰ0
𝑐 sinh𝜅𝐸𝜏, ℰ(𝜏) = ℰ0 cosh 𝜅𝐸𝜏 + 𝑐𝑝0𝑧 sinh𝜅𝐸𝜏. (11.5-9)

Integration von

𝑑𝒓(𝜏)
𝑑𝜏 = 𝑑𝒓

𝑑𝑡
𝑑𝑡
𝑑𝜏 =

𝑐2𝒑
ℰ

ℰ
𝑚𝑐2 =

𝒑(𝜏)
𝑚 , 𝑑𝑡(𝜏)

𝑑𝜏 = ℰ(𝜏)
𝑚𝑐2

mit den Anfangsbedingungen 𝒓(0) = 𝟎, 𝑡(0) = 0 ergibt dann das Ergebnis:

𝑐𝑡(𝜏) = 𝑐𝑝0𝑧
𝑞𝐸 [cosh 𝜅𝐸𝜏 − 1] + ℰ0

𝑞𝐸 sinh𝜅𝐸𝜏,

𝑥(𝜏) = 𝑐𝑝0𝑥
𝑞𝐵 sin 𝜅𝐵𝜏 +

𝑐𝑝0𝑦
𝑞𝐵 [cos 𝜅𝐵𝜏 − 1],

𝑦(𝜏) = 𝑐𝑝0𝑥
𝑞𝐵 [cos 𝜅𝐵𝜏 − 1] +

𝑐𝑝0𝑦
𝑞𝐵 sin 𝜅𝐵𝜏,

𝑧(𝜏) = ℰ0
𝑞𝐸 [cosh 𝜅𝐸𝜏 − 1] +

𝑐𝑝0𝑧
𝑞𝐸 sinh𝜅𝐸𝜏

mit 𝜅 = 𝑞
𝑚𝑐 .

(11.5-10a)

(11.5-10b)

(11.5-10c)

(11.5-10d)

11.6 In der Vorbemerkung zu den Aufgaben zur relativistischen Bewegungsgleichung
habe ich darauf hingewiesen, dass im Fall von „gekreuzten“ elektromagnetischen Feldern
mit verschiedenem Betrag eine Lorentztransformation zu Hilfe genommen werden muss. Im
gegebenen Fall

𝑬 = (𝐸, 0, 0), 𝑩 = (0, 𝐵, 0), 𝐸 > 0, 𝐵 > 0; 𝐸 > 𝐵 (11.6-1)

ist wegen 𝐸𝑧 = 𝐵𝑧 = 0 klar, dass einemodifizierte Standardlorentztransformationmit Relativ-
bewegung in 𝑧-Richtung das geeignete Hilfsmittel darstellt. Die entsprechenden Transfor-
mationsgleichungen für die Feldstärkenkomponenten wurden bereits in der Lösung zur
Aufgabe 10.6 angeschrieben (siehe die Gleichungen (10.6-5a) bis (10.6-5c)), der besseren
Übersichtlichkeit halber schreibe ich sie hier nochmals an.

Hinweis: Bei allgemeinen Raumrichtungen der „gekreuzten“ Felder findet man ein geeignetes
Inertialsystemmithilfe der Formel 𝑽/𝑐 = (𝑬 ⨯ 𝑩)/𝑬2.
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Transformationsgesetz der Feldstärkenkomponenten:

𝐸′𝑥 = 𝛾(𝑉)(𝐸𝑥 −
𝑉
𝑐 𝐵𝑦) , 𝐵′𝑥 = 𝛾(𝑉)(𝐵𝑥 +

𝑉
𝑐 𝐸𝑦) , (11.6-2a)

𝐸′𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐸𝑦 +
𝑉
𝑐 𝐵𝑥) , 𝐵′𝑦 = 𝛾(𝑉)(𝐵𝑦 −

𝑉
𝑐 𝐸𝑥) , (11.6-2b)

𝐸′𝑧 = 𝐸𝑧 ; 𝐵′𝑧 = 𝐵𝑧 . (11.6-2c)

Transformationsgesetz der Teilchenbahn (siehe das Transformationsgesetz der Zeit-Orts-
Koordinaten Gl. (10.6-4a) bis (10.6-4d)) und der Teilchengeschwindigkeit:

𝑐𝑡′ = 𝛾(𝑉) (𝑐𝑡 − 𝑉
𝑐 𝑧(𝑡)) , (11.6-3a)

𝑥′(𝑡′) = 𝑥(𝑡) , 𝑣′𝑥(𝑡′) =
𝑣𝑥(𝑡)

𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑧(𝑡)𝑉
𝑐2

)
, (11.6-3b)

𝑦′(𝑡′) = 𝑦(𝑡) , 𝑣′𝑦(𝑡′) =
𝑣𝑦(𝑡)

𝛾(𝑉)(1 − 𝑣𝑧(𝑡)𝑉
𝑐2

)
, (11.6-3c)

𝑧′(𝑡′) = 𝛾(𝑉) (𝑧(𝑡) − 𝑉
𝑐 𝑐𝑡) ; 𝑣′𝑧(𝑡′) =

𝑣𝑧(𝑡) − 𝑉
1 − 𝑣𝑧(𝑡)𝑉

𝑐2

. (11.6-3d)

Mit (11.6-1) folgt 𝐵′𝑥 = 𝐵′𝑧 = 0, und mit

𝑉
𝑐 =

𝐵
𝐸 < 1 ⇔ 𝛾(𝑉) = 𝐸

√𝐸2− 𝐵2
(11.6-4)

wie gewünscht auch 𝐵′𝑦 = 0. Die restlichen Transformationsgleichungen ergeben (im
Einklang mit der Feldinvariante 𝑬2−𝑩2 )

𝑬′= (𝐸′, 0, 0) mit 𝐸′≔ √𝐸2− 𝐵2 . (11.6-5)

Damit habenwir im Inertialsystem 𝖲′dieselbe Art von Problemstellungwie in Aufgabe 11.1,
allerdings mit anderen Anfangsbedingungen, weshalb wir die Lösung von Aufgabe 11.1
nicht übernehmen können. Die Anfangsbedingungen lauten 𝑥′(0) = 𝑦′(0) = 𝑧′(0) = 0,
𝑣′𝑥(0) = 𝑣′𝑦(0) = 0, 𝑣′𝑧(0) = −𝑉 = −(𝐵/𝐸)𝑐.

Lösen der Bewegungsgleichung in 𝖲′

𝑑𝑝′𝑥(𝑡′)
𝑑𝑡′ = 𝑞𝐸′,

𝑑𝑝′𝑦(𝑡′)
𝑑𝑡′ = 𝑑𝑝′𝑧(𝑡′)

𝑑𝑡′ = 0

AB: 𝑥′(0) = 𝑦′(0) = 𝑧′(0) = 0

𝑝′𝑥(0) = 𝑝′𝑦(0) = 0, 𝑝′𝑧(0) = − 𝐵𝑚𝑐
√𝐸2− 𝐵2

⎫
⎪⎪

⎬
⎪⎪
⎭

⇒

⎧⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑝′𝑥(𝑡′) = 𝑞𝐸′𝑡′,

𝑝′𝑦(𝑡′) = 0,

𝑝′𝑧(𝑡′) = − 𝐵𝑚𝑐
√𝐸2− 𝐵2

.
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Wegen
𝒑′(𝑡′) = 𝑚𝒗′(𝑡′)

√1 − 𝑣′2(𝑡′)
𝑐2

⇔ 𝒗′(𝑡′)
𝑐 = 𝒑′(𝑡′)

√𝑚2𝑐2+ 𝑝′2(𝑡′)

folgt daraus
𝑣′𝑥(𝑡′)
𝑐 = 𝑞√𝐸2− 𝐵2 𝑡′

√
𝐸2𝑚2𝑐2

𝐸2−𝐵2
+ 𝑞2(𝐸2− 𝐵2)𝑡′2

,

𝑣′𝑦(𝑡′)
𝑐 = 0 ,

𝑣′𝑧(𝑡′)
𝑐 = − 𝐵𝑚𝑐

√𝐸2− 𝐵2
1

√
𝐸2𝑚2𝑐2

𝐸2−𝐵2
+ 𝑞2(𝐸2− 𝐵2)𝑡′2

.

Integration nach 𝑡′ unter Verwendung der Anfangsbedingung 𝑥′(0) = 𝑦′(0) = 𝑧′(0) = 0
gibt das Bewegungsgesetz der Ladung in 𝖲′. Die Integration von 𝑣′𝑥(𝑡′) ist elementar, bei der
Integration von 𝑣′𝑧(𝑡′) verwendet man das unbestimmte Integral

∫ 𝑑𝜉
√𝜉2+ 𝑎2

= arsinh 𝜉𝑎 + 𝐶.

Ergebnis

𝑥′(𝑡′) = 𝑐
𝑞√𝐸2− 𝐵2

{√
𝐸2𝑚2𝑐2
𝐸2− 𝐵2 + 𝑞2(𝐸2− 𝐵2) 𝑡′2 − 𝐸𝑚𝑐

√𝐸2− 𝐵2
𝑏𝐵𝑔𝑖𝑔𝑟} ,

𝑦′(𝑡′) = 0,

𝑧′(𝑡′) = − 𝐵𝑚𝑐2
𝑞 (𝐸2− 𝐵2)

arsinh 𝑞 (𝐸
2− 𝐵2) 𝑡′
𝐸𝑚𝑐 .

(11.6-6a)

(11.6-6b)

(11.6-6c)

Transformation der Teilchenbewegung nach 𝖲
Das Transformationsgesetz der Teilchenbahn von 𝖲′ nach 𝖲 für die vorliegende modifi-
zierte Standardlorentztransformation lautet (Umkehrtransformation von (11.6-3a) bis
(11.6-3d)):

𝑐𝑡 = 𝛾(𝑉) (𝑐𝑡′+ 𝑉
𝑐 𝑧

′(𝑡′)) = 𝐸
√𝐸2− 𝐵2

(𝑐𝑡′+ 𝐵
𝐸 𝑧

′(𝑡′)) , (11.6-7a)

𝑥(𝑡) = 𝑥′(𝑡′) , (11.6-7b)

𝑦(𝑡) = 𝑦′(𝑡′) , (11.6-7c)

𝑧(𝑡) = 𝛾(𝑉) (𝑧′(𝑡′) + 𝑉
𝑐 𝑐𝑡

′) = 𝐸
√𝐸2− 𝐵2

(𝑧′(𝑡′) + 𝐵
𝐸 𝑐𝑡

′) . (11.6-7d)

Die 0-Komponente gibt nach Einsetzen von 𝑧′(𝑡′) Gl. (11.6-6c) den Zusammenhang der
Bahnparameter 𝑡′ und 𝑡. Die erhaltene transzendente Beziehung lässt sich nicht analytisch
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nach 𝑡′ auflösen, sie definiert aber implizit eine Funktion 𝑡′ = 𝑓(𝑡).
Parameterdarstellung der Teilchenbewegung in 𝖲

𝑥(𝑡) = 𝑐
𝑞√𝐸2− 𝐵2

[√
𝐸2𝑚2𝑐2
𝐸2− 𝐵2 + 𝑞2(𝐸2− 𝐵2)[𝑓(𝑡)]2 − 𝐸𝑚𝑐

√𝐸2− 𝐵2
] ,

𝑦(𝑡) = 0,

𝑧(𝑡) = 𝐸
√𝐸2− 𝐵2

[ 𝐵𝐸 𝑐𝑓(𝑡) −
𝐵𝑚𝑐2

𝑞 (𝐸2− 𝐵2)
arsinh 𝑞 (𝐸

2− 𝐵2)𝑓(𝑡)
𝐸𝑚𝑐 ] .

(11.6-8a)

(11.6-8b)

(11.6-8c)

11.7 Als nächstes behandeln wir den Fall

𝑬 = (𝐸, 0, 0), 𝑩 = (0, 𝐵, 0), 𝐸 > 0, 𝐵 > 0; 𝐵 > 𝐸 . (11.7-1)

Wir wenden wieder einemodifizierte Standardlorentztransformationmit Relativbewegung in
𝑧-Richtung an.
Hinweis: Bei allgemeinen Raumrichtungen der „gekreuzten“ Felder findet man ein geeignetes
Inertialsystemmithilfe der Formel 𝑽/𝑐 = (𝑬 ⨯ 𝑩)/𝑩2.

Mit (11.7-1) folgt aus dem Transformationsgesetz (11.6-2a) bis (11.6-2c) der Feldstärken-
komponenten 𝐸′𝑦 = 𝐸′𝑧 = 0, und mit

𝑉
𝑐 =

𝐸
𝐵 < 1 ⇔ 𝛾(𝑉) = 𝐵

√𝐵2− 𝐸2
(11.7-2)

wie gewünscht auch 𝐸′𝑥 = 0. Die restlichen Transformationsgleichungen ergeben (im
Einklang mit der Feldinvariante 𝑬2−𝑩2 )

𝑩′= (0, 𝐵′, 0) mit 𝐵′≔ √𝐵2− 𝐸2 . (11.7-3)

Damit habenwir im Inertialsystem 𝖲′dieselbe Art von Problemstellungwie in Aufgabe 11.3,
allerdings mit einer anderen Richtung des Magnetfeldes undmit anderen Anfangsbedin-
gungen, weshalb wir die Lösung von Aufgabe 11.3 nicht übernehmen können. Was wir
aber übernehmen können ist die Lösungsmethode.
Die Anfangsbedingungen lauten 𝑥′(0) = 𝑦′(0) = 𝑧′(0) = 0, 𝑣′𝑥(0) = 𝑣′𝑦(0) = 0, 𝑣′𝑧(0) = −𝑉 =
−(𝐸/𝐵)𝑐. Die magnetische Kraft leistet an der Punktladung keine Arbeit, da sie zur jeweili-
gen Momentangeschwindigkeit orthogonal ist. Der Betrag der Teilchengeschwindigkeit ist
daher zeitlich konstant: |𝒗′(𝑡′)| = |𝑣′𝑧(0)| = 𝑉. (11.7-4)

Die relativistische Bewegungsgleichung schreiben wir in der zu Gl (11.3-3) analogen Form
an:

𝒂′(𝑡′) =
𝑞√1 − 𝑉2

𝑐2

𝑚𝑐 [𝒗′(𝑡′) ⨯ 𝑩′] . (11.7-5)
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Mit
𝜔′≔ 𝑞𝐵′

𝑚𝑐 √1− 𝑉2

𝑐2 = 𝑞(𝐵2− 𝐸2)
𝐵𝑚𝑐 (11.7-6)

lautet die Bewegungsgleichung

𝒂′(𝑡′) = 𝜔′[−𝑣′𝑧𝒆′𝑥+ 𝑣′𝑥𝒆′𝑧] . (11.7-7)

Zerlegung nach Komponenten gibt

̈𝑥′ = −𝜔′ ̇𝑧′, ̈𝑦′ = 0, ̈𝑧′ = 𝜔′ ̇𝑥′. (11.7-8)

Entkoppeln der Differentialgleichungen für 𝑥′(𝑡′) und 𝑧′(𝑡′) führt auf Schwingungsglei-
chungenmit den Basislösungen sin𝜔′𝑡′, cos𝜔′𝑡′, und unter Verwendung der Anfangsbedin-
gungen 𝒓′(0) = (0, 0, 0), 𝒗′(0) = (0, 0, 𝑣′𝑧(0)) erhält man das Bewegungsgesetz

𝑥′(𝑡′) = 𝑣′𝑧(0)
𝜔′ sin𝜔′𝑡′ , 𝑦′(𝑡′) = 0, 𝑧′(𝑡′) = 𝑣′𝑧(0)

𝜔′ (1 − cos𝜔′𝑡′)

bzw.

𝑥′(𝑡′) = − 𝐸𝑚𝑐2
𝑞(𝐵2− 𝐸2)

sin 𝑞 (𝐵
2− 𝐸2) 𝑡′
𝐵𝑚𝑐 ,

𝑦′(𝑡′) = 0,

𝑧′(𝑡′) = − 𝐸𝑚𝑐2
𝑞(𝐵2− 𝐸2) (

1 − cos 𝑞 (𝐵
2− 𝐸2) 𝑡′
𝐵𝑚𝑐 ) .

(11.7-9a)

(11.7-9b)

(11.7-9c)

Transformation der Teilchenbewegung nach 𝖲
Das Transformationsgesetz der Teilchenbahn von 𝖲′ nach 𝖲 für die vorliegende modifi-
zierte Standardlorentztransformation lautet (Umkehrtransformation von (11.6-3a) bis
(11.6-3d)):

𝑐𝑡 = 𝛾(𝑉) (𝑐𝑡′+ 𝑉
𝑐 𝑧

′(𝑡′)) = 𝐵
√𝐵2− 𝐸2

(𝑐𝑡′+ 𝐸
𝐵 𝑧

′(𝑡′)) , (11.7-10a)

𝑥(𝑡) = 𝑥′(𝑡′) , (11.7-10b)

𝑦(𝑡) = 𝑦′(𝑡′) , (11.7-10c)

𝑧(𝑡) = 𝛾(𝑉) (𝑧′(𝑡′) + 𝑉
𝑐 𝑐𝑡

′) = 𝐵
√𝐵2− 𝐸2

(𝑧′(𝑡′) + 𝐸
𝐵 𝑐𝑡

′) . (11.7-10d)

Die 0-Komponente gibt nach Einsetzen von 𝑧′(𝑡′) Gl. (11.7-9c) den Zusammenhang der
Bahnparameter 𝑡′und 𝑡. Die erhaltene transzendente Beziehung lässt sich nicht analytisch
nach 𝑡′ auflösen, sie definiert aber implizit eine Funktion 𝑡′ = 𝑔(𝑡).
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Parameterdarstellung der Teilchenbewegung in 𝖲

𝑥(𝑡) = − 𝐸𝑚𝑐2
𝑞(𝐵2− 𝐸2)

sin 𝑞 (𝐵
2− 𝐸2) 𝑔(𝑡)
𝐵𝑚𝑐 ,

𝑦(𝑡) = 0,

𝑧(𝑡) = 𝐵
√𝐵2− 𝐸2

[𝐸𝐵 𝑐𝑔(𝑡) −
𝐸𝑚𝑐2

𝑞(𝐵2− 𝐸2) (
1 − cos 𝑞 (𝐵

2− 𝐸2) 𝑔(𝑡)
𝐵𝑚𝑐 )] .

(11.7-11a)

(11.7-11b)

(11.7-11c)

11.8 Symbolische Schreibweise für Vierervektoren

𝑎 𝖲∶ 𝑎𝜇 bzw. 𝑎𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇

𝑎 + 𝑏 𝖲∶ 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 bzw. 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇

𝑎⋅𝑏 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = lorentzinvariant , 𝑎⋅𝑎 ≕ 𝑎2

(a) (a1)
Energie- und Impulserhaltung

𝑝1 = 𝑝2 + 𝑝3 . (11.8-1)

Viererimpuls eines Teilchens (𝑚 Ruhmasse, 𝐸 Gesamt-
energie, 𝑇 kinetische Energie)

(𝑝𝜇) = (𝐸𝑐 , 𝒑) = (𝑚𝑐 + 𝑇
𝑐 , 𝒑), (11.8-2)

𝑝2 = 𝑚2𝑐2. (11.8-3)

Lösungsweg 1: Ruhsystem 𝖲 von Teilchen1 (Schwerpunktsystem)

𝖲∶ (𝑝𝜇1 ) = (𝑚1𝑐, 𝟎) , (𝑝𝜇2 ) = (𝑚2𝑐 +
𝑇2
𝑐 , 𝒑2) , (𝑝𝜇3 ) = (𝑚3𝑐 +

𝑇3
𝑐 , 𝒑3) .

Die 0-Komponente von Gl. (11.8-1) liefert nach Division durch 𝑐

𝑚1 = 𝑚2 + 𝑚3 +
𝑇2+ 𝑇3
𝑐2 ≥ 𝑚2 + 𝑚3 . (11.8-4)

Wegen 𝑇2+ 𝑇3 ≥ 0 ist 𝑚1 ≥ 𝑚2 + 𝑚3 eine notwendige Bedingung für die Möglichkeit eines
solchen Zerfalls.

Lösungsweg 2: Ruhsystem 𝖲′ von Teilchen3

𝖲′∶ (𝑝′𝜇1 ) = (𝑚1𝑐 +
𝑇 ′
1
𝑐 , 𝒑′

1) , (𝑝′𝜇2 ) = (𝑚2𝑐 +
𝑇 ′
2
𝑐 , 𝒑′

2) , (𝑝′𝜇3 ) = (𝑚3𝑐, 𝟎) .
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Ich bilde ausgehend von Gl. (11.8-1) die lorentzinvariante Größe 𝑝21 .

𝑝21 = 𝑚2
1 𝑐2 = (𝑝2 + 𝑝3)2 = 𝑝22 + 𝑝23 + 2𝑝2 ⋅𝑝3 = 𝑚2

2 𝑐2 +𝑚2
3 𝑐2 + 2𝑚2𝑚3 𝑐2 + 2𝑚3𝑇 ′

2 ⇒

𝑚2
1 = (𝑚2+ 𝑚3)2 +

2𝑚3𝑇 ′
2

𝑐2 .

Wegen 𝑇 ′
2 ≥ 0 ist𝑚1 ≥ 𝑚2+𝑚3 eine notwendige Bedingung für dieMöglichkeit eines solchen

Zerfalls.

(a2) Ruhsystem 𝖲 von Teilchen1 (Schwerpunktsystem)

𝖲∶ (𝑝𝜇1 ) = (𝑚1𝑐, 𝟎) , (𝑝𝜇2 ) = (𝑚2𝑐 +
𝑇2
𝑐 , 𝒑2) , (𝑝𝜇3 ) = (𝑚3𝑐 +

𝑇3
𝑐 , 𝒑3) .

𝑇2 können wir aus 𝑝1 ⋅𝑝2 berechnen, 𝑇3 können wir aus 𝑝1 ⋅𝑝3 berechnen. Damit ist die
Lösungsstrategie klar.

𝑝23 = 𝑚2
3 𝑐2 = (𝑝1 − 𝑝2)2 = 𝑝21 + 𝑝22 − 2𝑝1 ⋅𝑝2 = 𝑚2

1 𝑐2 +𝑚2
2 𝑐2 − 2𝑚1𝑚2 𝑐2 − 2𝑚1𝑇2 ⇒

𝑚2
3 𝑐2 = (𝑚1− 𝑚2)2 𝑐2 − 2𝑚1𝑇2 , 𝑇2 =

1
2𝑚1

[(𝑚1− 𝑚2)2− 𝑚2
3]𝑐2.

Analog kannman 𝑇3 aus 𝑝22 = (𝑝1 − 𝑝3)2 berechnen. Ergebnisse:

𝑇2 =
1

2𝑚1
[(𝑚1− 𝑚2)2− 𝑚2

3]𝑐2, 𝑇3 =
1

2𝑚1
[(𝑚1− 𝑚3)2− 𝑚2

2]𝑐2. (11.8-5)

Kontrolle der Energiebilanz: 𝑇2+ 𝑇3 = [𝑚1 − (𝑚2+ 𝑚3)]𝑐2 ∎
(a3) Zahlenbeispiel

Mit 𝑚1 ≡ 𝑚K±, 𝑚2 ≡ 𝑚π±, 𝑚3 ≡ 𝑚π0 und den Ruhenergien aus der Angabe erhält manmit
den Formeln (11.8-5)

𝑇2 = 108,53MeV =̂ 1,74 ⋅10−4 erg, 𝑇3 = 110,58MeV =̂ 1,77 ⋅10−4 erg.

Bemerkung 1: Verantwortlich für diesen Zerfall ist die schwacheWechselwirkung, deren Reich-
weite⪝ 10−17 cm beträgt.

Bemerkung 2: Weitere Erhaltungssätze neben Energie- und Impulserhaltung, welche bei
allenWechselwirkungen gelten:
1. Drehimpulserhaltung (fürTeilchenmit Spin inklusiveSpin): hiernurBahndrehimpulse;

Erhaltung hier nicht untersucht
2. Ladungserhaltung: hier erfüllt
3. Erhaltung der Differenz aus der Zahl der Leptonen und Antileptonen: hier erfüllt
4. Erhaltung der Differenz aus der Zahl der Baryonen und Antibaryonen: hier erfüllt
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(b)

Einerseits:

𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝3 ,

𝑝21 = 𝑚2
e 𝑐2 = (𝑝3 − 𝑝2)2 = 𝑝23 + 𝑝22 − 2𝑝2 ⋅𝑝3

= 0 +𝑚2
e 𝑐2 − 2𝑝2 ⋅𝑝3 ⇒ 𝑝2 ⋅𝑝3 = 0. (11.8-6)

Andrerseits: Ruhsystem von e−

(𝑝𝜇2 ) = (𝑚e𝑐, 𝟎), (𝑝𝜇3 ) = ℏ(𝑘𝜇) = ℏ𝜔
𝑐 (1, 𝒏) ⇒ 𝑝2 ⋅𝑝3 = 𝑚eℏ𝜔 > 0. (11.8-7)

Widerspruch zwischen Gl. (11.8-6) und Gl. (11.8-7): Ein derartiger Prozess kann daher
nicht existieren.
Bemerkung 1: Ein analoger Prozess ist nur möglich, wenn das Elektron nicht frei, sondern
an einen Kern gebunden ist.
Bemerkung 2: Paarvernichtungsprozesse freier Elektronen gibt es nur in der Form

In der Folge dieser Prozesse ist nach der quantenelektrodynamischen Störungstheorie der
jeweils nächstfolgende um den Faktor 𝛼 = 𝑒2/ℏ𝑐 ≈ 1/137 weniger wahrscheinlich.

11.9 (a) Nach Gl. (11.8-5) gilt

𝑇2 =
1

2𝑚1
[(𝑚1− 𝑚2)2− 𝑚2

3]𝑐2.

Auflösen dieser Beziehung nach𝑚1 durch Lösen der dazu gleichwertigen quadratischen
Gleichung

𝑚2
1 − 2(𝑚2 +

𝑇2
𝑐2 )𝑚1 + 𝑚2

2 −𝑚2
3 = 0

gibt

𝑚1 = 𝑚2 +
𝑇2
𝑐2 +√

𝑇2
𝑐2 (2𝑚2 +

𝑇2
𝑐2 ) +𝑚2

3 . (11.9-1)
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Damit kannman dann auch die Zerfallsenergie 𝑄 = [𝑚1 − (𝑚2+ 𝑚3)]𝑐2 berechnen.

(b) Einsetzen der Zahlenwerte aus der Angabe in die Formel (11.9-1) liefert für die Ruh-
energie des Σ+-Teilchens 1189,13MeV, für die Zerfallsenergie und für die kinetische Ener-
gie des Pions ergibt sich 𝑄 = 115,88MeV und 𝑇π0 = 𝑄 − 𝑇p = 97,08MeV.

Der neueste experimentelle Wert für die Ruhenergie des Σ+-Teilchens ist 1189,37MeV.3

11.10 Symbolische Schreibweise für Vierervektoren

𝑎 𝖲∶ 𝑎𝜇 bzw. 𝑎𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇

𝑎 + 𝑏 𝖲∶ 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 bzw. 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇

𝑎⋅𝑏 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = lorentzinvariant , 𝑎⋅𝑎 ≕ 𝑎2

(a) Energie- und Impulserhaltung

𝑝1 = 𝑝2 + 𝑝3 . (11.10-1)

Viererimpuls eines Teilchens mit Ruhmasse𝑚 (𝐸 Gesamtenergie)

(𝑝𝜇) = (𝐸𝑐 , 𝒑), 𝑝2 = 𝑚2𝑐2 ; (11.10-2)

Viererimpuls eines masselosen Teilchens

(𝑝𝜇) = (|𝒑|, 𝒑) , 𝑝2 = 0. (11.10-3)

Ruhsystem 𝖲 von Teilchen1

𝖲∶ (𝑝𝜇1 ) = (𝑚1𝑐, 𝟎) , (𝑝𝜇2 ) = (𝐸2𝑐 , 𝒑2) , (𝑝𝜇3 ) = (|𝒑3|, 𝒑3) . (11.10-4)

Energie- und Impulserhaltung:

𝑚1𝑐2 = 𝐸2+ 𝑐|𝒑3| , 𝟎 = 𝒑2+ 𝒑3 . (11.10-5)

Berechnung von 𝐸2:
𝑚1𝑐2− 𝐸2 = 𝑐|𝒑2| = √𝐸22 −𝑚2

2 𝑐4 ,

𝑚2
1 𝑐4− 2𝑚1𝑐2𝐸2+ 𝐸22 = 𝐸2

2 −𝑚2
2 𝑐4 ;

𝐸2 =
(𝑚2

1 +𝑚2
2)𝑐2

2𝑚1
. (11.10-6)

3Siehe das Particle Physics Booklet auf https://pdg.lbl.gov/2022/download/db2022.pdf
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Berechnung von 𝑣2:

𝐸2 =
(𝑚2

1 +𝑚2
2)𝑐2

2𝑚1
= 𝑚2𝑐2

(1 − 𝑣22
𝑐2
)
1/2

,

2𝑚1𝑚2

𝑚2
1 +𝑚2

2
= (1 −

𝑣22
𝑐2 )

1/2
,

𝑣22
𝑐2 = 1 −

4𝑚2
1𝑚2

2

(𝑚2
1 +𝑚2

2)2
;

𝑣2 =
𝑚2
1 −𝑚2

2

𝑚2
1 +𝑚2

2
𝑐 . (11.10-7)

(b) Einsetzen der Zahlenwerte aus der Angabe in die Formeln (11.10-6) und (11.10-7)
gibt

𝐸μ+ = 109,78MeV =̂ 1,76 ⋅10−4 erg, 𝑣μ+ = 0,27𝑐.

11.11 Symbolische Schreibweise für Vierervektoren

𝑎 𝖲∶ 𝑎𝜇 bzw. 𝑎𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇

𝑎 + 𝑏 𝖲∶ 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 bzw. 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇

𝑎⋅𝑏 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = lorentzinvariant , 𝑎⋅𝑎 ≕ 𝑎2

Die Summe der Ruhmassen vor dem Stoß nenne ich
𝑚, die Summe der Ruhmassen nach dem Stoß𝑀. Ist𝑀
größer als𝑚, so muss das Teilchen1, welches auf das
im Laborsystem 𝖲 ruhende Teilchen2 einfällt, eine aus-
reichend hohe kinetische Energie besitzen, damit der
Prozess möglich ist. Die kinetische Mindestenergie von
Teilchen1 im Laborsystem 𝖲, die Schwellenenergie des
Prozesses, wird im Folgenden mit 𝑇1,0 bezeichnet, der
zugehörige Mindestimpuls von Teilchen1 in 𝖲mit 𝒑1,0 .

Die kinetische Energie 𝑇1,0 ist dadurch bestimmt, dass nach dem Stoss im Schwerpunkt-
system 𝖲′ alle entstandenen Teilchen in Ruhe sind. (Im Laborsystem ist dies wegen des
Erhaltungssatzes für den Gesamtimpuls nicht möglich.)

Ich berechne zuerst die kinetische Energie 𝑇1,0 , erst danach berechne ich mithilfe der
Formel (siehe Punkt (a) der Testaufgabe T11.1)

𝑐 |𝒑1,0| = √𝑇1,0 (𝑇1,0 + 2𝑚1𝑐2) (11.11-1)
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den Mindestimpuls 𝒑1,0 .
Gesamtviererimpuls im Laborsystem 𝖲 vorher

(𝑝𝜇v) = (
𝑇1,0
𝑐 +𝑚𝑐, 𝒑1,0) ; (11.11-2)

Gesamtviererimpuls im Schwerpunktsystem 𝖲′nachher

(𝑝′𝜇n ) = (𝑀𝑐, 𝟎) . (11.11-3)

Erhaltungssatz für den Viererimpuls
𝑝v = 𝑝n . (11.11-4)

Um die kinetische Energie 𝑇1,0 zu berechnen gehen wir von der Gleichung

𝑝2v = 𝑝2n (11.11-5)

zwischen den Lorentzinvarianten 𝑝2v und 𝑝2n aus. Erstere berechnen wir unter Benützung
der Koordinaten (11.11-2) des Gesamtviererimpulses vorher im Laborsystem 𝖲, letztere
unter Benützung der Koordinaten (11.11-3) des Gesamtviererimpulses nachher im Schwer-
punktsystem 𝖲′:

(
𝑇1,0
𝑐 +𝑚𝑐)

2
− 𝒑2

1,0 = 𝑀2𝑐2,

𝑇 2
1,0

𝑐2 + 2𝑚𝑇1,0 +𝑚2𝑐2 −
𝑇1,0 (𝑇1,0 + 2𝑚1𝑐2)

𝑐2 = 𝑀2𝑐2 ;

𝑇1,0 =
(𝑀2−𝑚2) 𝑐2

2𝑚2
. (11.11-6)

Einsetzen in die Formel (11.11-1) führt auf

𝑐2 |𝒑1,0|2 =
𝑐4

4𝑚2
2
[𝑀2− (𝑚1 +𝑚2)2][𝑀2− (𝑚1 −𝑚2)2] ;

|𝒑1,0| =
𝑐2
2𝑚2

[𝑀4− 2 (𝑚2
1 +𝑚2

2)𝑀2+ (𝑚2
1 −𝑚2

2)2]1/2 . (11.11-7)

(b) Mit den Zahlenwerten aus der Angabe folgt

𝑚 = 𝑚1+𝑚2 = 1077,842MeV, (11.11-8a)
𝑀 = 𝑚3+𝑚4 = 1683,047MeV > 𝑚, (11.11-8b)

und die Formeln (11.11-6) und (11.11-7) ergeben

𝑇1,0 = 890,42MeV, |𝒑1,0| = 1020,49MeV/c. (11.11-9)
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11.12
Wenn wir in die Formel (11.11-6) für die Schwellenen-
ergie𝑚 = 𝑚2 und 𝑀 = 2𝑚e+𝑚 einsetzen, folgt

𝐸γ,0 = ℏ𝜔γ,0 =
(𝑀2−𝑚2) 𝑐2

2𝑚 = (𝑀 −𝑚)(𝑀 +𝑚)𝑐2
2𝑚

= 2𝑚e2 (𝑚e+𝑚)𝑐2
2𝑚 = 2𝑚e𝑐2 (1 +

𝑚e
𝑚 ).

Ist der „Partner“ des Photons ein Germaniumatom, so ist
𝑚e/𝑚 = 7,55⋅10−6.

11.13 Symbolische Schreibweise für Vierervektoren

𝑎 𝖲∶ 𝑎𝜇 bzw. 𝑎𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇

𝑎 + 𝑏 𝖲∶ 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 bzw. 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇
𝑎⋅𝑏 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = lorentzinvariant , 𝑎⋅𝑎 ≕ 𝑎2

𝖲′ Geschwindigkeit 𝑽 = (𝑣, 0, 0)
gegenüber Laborsystem 𝖲;
𝖲, 𝖲′ in Standardkonfiguration

𝖲′ : 𝑚π0 ≡ 𝑚 Ruhmasse des Pions

(𝑝′𝜇1 ) = (𝑚𝑐, 𝟎),

(𝑝′𝜇2 ) =
ℏ𝜔′

2
𝑐 (1, 𝒏′2) =

ℏ𝜔′
2

𝑐 (1, 0, 1, 0),

(𝑝′𝜇3 ) =
ℏ𝜔′

3
𝑐 (1, 𝒏′3) =

ℏ𝜔′
3

𝑐 (1, 0,−1, 0).

Erhaltungssatz 𝑝1 = 𝑝2 + 𝑝3 für den Viererimpuls in 𝖲′angeschrieben:

𝑚𝑐 =
ℏ𝜔′

2
𝑐 +

ℏ𝜔′
3

𝑐

0 =
ℏ𝜔′

2
𝑐 −

ℏ𝜔′
3

𝑐 ⇒ 𝜔′
2 = 𝜔′

3 ≕ 𝜔′

⎫

⎬
⎭

⇒ ℏ𝜔′ = 𝑚𝑐2
2 . (11.13-1)
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𝖲′∶ (𝑝′𝜇1 ) = (𝑚𝑐, 𝟎), (𝑝′𝜇2 ) =
ℏ𝜔′
𝑐 (1, 0, 1, 0), (𝑝′𝜇3 ) =

ℏ𝜔′
𝑐 (1, 0,−1, 0). (11.13-2)

Mit den Abkürzungen
𝛽 ≡ 𝛽(𝑣) ≔ 𝑣

𝑐 , 𝛾 ≡ 𝛾(𝑣) ≔ 1

√1 − 𝑣2

𝑐2

(11.13-3)

lautet das Transformationsgesetz des Viererimpulses

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑝0
𝑝1
𝑝2
𝑝3

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 𝛽𝛾 0 0
𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑝′0
𝑝′1
𝑝′2
𝑝′3

⎞
⎟
⎟
⎠

. (11.13-4)

Anwendung auf Photon2 gibt

ℏ𝜔2
𝑐 = 𝛾 ℏ𝜔

′

𝑐 , ℏ𝜔2
𝑐 𝑛2,𝑥 = 𝛽𝛾 ℏ𝜔

′

𝑐 , ℏ𝜔2
𝑐 𝑛2,𝑦 =

ℏ𝜔′
𝑐 , 0 = 0 ⇒

𝑛2,𝑥 =
𝑣
𝑐 , 𝑛2,𝑦 = + 1

𝛾(𝑣)
, 𝑛2,𝑧 = 0, ℏ𝜔2 = 𝛾(𝑣)ℏ𝜔′ = 𝛾(𝑣) 𝑚𝑐

2

2 . (11.13-5)

Analog für Photon3:

𝑛3,𝑥 =
𝑣
𝑐 , 𝑛3,𝑦 = − 1

𝛾(𝑣)
, 𝑛3,𝑧 = 0, ℏ𝜔3 = 𝛾(𝑣)ℏ𝜔′ = 𝛾(𝑣) 𝑚𝑐

2

2 . (11.13-6)

Grenzfälle (I) 𝑣 ↓ 0;
(II) 𝑣 ↑ 𝑐;

(keine Überraschungen)

Ergebnisse für das Laborsystem 𝖲

1. Ausbreitungsrichtungen der Photonen: (𝑣
𝑐
, ± 1

𝛾(𝑣)
, 0);

2. Kreisfrequenzen der Photonen: 𝜔2 = 𝜔3 = 𝜔 = 𝛾(𝑣)𝑚𝑐2

2ℏ
;

3. Impulsbeträge der Photonen: |𝒑| = ℏ𝜔
𝑐
= 𝛾(𝑣)𝑚𝑐

2
;

4. Energie der Photonen: 𝐸2 = 𝐸3 ≡ 𝐸 = ℏ𝜔 = 𝛾(𝑣)𝑚𝑐2

2
.
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11.14 Symbolische Schreibweise für Vierervektoren

𝑎 𝖲∶ 𝑎𝜇 bzw. 𝑎𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇

𝑎 + 𝑏 𝖲∶ 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 bzw. 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇

𝑎⋅𝑏 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = lorentzinvariant , 𝑎⋅𝑎 ≕ 𝑎2

Laborsystem 𝖲
(𝑝𝜇1 ) = (𝐸1𝑐 , 𝒑1) , (𝑝𝜇2 ) = (𝑚2𝑐, 𝟎) , (11.14-1a)

mit 𝐸1 =
𝑚1𝑐2

√1− 𝑣2

𝑐2

, 𝒑1 =
𝑚1𝒗

√1 − 𝑣2

𝑐2

. (11.14-1b)

Wegen 𝒗 = (𝑣, 0, 0) sind die 2-3-Komponenten (2′-3′-Komponenten) aller auftretenden
Vierervektoren null.

Schwerpunktsystem 𝖲′definiert durch 𝒑′
1+ 𝒑′

2 = 𝟎

(𝑝′𝜇1 ) = (
𝐸′1
𝑐 , 𝒑

′
1) , (𝑝′𝜇2 ) = (

𝐸′2
𝑐 ,−𝒑

′
1) . (11.14-2)

(a) Die Standardlorentztransformation vom Laborsystem 𝖲 zum Schwerpunktsystem 𝖲′
mit 𝛽 = 𝛽(𝑉), 𝛾 = 𝛾(𝑉) gibt für die 1′-Komponente von 𝒑′

1+ 𝒑′
2 :

𝑝′1𝑥+ 𝑝′2𝑥 = 0 = −𝛽𝛾 (𝐸1𝑐 +𝑚2𝑐) + 𝛾𝑝1𝑥 ⇒

𝛽(𝑉) = 𝑐𝑝1𝑥
𝐸1+𝑚2𝑐2

. (11.14-3)

Mit 𝑐𝑝1𝑥 = (𝐸21 −𝑚2
1𝑐4)1/2 ergibt das

𝛾(𝑉) = 𝐸1+𝑚2𝑐2

(𝑚2
1𝑐4+𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2)1/2
. (11.14-4)

(b) Lösungsweg 1: Mit |𝒑′
1| = |𝒑′

2| ≕ 𝑝′ = 𝑝′1𝑥 = −𝑝′2𝑥 gilt

𝑝1 ⋅𝑝2 = 𝐸1𝑚2 =
𝐸′1
𝑐
𝐸′2
𝑐 + 𝑝′2 ;

𝐸′1
𝑐 = √𝑚2

1 𝑐2 + 𝑝′2 ,
𝐸′2
𝑐 = √𝑚2

2 𝑐2 + 𝑝′2 ⇒

𝐸1𝑚2− 𝑝′2 =√(𝑚2
1 𝑐2 + 𝑝′2)(𝑚2

2 𝑐2 + 𝑝′2) .
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Quadrieren und Zusammenfassen ergibt

𝑝′ = 𝑚2𝑐2𝑝1𝑥
(𝑚2

1𝑐4+𝑚2
2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2)1/2

= 𝑝′1𝑥 = −𝑝′2𝑥 ;

𝐸′21 = 𝑚2
1 𝑐4 + 𝑐2𝑝′2 =

𝑚2
1𝑐4 (𝑚2

1𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2) + 𝐸21𝑚2
2𝑐4

𝑚2
1𝑐4+𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2
,

𝐸′22 = 𝑚2
2 𝑐4 + 𝑐2𝑝′2 =

𝑚2
2𝑐4 (𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2) + 𝐸21𝑚2
2𝑐4

𝑚2
1𝑐4+𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2
.

(11.14-5a)

(11.14-5b)

(11.14-5c)

Lösungsweg 2: Da von Punkt (a) 𝛽(𝑉) und 𝛾(𝑉) bekannt sind, können wir 𝑝′1𝑥 aus der Lo-
rentztransformation

𝑝′1𝑥 = −𝛽𝛾 𝐸1𝑐 + 𝛾𝑝1𝑥

erhalten. Einsetzen von 𝛽 = 𝛽(𝑉) und 𝛾 = 𝛾(𝑉) Gl. (11.14-3), (11.14-4) sowie von 𝑐𝑝1𝑥 =
(𝐸21 − 𝑚2

1𝑐4)1/2 und Zusammenfassen gibt wieder 𝑝′1𝑥 von Gl. (11.14-5a). Die gefragten
Energien 𝐸′1, 𝐸′2 von Teilchen1 und 2 im Schwerpunktsystem 𝖲′kannman dann wieder wie
in den Beziehungen (11.14-5b), (11.14-5c) berechnen, und für die gesuchten Impulse gilt
𝒑′
1 = (𝑝′1𝑥, 0, 0) = −𝒑′

2 .

(c) Für die Berechnung der Gesamtenergie im Schwerpunktsystem 𝖲′ benütze ich die
Lorentzinvarianz von (𝑝1 + 𝑝2)2.

Laborsystem 𝖲
(𝑝𝜇1 + 𝑝𝜇2 ) = (𝐸1𝑐 +𝑚2𝑐, 𝒑1) ; (11.14-6)

Schwerpunktsystem 𝖲′

(𝑝′𝜇1 + 𝑝′𝜇2 ) = (
𝐸′1
𝑐 +

𝐸′2
𝑐 , 𝟎) . (11.14-7)

Lorentzinvarianz von (𝑝1 + 𝑝2)2

𝐸′2= (𝐸′1+ 𝐸′2)2 = (𝐸1+𝑚2𝑐2)2− 𝑐2𝑝21𝑥 = 𝑚2
1𝑐4+𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2, (11.14-8)

𝐸′= (𝑚2
1𝑐4+𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2)1/2. (11.14-9)

Damit folgt:
𝛾(𝑉) = 𝐸1+𝑚2𝑐2

𝐸′ ;

𝑝′ = 𝑚2𝑐2𝑝1𝑥
𝐸′ = 𝑝′1𝑥 = −𝑝′2𝑥 ;

𝐸′21 =
𝑚2
1𝑐4 (𝑚2

1𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2) + 𝐸21𝑚2
2𝑐4

𝐸′2 ,

𝐸′22 =
𝑚2
2𝑐4 (𝑚2

2𝑐4+ 2𝐸1𝑚2𝑐2) + 𝐸21𝑚2
2𝑐4

𝐸′2 .

(11.14-10)

(11.14-11)

(11.14-12)

(11.14-13)
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11.15 Das Ruhsystems des zerfallenden Teilchens vor dessen Zerfall stellt das Schwer-
punktsystem 𝖲′ dar. Es kann in Standardkonfiguration zum Laborsystem 𝖲 mit 𝑉 = 𝑣
gewählt werden. Bezeichnen wir die Ruhmasse des betrachteten Zerfallsproduktes mit𝑚,
seine Energie in 𝖲mit 𝐸, seine Energie in 𝖲′mit 𝐸′ und den gesuchten Winkel mit 𝜗, so hat
man für die Standardlorentztransformation des Viererimpulses dieses Teilchens

⎛
⎜
⎜
⎝

𝐸′/𝑐
𝑝′1
𝑝′2
𝑝′3

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝐸/𝑐
𝑝 cos 𝜗
𝑝 sin𝜗
0

⎞
⎟
⎟
⎠

. (11.15-1)

Die 0-Komponente dieses Transformationsgesetzes liefert die gesuchte Beziehung:

𝐸′
𝑐 = 𝛾 𝐸𝑐 − 𝛽𝛾𝑝 cos 𝜗 ⇒ cos 𝜗 = 𝛾𝐸 − 𝐸′

𝛾𝑣𝑝 .

Ergebnis:

cos 𝜗 =
𝐸 − 𝐸′√1− 𝑣2

𝑐2

𝑣√
𝐸2

𝑐2
−𝑚2𝑐2

. (11.15-2)

11.16

(a) Den Gesamtviererimpuls vor dem Stoß schrei-
ben wir im Laborsystem 𝖲 an:

(𝑝𝜇) = ([𝛾(𝑣) + 1]𝑀𝑐, 𝛾(𝑣)𝑀𝒗). (11.16-1)

Für das minkowskischen Betragsquadrat des Ge-
samtviererimpulses folgt damit

𝑝2 = [𝛾(𝑣) + 1]2𝑀2𝑐2− 𝛾2(𝑣)𝑀2𝑣2 = {[𝛾(𝑣) + 1]2− 𝛾2(𝑣) 𝑣
2

𝑐2 }𝑀
2𝑐2 = 2[𝛾(𝑣) + 1]𝑀2𝑐2 .

(11.16-2)
Der kleinstmögliche Wert von 𝛾(𝑣), für den der Prozess möglich ist, ist dadurch bestimmt,
dass im Schwerpunktsystem 𝖲′ alle drei Teilchen die kinetische Energie null besitzen. Für
den Gesamtviererimpuls nach dem Stoß im Schwerpunktsystem 𝖲′ gilt dann

(𝑝′𝜇) = ((2𝑀 +𝑚)𝑐, 𝟎) , (11.16-3)
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und wegen der Erhaltung des Gesamtviererimpulses gilt für das minkowskische Betrags-
quadrat des Gesamtviererimpulses im Fall 𝛾(𝑣) = [𝛾(𝑣)]min

𝑝2 = (2𝑀 +𝑚)2𝑐2 . (11.16-4)

Gleichsetzen der Ausdrücke (11.16-2), (11.16-4) liefert die Bestimmungsgleichung für
[𝛾(𝑣)]min:

[𝛾(𝑣)]min= 1 + 2𝑚
𝑀 + 𝑚2

2𝑀2 .

Ergebnis:

𝛾(𝑣) ≥ 1 + 2𝑚
𝑀 + 𝑚2

2𝑀2 . (11.16-5)

(b) 𝛾min= 1,298061, 𝑣min= 0,6376𝑐

11.17 Symbolische Schreibweise für Vierervektoren

𝑎 𝖲∶ 𝑎𝜇 bzw. 𝑎𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇

𝑎 + 𝑏 𝖲∶ 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 bzw. 𝑎𝜇+ 𝑏𝜇 𝖲′∶ 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇 bzw. 𝑎′𝜇+ 𝑏′𝜇

𝑎⋅𝑏 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎𝜇𝑏𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = 𝑎′𝜇𝑏′𝜇 = lorentzinvariant , 𝑎⋅𝑎 ≕ 𝑎2

(a) Für die Viererimpulse von Teilchen1 und Teilchen2 vor bzw. nach dem Stoß gilt im
Laborsystem

(𝑝𝜇1v) = (𝐸0𝑐 , 𝒑0) , (𝑝𝜇2v) = (𝑚𝑐, 𝟎) , (11.17-1a)

(𝑝𝜇1n) = (𝐸1𝑐 , 𝒑1) , (𝑝𝜇2n) = (𝐸2𝑐 , 𝒑2) (11.17-1b)

mit 𝒑0 = (𝑝0, 0, 0), 𝑝0 > 0.
Erhaltungssatz für den Gesamtviererimpuls:

𝑝1v+ 𝑝2v = 𝑝1n+ 𝑝2n . (11.17-2)

Da cos𝛩1 in 𝑝1v ⋅𝑝1n eingeht, gehe ich von

𝑝2n = 𝑝1v+ 𝑝2v− 𝑝1n
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aus und bilde das minkowskische Betragsquadrat:

𝑝22n = (𝑝1v+ 𝑝2v− 𝑝1n)2 = 𝑝21v + 𝑝22v + 𝑝21n + 2𝑝1v ⋅𝑝2v − 2𝑝1v ⋅𝑝1n − 2𝑝2v ⋅𝑝1n .

Mit den Beziehungen

𝑝21v = 𝑝22v = 𝑝21n = 𝑝22n = 𝑚2𝑐2 , 𝑝1v ⋅𝑝2v = 𝐸0𝑚, 𝑝2v ⋅𝑝1n = 𝐸1𝑚,

𝑝1v ⋅𝑝1n =
𝐸0𝐸1
𝑐2 − 𝒑0 • 𝒑1 =

𝐸0𝐸1
𝑐2 − 𝑝0𝑝1 cos𝛩1

erhalten wir daraus

0 = 𝑚2𝑐2 + 𝐸0𝑚− 𝐸0𝐸1
𝑐2 + 𝑝0𝑝1 cos𝛩1 − 𝐸1𝑚.

Ergebnis:

cos𝛩1 =
1

𝑐2𝑝0𝑝1
[(𝐸0 +𝑚𝑐2)(𝐸1 −𝑚𝑐2)]

mit 𝑐𝑝0 =√𝐸20 −𝑚2𝑐4 , 𝑐𝑝1 =√𝐸21 −𝑚2𝑐4 .

(11.17-3a)

(11.17-3b)

(b) Quadrieren des Ergebnisses (11.17-3a) und Einsetzen von (11.17-3b) ergibt

(𝐸20 −𝑚2𝑐4)(𝐸21 −𝑚2𝑐4) cos2𝛩1 = (𝐸0 +𝑚𝑐2)2 (𝐸1 −𝑚𝑐2)2,

(𝐸0 −𝑚𝑐2)(𝐸1 +𝑚𝑐2) cos2𝛩1 = (𝐸0 +𝑚𝑐2)(𝐸1 −𝑚𝑐2),

𝑚𝑐2 [(𝐸0 +𝑚𝑐2) + (𝐸0 −𝑚𝑐2) cos2𝛩1] = 𝐸1 [(𝐸0 +𝑚𝑐2) − (𝐸0 −𝑚𝑐2) cos2𝛩1] ;

Ergebnis:

𝐸1 = 𝑚𝑐2 (𝐸0 +𝑚𝑐2) + (𝐸0 −𝑚𝑐2) cos2𝛩1
(𝐸0 +𝑚𝑐2) − (𝐸0 −𝑚𝑐2) cos2𝛩1

. (11.17-4)

(c) Einsetzen von 𝐸0 = 𝑇0 +𝑚𝑐2 und 𝐸1 = 𝑇1 +𝑚𝑐2 in Gl. (11.17-4) ergibt

𝑇1 +𝑚𝑐2 = 𝑚𝑐2 𝑇0 + 2𝑚𝑐2 + 𝑇0 cos2𝛩1
𝑇0 + 2𝑚𝑐2 − 𝑇0 cos2𝛩1

, 𝑇1 = 𝑚𝑐2 [𝑇0 + 2𝑚𝑐2 + 𝑇0 cos2𝛩1
𝑇0 + 2𝑚𝑐2 − 𝑇0 cos2𝛩1

− 1],

𝑇1 = 𝑚𝑐2 2𝑇0 cos2𝛩1
2𝑚𝑐2 + 𝑇0 sin2 𝛩1

;

Ergebnis:

𝑇1 =
𝑇0 cos2𝛩1

1 + 1
2

𝑇0
𝑚𝑐2

sin2 𝛩1

. (11.17-5)
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11.18* Der Standardlösungsweg ist: Erhaltungssatz für den Viererimpuls, Berechnung
der Geschwindigkeit𝑉 des Schwerpunktsystems 𝖲′gegen das Laborsystem 𝖲, Lorentztrans-
formation der Viererimpulse von 𝖲′nach 𝖲 (Umkehrtransformation der Standardlorentz-
transformation 𝖲→𝖲′) und Berechnung von𝜒 aus dem inneren Produkt 𝒑1 •𝒑2.
Wir können aber von Aufgabe 9.8 eine fertige Formel für den Winkel𝜒 übernehmen

(Umkehrtransformation zu (9.8-2) mit 𝑣′1𝑧 = 𝑣′2𝑧 = 0):

cos𝜒 = 𝒗1
|𝒗1|

•
𝒗2
|𝒗2|

=
𝛾2(𝑉)(𝑣 ′1𝑥+ 𝑉)(𝑣 ′2𝑥+ 𝑉) + 𝑣′1𝑦𝑣 ′2𝑦

{[𝛾2(𝑉)(𝑣′1𝑥+ 𝑉)2 + 𝑣′21𝑦][𝛾2(𝑉)(𝑣 ′2𝑥+ 𝑉)2 + 𝑣′22𝑦}1/2
. (11.18-1)

Dies ist möglich, weil Teilchen1 und Teilchen2 gleiche Ruhmasse besitzen. Im Schwer-
punktsystem gilt deshalb nicht nur 𝒑′

1+𝒑′
2 = 𝟎, sondern auch 𝒗′1+ 𝒗′2 = 𝟎. Erhaltung der

Gesamtenergie im Schwerpunktsystem bedeutet dann auch Erhaltung der kinetischen
Energie und damit Erhaltung der Geschwindigkeitsbeträge der beiden Teilchen. (Der Leser
schreibe die entsprechenden Erhaltungssätze im Detail an.)

Deshalb eine gegenüber der Angabe andere
Beschriftung der Abbildung für das Schwer-
punktsystem: Die Vektorpfeile bei den Teil-
chen sind nun Geschwindigkeitspfeile, neben
den Pfeilen sind aber nicht die Vektorgrößen
selbst, sondern der jeweilige Betrag der Teil-
chengeschwindigkeit angeschrieben.

Erläuterung: Die Geschwindigkeit von Teilchen1 im Schwerpunktsystem vor dem Stoß
wird im Einklang mit der Angabe mit 𝒗′0 bezeichnet und in der Form 𝒗′0 = 𝑣′𝒆𝑥′, 𝑣′ > 0,
angeschrieben. Dann ist die Geschwindigkeit von Teilchen2−𝑣′𝒆𝑥′. Damit folgt aber für
die Geschwindigkeit des Schwerpunktsystems gegen das Laborsystem 𝑉 = 𝑣′. Aufgrund
der Erhaltung der Beträge der Teilchengeschwindigkeiten in 𝖲′gilt weiters |𝒗′1| = 𝑣′und
|𝒗′2| = 𝑣′.
Auswertung der Formel (11.18-1):

𝑣 ′1𝑥 = 𝑉cos𝛩′, 𝑣 ′1𝑦 = 𝑉sin𝛩′; 𝑣 ′2𝑥 = −𝑉cos𝛩′, 𝑣 ′2𝑦 = −𝑉sin𝛩′;

cos𝜒 = 𝛾2 (𝑉cos𝛩′+ 𝑉)(−𝑉cos𝛩′+ 𝑉) − 𝑉2 sin2𝛩′

{[𝛾2 (𝑉cos𝛩′+ 𝑉)2 + 𝑉2 sin2𝛩′][𝛾2 (−𝑉cos𝛩′+ 𝑉)2 + 𝑉2 sin2𝛩′]}1/2

= 𝛾2 (1 + cos𝛩′)(1 − cos𝛩′) − sin2𝛩′

{[𝛾2 (1 + cos𝛩′)2 + sin2𝛩′][𝛾2 (1 − cos𝛩′)2 + sin2𝛩′]}1/2

= (𝛾2 − 1) sin2𝛩′

{𝛾4 sin4𝛩′ + 2𝛾2 (1 + cos2𝛩′) sin2𝛩′ + sin4𝛩′}1/2
≡ 𝑍
𝑁 .
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Übergang zum Tangens:

tan2𝜒 = 1
cos2𝜒

− 1 = 𝑁2− 𝑍2
𝑍2 = 2𝛾2 sin2𝛩′

(𝛾2 − 1)2 sin4𝛩′ [1 + cos2𝛩′+ sin2𝛩′] = 4𝛾2
(𝛾2 − 1)2 sin2𝛩′ .

Mit 𝛾2 − 1 = (𝑉2/𝑐2)𝛾2 folgt

tan𝜒 = 2𝑐2

𝑉2𝛾(𝑉) sin𝛩′
. (11.18-2)
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Testaufgaben

Testaufgaben

Wer die Aufgaben dieses Teiles selbständig lösen konnte, kann die folgenden zusätzlichen Auf-
gaben mit bestem Gewissen überspringen. Wer jedoch i. Allg. den Lösungsteil zu Hilfe nehmen
musste, kann anhand der folgenden Testaufgaben überprüfen, wieweit er beim Durcharbeiten der
Musterlösungen zu den Aufgaben gelernt hat, auf eigenen Beinen zu stehen.

T11.1

(a) Drücke den Betrag 𝑝 des relativistischen Impulses 𝒑 eines Teilchens der Ruhmasse𝑚
durch dessen kinetische Energie 𝑇 aus.

(b) Drücke den Betrag 𝑣 des Geschwindigkeit 𝒗 eines Teilchens der Ruhmasse𝑚 durch
dessen Gesamtenergie 𝐸 und Ruhenergie 𝐸0 aus.

Was ergibt sich daraus

(b1) im nichtrelativistischen Grenzfall?

(b2) im ultrarelativistischen Grenzfall?

Ergebnis zu (a): 𝑝 = 1
𝑐
√𝑇(𝑇 + 2𝑚𝑐2)

Ergebnis zu (b): 𝑣
𝑐
=√1− (𝐸0

𝐸
)
2 ; (b1): 𝑣

𝑐
≈
√
2 𝑇
𝐸0
; (b2): 𝑣

𝑐
≈ 1 − 1

2
(𝐸0

𝐸
)
2

T11.2 Ein Teilchen der Ruhmasse𝑚1 und Gesamtenergie 𝐸 bewege sich im Labora-
torium (Inertialsystem 𝖲) auf ein ruhendes Teilchen der Ruhmasse𝑚2 zu . Bestimme die
Geschwindigkeit 𝑉 des Schwerpunktsystems 𝖲′ relativ zum System 𝖲.
Anleitung: Wähle die Bewegungsrichtung von Teilchen1 als 𝑥-Richtung von 𝖲. Wähle 𝖲, 𝖲′ in Stan-
dardkonfiguration, transformiere die Viererimpulse der Teilchen und benütze die Lorentzinvarianz
von 𝑝1 ⋅𝑝2 .

Ergebnis: 𝑉
𝑐 =

(𝐸2 −𝑚2
1 𝑐4)

1/2

𝐸 +𝑚2𝑐2
.

T11.3 In Aufgabe 11.5 wurde die relativistische Bewegungsgleichung für ein Teilchen
der Ruhmasse𝑚 und der Ladung 𝑞 in parallelen homogenen zeitunabhängigen Feldern
𝑬 = (0, 0, 𝐸), 𝑩 = (0, 0, 𝐵) für die Anfangsbedingungen 𝒓(0) = 𝟎, 𝒗(0) = (𝑣0𝑥, 𝑣0𝑦, 𝑣0𝑧)
gelöst. Berechne für diese Bewegung unter Verwendung der Ergebnisse der Aufgabe 11.5
die kinetische Energie 𝑇 des Teilchens als Funktion der Eigenzeit 𝜏 des Teilchens (𝜏 = 0
für 𝑡 = 0 gewählt).

Ergebnis: 𝑇(𝜏) = ℰ0 cosh 𝜅𝐸𝜏 + 𝑐𝑝0𝑧 sinh𝜅𝐸𝜏 −𝑚𝑐2 mit 𝜅 = 𝑞
𝑚𝑐

.
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T11.4

Die Bestimmung der Ruhmasse des Λ0-Teilchens
kann auf folgendeWeise mithilfe des nebenstehen-
den Zerfallsprozesses erfolgen: In einer Nebelkam-
mer mit homogenemMagnetfeld werden die Spuren
des Protons und Pions fotografiert. Die Zuordnung
der Spuren ergibt sich aus den Ladungsvorzeichen
der Zerfallsprodukte (Lorentzkraft).

Die Impulsbeträge 𝑝2 = |𝒑2|, 𝑝3 = |𝒑3| von Pro-
ton und Pion im Laborsystem 𝖲 können aus den
Krümmungsradien der Nebelkammerspuren ermit-
telt werden, und weiters kann man den Winkel 𝛩
zwischen den Spuren bestimmen (Winkel zwischen
den Tangenten an die Spuren am Entstehungsort
von Proton und Pion).

Zeige, dass sich die gesuchte Ruhmasse𝑚Λ0 ≡ 𝑚1 aus 𝑚p ≡ 𝑚2, 𝑚π− ≡ 𝑚3, 𝑝2, 𝑝3 und 𝛩
berechnen lässt.
Ergebnis:

𝑚2
1 = 𝑚2

2 +𝑚2
3 + 2[(𝑚2

2+
𝑝22
𝑐2 )(𝑚

2
3+

𝑝23
𝑐2 )]

1/2
− 2 𝑝2𝑐

𝑝3
𝑐 cos𝛩.

T11.5

Betrachtet wird der nebenstehende Paarvernich-
tungsprozess. Das Elektron ruhe im Laboratorium
(Inertialsystem 𝖲), das Positron besitze in diesem
Bezugssystem die kinetische Energie 𝑇.

(a) Leite einen Ausdruck für die Energie eines der beiden Photonen im Bezugssystem
𝖲 ab, in welchem neben der Ruhmasse 𝑚 ≡ 𝑚e des Elektrons bzw. Positrons und
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Testaufgaben

der kinetischen Energie des Positrons nur der Winkel 𝜗 zwischen der Flugrichtung
des annihilierten Positrons und der Ausbreitungsrichtung des betrachteten Photons
eingeht.

(b) Berechne die maximale undminimale Photonenergie (Energie eines Photons) in 𝖲 bei
vorgegebener kinetischer Energie 𝑇 des Positrons, ausgedrückt durch die Masse𝑚
und die kinetische Energie 𝑇.

Ergebnisse:
zu (a): ℏ𝜔1 =

𝑚𝑐2 (2𝑚𝑐2+ 𝑇)
2𝑚𝑐2+ 𝑇 −√(2𝑚𝑐2+ 𝑇)𝑇 cos 𝜗1

;

zu (b): (ℏ𝜔)max =
𝑚𝑐2 (2𝑚𝑐2+ 𝑇)

2𝑚𝑐2+ 𝑇 −√(2𝑚𝑐2+ 𝑇)𝑇
,

(ℏ𝜔)min =
𝑚𝑐2 (2𝑚𝑐2+ 𝑇)

2𝑚𝑐2+ 𝑇 +√(2𝑚𝑐2+ 𝑇)𝑇
.

T11.6 Ein Teilchen der Ruhmasse𝑚1 und Geschwindigkeit 𝒗 stoße mit einem ruhen-
den Teilchen der Ruhmasse𝑚2 zusammen und werde von diesem absorbiert. Berechne
die Ruhmasse𝑀 und die Geschwindigkeit 𝒖 des resultierenden neuen Teilchens.
Ergebnisse:

𝑀2 = 𝑚2
1+𝑚2

2+
2𝑚1𝑚2

√1 − 𝛽2
, 𝒖 = 𝑚1𝒗

𝑚1+𝑚2√1 − 𝛽2
mit 𝛽 ≔ 𝑣

𝑐 .
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Anhang A

Formelsammlung

A.1. Diracsche Deltafunktion
„Limes“-Darstellung (Grenzübergang nach 𝑥-Integration)

δ(𝑥) = lim
𝜖→0+

𝑦(𝑥; 𝜖) (A.1-1)

mit

𝑦(𝑥; 𝜖) = 1
𝜋

𝜖
𝑥2+ 𝜖2 oder 1

√2𝜋 𝜖
𝑒−𝑥2/2𝜖2 oder 1

𝜋𝜖
sin(𝑥/𝜖)
𝑥/𝜖 (A.1-2a)

oder 1
𝜋𝜖 [

sin(𝑥/𝜖)
𝑥/𝜖 ]

2
oder 1

𝜖 [Θ(𝑥 +
𝜖
2 ) − Θ(𝑥 − 𝜖

2 )] (Θ s. (A.1-3)) . (A.1-2b)

Darstellung als Ableitung

Θ(𝑥) ≔ {
1 für 𝑥 > 0
0 für 𝑥 < 0

⇒ 𝑑|𝑥|
𝑑𝑥 = Θ(𝑥) − Θ(−𝑥) ; (A.1-3)

δ(𝑥) = 𝑑Θ(𝑥)
𝑑𝑥 = 1

2
𝑑2|𝑥|
𝑑𝑥2 . (A.1-4)

Eigenschaften

∫
ℝ

𝑑𝑥𝑓(𝑥) δ(𝑥 − 𝑥0) = 𝑓(𝑥0) (VS: 𝑓 stetig für 𝑥 = 𝑥0) ; (A.1-5)

δ(−𝑥) = δ(𝑥) , 𝑥δ(𝑥) = 0, (A.1-6)

δ(𝑎𝑥) = 1
|𝑎| δ(𝑥) (𝑎 ≠ 0), 𝑓(𝑥) δ(𝑥 − 𝑥0) = 𝑓(𝑥0) δ(𝑥 − 𝑥0) , (A.1-7)

δ[𝑔(𝑥)] = ∑
𝑛

δ(𝑥 − 𝑥𝑛)
|𝑔′(𝑥𝑛)|

, wobei 𝑔(𝑥𝑛) = 0, 𝑔′(𝑥𝑛) ≠ 0 ; (A.1-8)

δ[(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)] = δ(𝑥 − 𝑎) + δ(𝑥 − 𝑏)
|𝑎 − 𝑏| (𝑎 ≠ 𝑏) ; (A.1-9)

∫
ℝ

𝑑𝑦 δ(𝑥 − 𝑦) δ(𝑦 − 𝑥0) = δ(𝑥 − 𝑥0) . (A.1-10)
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Ableitungen

∫
ℝ

𝑑𝑥𝑓(𝑥) δ(𝑛)(𝑥 − 𝑥0) = (−1)𝑛𝑓(𝑛)(𝑥0) (VS: ∃𝑓(𝑛)(𝑥0)) ; (A.1-11)

δ(𝑛)(−𝑥) = (−1)𝑛 δ(𝑛)(𝑥) , 𝑥𝑛δ(𝑛)(𝑥) = (−1)𝑛𝑛!δ(𝑥) , (A.1-12)

δ(𝑛)(𝑎𝑥) = 1
𝑎𝑛|𝑎| δ

(𝑛)(𝑥) (𝑎 ≠ 0), 𝑥𝑛+1 δ(𝑛)(𝑥) = 0 ; (A.1-13)

∫
ℝ

𝑑𝑦 δ(𝑚)(𝑥 − 𝑦) δ(𝑛)(𝑦 − 𝑥0) = δ(𝑚+𝑛)(𝑥 − 𝑥0) . (A.1-14)

„Dreidimensionale“ δ-Funktion

𝑥, 𝑦, 𝑧 kartesische Koordinaten; 𝑟, 𝜗, 𝜙 Kugelkoordinaten1

δ(𝒓 − 𝒓0) = δ(𝑥 − 𝑥0) δ(𝑦 − 𝑦0) δ(𝑧 − 𝑧0) (A.1-15)

= δ(𝑟 − 𝑟0)
𝑟2 δ(cos𝜗 − cos 𝜗0) δ(𝜙 − 𝜙0)

= δ(𝑟 − 𝑟0)
𝑟2

δ(𝜗 − 𝜗0)
sin𝜗 δ(𝜙 − 𝜙0) . (A.1-16)

Es gilt2
Δ 1
𝑟 = −4𝜋δ(𝒓) . (A.1-17)

„Fourier“-Darstellung (𝑘-Integration nach 𝑥-Integration)

δ(𝑥) = 1
2𝜋 ∫

ℝ

𝑑𝑘 𝑒𝑖𝑘𝑥 , δ′(𝑥) = 1
2𝜋 ∫

ℝ

𝑑𝑘 𝑖𝑘 𝑒𝑖𝑘𝑥 . (A.1-18)

Summendarstellungen:
Siehe die Vollständigkeitsbeziehungen bei den orthogonalen Funktionensystemen. Die Summatio-
nen sind jeweils nach den Integrationen über die betreffenden Variablen durchzuführen.

A.2. Spezielle Funktionen der mathematischen Physik
Bei den speziellen Funktionen dermathematischen Physikwerden in der Literatur zumTeil verschiedene
Definitionen oder (und) Bezeichnungen verwendet. „Mixt“ man unkritisch Formeln aus verschie-
denen Quellen, so kann das „ins Auge gehen“. Um festzustellen, ob es Unterschiede zwischen
den benützten Quellen gibt, vergleicht man Differentialdarstellungen oder Definitionenmithilfe
erzeugender Funktionen oder Reihenentwicklungen.

Beispiele für abweichende Definitionen und Bezeichnungen:
Zugeordnete legendresche Kugelfunktionen

1In der Mathematik wird der Azimutwinkel meist mit 𝜑 bezeichnet. Wir bezeichnen ihnmit 𝜙, da in der
Elektrodynamik 𝜑 für das skalare Potential „reserviert“ ist.

2 1
|𝒓−𝒓′|

greensche Funktion des Laplaceoperators für natürliche Randbedingungen
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A.2. Spezielle Funktionen der mathematischen Physik

Die Funktionen 𝑃𝑚𝑙 mancher Autoren unterscheiden sich von „unseren“ 𝑃𝑚𝑙 um den Faktor (−1)𝑚.

Besselfunktionen
Die Neumannfunktionen 𝑁𝜈 werden in der Literatur auch mit 𝑌𝜈 bezeichnet und Weberfunktionen
genannt.

Sphärische Besselfunktionen
Die Definition der sphärischen Neumannfunktionen kann sich von unserer Definition im Vorzei-
chen unterscheiden. Die sphärischen Neumannfunktionen 𝑛𝑛 werden in der Literatur auch mit 𝑦𝑛
undmit 𝜂𝑛 bezeichnet. Anstelle der sphärischen Hankelfunktionen ℎ

(1)
𝑛 , ℎ(2)𝑛 werden vonmanchen

Autoren die Funktionen ℎ(+)𝑛 = +𝑖ℎ(1)𝑛 , ℎ(−)𝑛 = −𝑖ℎ(2)𝑛 verwendet.

Kugelflächenfunktionen

Differentialdarstellung

𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜙) = (−1)𝑚
√

2𝑙 + 1
4𝜋

(𝑙 −𝑚)!
(𝑙 + 𝑚)!

𝑃𝑚𝑙 (cos𝜗) 𝑒𝑖𝑚𝜙 , (A.2-1)

𝑙 ∈ ℕ0 , 𝑚 = 𝑙, 𝑙 − 1,… ,−𝑙

mit den zugeordneten legendreschen Kugelfunktionen

𝑃𝑚𝑙 (𝑥) = (−1)𝑙

2𝑙 𝑙!
(1 − 𝑥2)𝑚/2 𝑑 𝑙+𝑚

𝑑𝑥𝑙+𝑚
(1 − 𝑥2)𝑙 , (A.2-2)

𝑙 ∈ ℕ0 , 𝑚 = 𝑙, 𝑙 − 1,… ,−𝑙 ,

deren erzeugende Funktion durch (A.2-3)

(2𝑚)! (1 − 𝑥2)𝑚/2

2𝑚𝑚! (1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2)𝑚+1/2
=

∞
∑
𝑙=0

𝑃𝑚𝑙+𝑚(𝑥) 𝑡
𝑙 , |𝑡| < 1 (A.2-4)

gegeben ist. (Für𝑚 = 0 erhält man daraus die erzeugende
Funktion der Legendrepolynome 𝑃𝑙(𝑥) ≡ 𝑃0𝑙 (𝑥).)

Differentialgleichung

[ 1
sin𝜗

𝜕
𝜕𝜗 (sin𝜗

𝜕
𝜕𝜗 ) +

1
sin2𝜗

𝜕2
𝜕𝜙2 + 𝑙(𝑙 + 1)]𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜙) = 0 ; (A.2-5)

Orthogonalität

∫

[4𝜋]

𝑑𝛺 𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)𝑌𝑙′𝑚′(𝛺) = 𝛿𝑙𝑙′ 𝛿𝑚𝑚′ , 𝛺 ≡ (𝜗, 𝜙) , 𝑑𝛺 ≡ sin𝜗𝑑𝜗𝑑𝜙, (A.2-6a)

∫

[4𝜋]

𝑑𝛺 … ≡

𝜋

∫
0

𝑑𝜗 sin𝜗

2𝜋

∫
0

𝑑𝜙 …

Speziell für 𝑚 = 𝑚′= 0:

+1

∫
−1

𝑑𝜉𝑃𝑙(𝜉)𝑃𝑙′(𝜉) =
2

2𝑙 + 1 𝛿𝑙𝑙′ . (A.2-6b)
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Vollständigkeit

∑
𝑙𝑚

𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)𝑌𝑙𝑚(𝛺

′) = δ(𝛺 −𝛺′) , δ(𝛺 −𝛺′) ≡ δ(𝜗 − 𝜗′)
sin𝜗 δ(𝜙 − 𝜙′) ; (A.2-7)

Clebsch-Gordan-Reihe (zu den Clebsch-Gordan-Koeffizienten siehe Anhang A.7 der Aufgaben-
sammlung zur Quantentheorie auf meiner Website http://www.dietrich-grau.at/)

𝑌𝜆𝜇(𝛺)𝑌𝑙𝑚(𝛺) =
𝑙+𝜆
∑

𝐿=|𝑙−𝜆|√
(2𝜆 + 1)(2𝑙 + 1)
4𝜋(2𝐿 + 1)

⟨ 𝑙 𝜆𝑚𝜇 | 𝐿,𝑚 + 𝜇 ⟩⟨ 𝑙 𝜆 00 | 𝐿 0 ⟩𝑌𝐿,𝑚+𝜇(𝛺).
(A.2-8)

Speziell gilt

𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺) = (−1)𝑚 𝑌𝑙,−𝑚(𝛺), 𝑌𝑙𝑚(𝜋 − 𝜗, 𝜙 + 𝜋) = (−1)𝑙 𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜙) („Parität“); (A.2-9)

𝑌00(𝛺) =
1

√4𝜋
; 𝑌10(𝛺) =√

3
4𝜋 cos𝜗, 𝑌1,±1(𝛺) = ∓√

3
8𝜋 sin𝜗 𝑒±𝑖𝜙 ; (A.2-10)

𝑌20(𝛺) =√
5
16𝜋 (3 cos

2𝜗 − 1) , 𝑌2,±1(𝛺) = ∓√
15
8𝜋 sin𝜗 cos𝜗 𝑒±𝑖𝜙 , (A.2-11)

𝑌2,±2(𝛺) =√
15
32𝜋 sin2𝜗 𝑒±2𝑖𝜙 ; (A.2-12)

Entwicklung der greenschen Funktion des Laplaceoperators für natürliche Randbedingungen
(siehe Gl. (A.1-17))

1
|𝒓 − 𝒓′| = ∑

𝑙𝑚

4𝜋
2𝑙 + 1

𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)𝑌𝑙𝑚(𝛺

′) =
∞
∑
𝑙=0

𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

𝑃𝑙(cos 𝛾) ; (A.2-13)

𝑟< = 𝑟, 𝑟> = 𝑟′ für 𝑟 < 𝑟′ ; 𝑟< = 𝑟′, 𝑟> = 𝑟 für 𝑟 > 𝑟′ ; cos 𝛾 ≔ 𝒆𝑟 • 𝒆𝑟′ . (A.2-14)

Besselfunktionen

Differentialgleichung

[𝑧2 𝑑
2

𝑑𝑧2 + 𝑧 𝑑𝑑𝑧 + (𝑧2− 𝜈2)]𝑍𝜈(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ ℂ, 𝜈 ∈ ℂ; (A.2-15)

Lösungen 𝑍𝜈(𝑧): Besselfunktionen 1.Art 𝐽±𝜈(𝑧);
Besselfunktionen 2.Art (Neumannfunktionen) 𝑁𝜈(𝑧);
Besselfunktionen 3.Art (Hankelfunktionen) 𝐻(1)

𝜈 (𝑧), 𝐻(2)
𝜈 (𝑧).

Die Funktionen 𝐽𝜈(𝑧), 𝐽−𝜈(𝑧) sind linear unabhängig, ausgenommen im Fall 𝜈 = 𝑛 ∈ ℕ:

𝐽−𝑛(𝑧) = (−1)𝑛𝐽𝑛(𝑧) . (A.2-16)
Ferner gelten die Beziehungen

𝑁𝜈(𝑧) =
cos(𝜈𝜋)𝐽𝜈(𝑧) − 𝐽−𝜈(𝑧)

sin(𝜈𝜋)
; (A.2-17)

𝐻(1)
𝜈 (𝑧) = 𝐽𝜈(𝑧) + 𝑖𝑁𝜈(𝑧) , 𝐻(2)

𝜈 (𝑧) = 𝐽𝜈(𝑧) − 𝑖𝑁𝜈(𝑧) . (A.2-18)
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A.2. Spezielle Funktionen der mathematischen Physik

Im Fall 𝜈 = 𝑛muss in (A.2-17) der Grenzübergang 𝜈 → 𝑛 ausgeführt werden.
Rekursionsbeziehungen

𝑍𝜈−1(𝑧) + 𝑍𝜈+1(𝑧) =
2𝜈
𝑧 𝑍𝜈(𝑧) , 𝑍𝜈−1(𝑧) − 𝑍𝜈+1(𝑧) = 2 𝑑

𝑑𝑧 𝑍𝜈(𝑧) , (A.2-19)

𝑑
𝑑𝑧 𝑍𝜈(𝑧) = 𝑍𝜈−1(𝑧) −

𝜈
𝑧 𝑍𝜈(𝑧) ,

𝑑
𝑑𝑧 𝑍𝜈(𝑧) = −𝑍𝜈+1(𝑧) +

𝜈
𝑧 𝑍𝜈(𝑧) . (A.2-20)

Speziell gilt
𝑑
𝑑𝑧 𝑍0(𝑧) = −𝑍1(𝑧) . (A.2-21)

Verhalten für kleine Werte des Argumentes

𝐽𝜈(𝑧) ⟶ 1
Γ(𝜈 + 1) (

𝑧
2
)
𝜈
, 𝜈 ≠ −1,−2,−3,… (A.2-22)

𝑁𝜈(𝑧) ⟶−1𝜋 Γ(𝜈)(
𝑧
2
)
−𝜈
, Re 𝜈 > 0, 𝑁0(𝑧) ⟶

2
𝜋 log 𝑧. (A.2-23)

Verhalten der Hankelfunktionen für große Werte des Argumentes

𝐻(1)
𝜈 (𝑧) ⟶√

2
𝜋𝑧 exp[+𝑖(𝑧 −

1
2
𝜈𝜋 − 1

4
𝜋)] (−𝜋 < arg 𝑧 < 2𝜋), (A.2-24)

𝐻(2)
𝜈 (𝑧) ⟶√

2
𝜋𝑧 exp[−𝑖(𝑧 −

1
2
𝜈𝜋 − 1

4
𝜋)] (−2𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋). (A.2-25)

Erzeugende Funktion von 𝐽𝜈(𝑧)

exp[𝑧
2
(𝑡 − 1

𝑡
)] =

+∞
∑

𝑚=−∞
𝑡𝑚𝐽𝑚(𝑧) , (𝑡 ≠ 0). (A.2-26)

Spezialfall: Entwicklung der „ebenenWelle“ 𝑒𝑖𝑘𝑥 (𝑅, 𝜙, 𝑧 Zylinderkoordinaten; vergleiche mit der
Entwicklung von 𝑒𝑖𝑘𝑧 in (A.2-46))

𝑒𝑖𝑘𝑅cos𝜙 =
+∞
∑

𝑚=−∞
𝑖𝑚𝐽𝑚(𝑘𝑅)𝑒𝑖𝑚𝜙 . (A.2-27)

Potenzreihenentwicklung von 𝐽𝜈(𝑧)

𝐽𝜈(𝑧) = (𝑧
2
)
𝜈 ∞
∑
𝑘=0

(− 1
4 𝑧2)𝑘

𝑘!Γ(𝜈 + 𝑘 + 1)
. (A.2-28)

Es gilt

𝑑
𝑑𝑧 𝐽0(𝑧) = −𝐽1(𝑧) ,

𝑑
𝑑𝑧

𝐽1(𝛼𝑧)
𝑧 = −𝛼 𝐽2(𝛼𝑧)𝑧 , 𝛼 ∈ ℝ+ (A.2-29)

∫𝑑𝑧𝑧𝐽0(𝑧) = 𝑧𝐽1(𝑧) . (A.2-30)
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Anhang A. Formelsammlung

Integraldarstellungen von 𝐽0(𝑧)

𝐽0(𝑧) =
1
𝜋

𝜋

∫
0

𝑑𝑡 cos(𝑧 sin 𝑡) = 1
𝜋

𝜋

∫
0

𝑑𝑡 cos(𝑧 cos 𝑡) = 1
2𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝑡𝑒𝑖𝑧 cos 𝑡 = 1
2𝜋

2𝜋

∫
0

𝑑𝑡𝑒𝑖𝑧 sin 𝑡 . (A.2-31)

Sphärische Besselfunktionen

Differentialgleichung

{𝑧2 𝑑
2

𝑑𝑧2 + 2𝑧 𝑑
𝑑𝑧 + [𝑧2− 𝑛(𝑛 + 1)]}𝑤𝑛(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ ℂ, 𝑛 ∈ ℤ; (A.2-32)

Lösungen𝑤𝑛(𝑧):
sphärische Besselfunktionen 1.Art 𝑗𝑛(𝑧);
sphärische Besselfunktionen 2.Art (sphärische Neumannfunktionen) 𝑛𝑛(𝑧);
sphärische Besselfunktionen 3.Art (sphärische Hankelfunktionen) ℎ(1)𝑛 (𝑧), ℎ(2)𝑛 (𝑧).
Zusammenhang mit den Besselfunktionen

𝑗𝑛(𝑧) =√
𝜋
2𝑧 𝐽𝑛+ 1

2
(𝑧) , 𝑛𝑛(𝑧) =√

𝜋
2𝑧 𝑁𝑛+ 1

2
(𝑧) ; (A.2-33a)

ℎ(1)𝑛 (𝑧) =√
𝜋
2𝑧 𝐻

(1)
𝑛+ 1

2
(𝑧) , ℎ(2)𝑛 (𝑧) =√

𝜋
2𝑧 𝐻

(2)
𝑛+ 1

2
(𝑧) . (A.2-33b)

Daraus folgt wegen (A.2-18)

ℎ(1)𝑛 (𝑧) = 𝑗𝑛(𝑧) + 𝑖𝑛𝑛(𝑧) , ℎ(2)𝑛 (𝑧) = 𝑗𝑛(𝑧) − 𝑖𝑛𝑛(𝑧) . (A.2-34)

Differentialdarstellung für 𝑛 ∈ ℕ0

𝑗𝑛(𝑧) = (−𝑧)𝑛 [1𝑧
𝑑
𝑑𝑧 ]

𝑛
[ sin 𝑧𝑧 ] , 𝑛𝑛(𝑧) = −(−𝑧)𝑛 [1𝑧

𝑑
𝑑𝑧 ]

𝑛
[ cos 𝑧𝑧 ] . (A.2-35)

Rekursionsformel (𝑤𝑛 beliebige Linearkombination von 𝑗𝑛 und 𝑛𝑛 bzw. von ℎ
(1)
𝑛 und ℎ(2)𝑛 )

(2𝑛 + 1)𝑤𝑛(𝑧) = 𝑧[𝑤𝑛+1(𝑧) + 𝑤𝑛−1(𝑧)] . (A.2-36)

Verhalten für kleine bzw. für große Werte des Argumentes (𝑛 ∈ ℕ0)

𝑗𝑛(𝑧 → 0) ⟶ 𝑧𝑛
1⋅3⋅5⋯(2𝑛 + 1)

, 𝑗𝑛(𝑧 → ∞) ⟶+sin (𝑧 − 𝑛𝜋/2)
𝑧 , (A.2-37a)

𝑛𝑛(𝑧 → 0)⟶−1⋅3⋅5⋯(2𝑛 + 1)
2𝑛 + 1

1
𝑧𝑛+1 , 𝑛𝑛(𝑧 → ∞)⟶−cos (𝑧 − 𝑛𝜋/2)

𝑧 , (A.2-37b)

ℎ(1)𝑛 (𝑧 → ∞)⟶ (−𝑖)𝑛+1 𝑒
𝑖𝑧

𝑧 ; ℎ(2)𝑛 (𝑧 → ∞)⟶ (+𝑖)𝑛+1 𝑒
−𝑖𝑧

𝑧 . (A.2-37c)

Potenzreihenentwicklung der am Ursprung regulären Funktionen (𝑛 ∈ ℕ0)

𝑗𝑛(𝑧) =
𝑧𝑛

1⋅3⋅5⋯(2𝑛 + 1) {
1 −

1
2 𝑧2

1!(2𝑛 + 3)
+

( 12 𝑧2)2

2!(2𝑛 + 3)(2𝑛 + 5)
−⋯} . (A.2-38)
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A.2. Spezielle Funktionen der mathematischen Physik

Orthogonalität und Vollständigkeit der am Ursprung regulären Funktionen (𝑙 ∈ ℕ0)

2
𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑟 𝑟2𝑗𝑙(𝑘𝑟) 𝑗𝑙(𝑘′𝑟) =
δ(𝑘 − 𝑘′)

𝑘2 , 2
𝜋

+∞

∫
0

𝑑𝑘𝑘2𝑗𝑙(𝑘𝑟) 𝑗𝑙(𝑘𝑟′) =
δ(𝑟 − 𝑟′)

𝑟2 . (A.2-39)

Speziell gilt

𝑗0(𝑧) =
sin 𝑧
𝑧 , 𝑛0(𝑧) = −cos 𝑧𝑧 ; (A.2-40)

𝑗1(𝑧) =
sin 𝑧
𝑧2 − cos 𝑧

𝑧 , 𝑛1(𝑧) = −cos 𝑧𝑧2 − sin 𝑧
𝑧 ; (A.2-41)

𝑗2(𝑧) = ( 3𝑧3 −
1
𝑧) sin 𝑧 −

3
𝑧2 cos 𝑧, 𝑛2(𝑧) = −( 3𝑧3 −

1
𝑧) cos 𝑧 −

3
𝑧2 sin 𝑧 ; (A.2-42)

𝑗3(𝑧) = (15𝑧4 −
6
𝑧2 ) sin 𝑧 − (15𝑧3 −

1
𝑧) cos 𝑧 , 𝑛3(𝑧) = −(15𝑧4 −

6
𝑧2 ) cos 𝑧 − (15𝑧3 −

1
𝑧) sin 𝑧 ; (A.2-43)

ℎ(1,2)0 (𝑧) = ∓𝑖 𝑒
±𝑖𝑧

𝑧 , ℎ(1,2)1 (𝑧) = [∓𝑖𝑧2 −
1
𝑧 ]𝑒

±𝑖𝑧 . (A.2-44)

Entwicklung der „ebenenWelle“

𝑒𝑖𝒌•𝒓 = 4𝜋∑
𝑙𝑚

𝑖𝑙𝑗𝑙(𝑘𝑟)𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺𝒌)𝑌𝑙𝑚(𝛺𝒓) , (A.2-45)

𝑒𝑖𝑘𝑟cos𝜗 = ∑
𝑙
(2𝑙 + 1) 𝑖𝑙𝑗𝑙(𝑘𝑟)𝑃𝑙(cos𝜗) [𝑃𝑙(𝑥) ≡ 𝑃0𝑙 (𝑥)] . (A.2-46)

Entwicklung der greenschen Funktion des Helmholtzoperators

𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝒓′|
|𝒓 − 𝒓′| = 4𝜋𝑖𝑘∑

𝑙𝑚
𝑗𝑙(𝑘𝑟<) ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟>) 𝑌∗

𝑙𝑚(𝛺)𝑌𝑙𝑚(𝛺
′) =

∞
∑
𝑙=0

𝑗𝑙(𝑘𝑟<) ℎ
(1)
𝑙 (𝑘𝑟>) 𝑃𝑙(cos 𝛾) ; (A.2-47)

𝑟< = 𝑟, 𝑟> = 𝑟′ für 𝑟 < 𝑟′ ; 𝑟< = 𝑟′, 𝑟> = 𝑟 für 𝑟 > 𝑟′ ; cos 𝛾 ≔ 𝒆𝑟 • 𝒆𝑟′ .

Vollständige elliptische Integrale erster und zweiter Art (siehe [11], 8.110 bis 8.114)

Definitionen

𝐾(𝑘) ≔

𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽
(1 − 𝑘2 sin2𝛽)1/2

, 𝐸(𝑘) ≔

𝜋/2

∫
0

𝑑𝛽 (1 − 𝑘2 sin2𝛽)1/2 ; 𝑘2< 1. (A.2-48)

Funktionale Beziehungen

𝑘 𝑑𝐾(𝑘)𝑑𝑘 = 𝐸(𝑘)
1 − 𝑘2 −𝐾(𝑘), 𝑘 𝑑𝐸(𝑘)𝑑𝑘 = 𝐸(𝑘) − 𝐾(𝑘) . (A.2-49)

Verhalten für kleine Werte des Argumentes

𝐾(𝑘) = 𝜋
2 {1 +

1
22 𝑘

2 + 1⋅32
22 ⋅ 42 𝑘

4 +…}, 𝐸(𝑘) = 𝜋
2 {1 −

1
22 𝑘

2 − 1⋅3
22 ⋅ 42 𝑘

4 −…}. (A.2-50)
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A.3. Koordinatensysteme und Vektoranalysis

Kartesische Koordinaten 𝑥 = 𝑥1, 𝑦 = 𝑥2, 𝑧 = 𝑥3 ; Kugelkoordinaten 𝑟, 𝜗, 𝜙, (𝜗, 𝜙) ≡ 𝛺; Zylinderkoor-
dinaten 𝑅, 𝜙, 𝑧

𝑥 = 𝑟 sin𝜗 cos𝜙, 𝑥 = 𝑅 cos𝜙, (A.3-1)

𝑦 = 𝑟 sin𝜗 sin𝜙, 𝑦 = 𝑅 sin𝜙, (A.3-2)

𝑧 = 𝑟 cos𝜗; 𝑧 = 𝑧; (A.3-3)

Volumselement
𝑑3𝑟 = 𝑟2𝑑𝑟 sin𝜗𝑑𝜗𝑑𝜙 = 𝑟2𝑑𝑟𝑑𝛺 = 𝑅𝑑𝑅𝑑𝜙𝑑𝑧; (A.3-4)

Koordinaten-Einheitsvektoren

𝒆𝑥 = sin𝜗 cos𝜙 𝒆𝑟 + cos𝜗 cos𝜙 𝒆𝜗 − sin𝜙 𝒆𝜙 , 𝒆𝑥 = cos𝜙 𝒆𝑅 − sin𝜙 𝒆𝜙 , (A.3-5)

𝒆𝑦 = sin𝜗 sin𝜙 𝒆𝑟 + cos𝜗 sin𝜙 𝒆𝜗 + cos𝜙 𝒆𝜙 , 𝒆𝑦 = sin𝜙 𝒆𝑅 + cos𝜙 𝒆𝜙 , (A.3-6)

𝒆𝑧 = cos𝜗 𝒆𝑟 − sin𝜗 𝒆𝜗 ; 𝒆𝑧 = 𝒆𝑧 ; (A.3-7)

𝒆𝑟 = sin𝜗 cos𝜙 𝒆𝑥 + sin𝜗 sin𝜙 𝒆𝑦 + cos𝜗 𝒆𝑧 , 𝒆𝑟 = sin𝜗 𝒆𝑅 + cos𝜗 𝒆𝑧 , (A.3-8)

𝒆𝜗 = cos𝜗 cos𝜙 𝒆𝑥 + cos𝜗 sin𝜙 𝒆𝑦 − sin𝜗 𝒆𝑧 , 𝒆𝜗 = cos𝜗 𝒆𝑅 − sin𝜗 𝒆𝑧 , (A.3-9)

𝒆𝜙 = −sin𝜙 𝒆𝑥 + cos𝜙 𝒆𝑦 ; 𝒆𝜙 = 𝒆𝜙 ; (A.3-10)

𝒆𝑅 = cos𝜙 𝒆𝑥 + sin𝜙 𝒆𝑦 , 𝒆𝑅 = sin𝜗 𝒆𝑟 + cos𝜗 𝒆𝜃 , (A.3-11)

𝒆𝜙 = −sin𝜙 𝒆𝑥 + cos𝜙 𝒆𝑦 , 𝒆𝜙 = 𝒆𝜙 , (A.3-12)

𝒆𝑧 = 𝒆𝑧 ; 𝒆𝑧 = cos𝜗 𝒆𝑟 − sin𝜗 𝒆𝜃 ; (A.3-13)

Gradient eines Skalarfeldes 𝑆(𝒓)

𝐠𝐫𝐚𝐝𝑆 = 𝜕𝑆
𝜕𝑥 𝒆𝑥 +

𝜕𝑆
𝜕𝑦 𝒆𝑦 +

𝜕𝑆
𝜕𝑧 𝒆𝑧 = 𝜕𝑆

𝜕𝑟 𝒆𝑟 +
1
𝑟
𝜕𝑆
𝜕𝜗 𝒆𝜗 +

1
𝑟 sin𝜗

𝜕𝑆
𝜕𝜙 𝒆𝜙 (A.3-14)

= 𝜕𝑆
𝜕𝑅 𝒆𝑅 +

1
𝑅
𝜕𝑆
𝜕𝜙 𝒆𝜙 +

𝜕𝑆
𝜕𝑧 𝒆𝑧 ; (A.3-15)
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A.3. Koordinatensysteme und Vektoranalysis

Divergenz eines Vektorfeldes 𝑨(𝒓)

div𝑨 =
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥 +

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑦 +

𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑧 = 1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝐴𝑟)
𝜕𝑟 + 1

𝑟 sin𝜗
𝜕(sin𝜗𝐴𝜗)

𝜕𝜗 + 1
𝑟 sin𝜗

𝜕𝐴𝜙
𝜕𝜙 (A.3-16)

= 1
𝑅
𝜕(𝑅𝐴𝑅)
𝜕𝑅 + 1

𝑅
𝜕𝐴𝜙
𝜕𝜙 + 𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧 ; (A.3-17)

Rotation (Rotor) eines Vektorfeldes 𝑨(𝒓)

𝐫𝐨𝐭𝑨 = (
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑦 −

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑧 ) 𝒆𝑥 + (

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧 −

𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑥 ) 𝒆𝑦 + (

𝜕𝐴𝑦
𝜕𝑥 −

𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦 ) 𝒆𝑧 (A.3-18)

= ( 1
𝑟 sin𝜗

𝜕(sin𝜗𝐴𝜙)
𝜕𝜗 − 1

𝑟 sin𝜗
𝜕𝐴𝜗
𝜕𝜙 ) 𝒆𝑟 + ( 1

𝑟 sin𝜗
𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜙 − 1

𝑟
𝜕(𝑟𝐴𝜙)
𝜕𝑟 ) 𝒆𝜗

(A.3-19)
+ (1𝑟

𝜕(𝑟𝐴𝜗)
𝜕𝑟 − 1

𝑟
𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜗 ) 𝒆𝜙

= ( 1𝑅
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜙 −

𝜕𝐴𝜙
𝜕𝑧 ) 𝒆𝑅 + (𝜕𝐴𝑅𝜕𝑧 − 𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑅 ) 𝒆𝜙 + ( 1𝑅
𝜕(𝑅𝐴𝜙)
𝜕𝑅 − 1

𝑅
𝜕𝐴𝑅
𝜕𝜙 ) 𝒆𝑧 ; (A.3-20)

Laplaceoperator Δ ≔ div 𝐠𝐫𝐚𝐝; Formeln für Δ𝑆(𝒓)

Δ𝑆 = 𝜕2𝑆
𝜕𝑥2 +

𝜕2𝑆
𝜕𝑦2 +

𝜕2𝑆
𝜕𝑧2 = 1

𝑟2
𝜕
𝜕𝑟(𝑟

2 𝜕𝑆
𝜕𝑟 ) +

1
𝑟2 sin𝜗

𝜕
𝜕𝜗(sin𝜗

𝜕𝑆
𝜕𝜗) +

1
𝑟2 sin2𝜗

𝜕2𝑆
𝜕𝜙2 (A.3-21)

= 1
𝑅
𝜕
𝜕𝑅(𝑅

𝜕𝑆
𝜕𝑅) +

1
𝑅2

𝜕2𝑆
𝜕𝜙2 +

𝜕2𝑆
𝜕𝑧2 . (A.3-22)

Dabei können die Identitäten

1
𝑟2

𝜕
𝜕𝑟(𝑟

2 𝜕𝑆
𝜕𝑟 ) ≡

1
𝑟
𝜕2(𝑟𝑆)
𝜕𝑟2 ≡ 𝜕2𝑆

𝜕𝑟2 +
2
𝑟
𝜕𝑆
𝜕𝑟 ,

1
𝑅
𝜕
𝜕𝑅(𝑅

𝜕𝑆
𝜕𝑅) ≡

𝜕2𝑆
𝜕𝑅2 +

1
𝑅
𝜕𝑆
𝜕𝑅 (A.3-23)

nützlich sein.
Vektorlaplaceoperator 𝚫 ≔ 𝐠𝐫𝐚𝐝div− 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭; äußerst komplizierte Formeln für𝚫𝑨(𝒓), die man
aber nicht benötigt, da man Probleme bei denen der Vektorlaplaceoperator auftritt mit speziellen
mathematischenMethoden behandelt. Für den Fall von Problemen in Kugelkoordinaten siehe dazu
die Anhänge A.5.1 bis A.5.3.

Häufig benötigte Formeln bei der Berechnung von Divergenz, Gradient und Rotor

div 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑆 = Δ𝑆, 𝐫𝐨𝐭 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑆 = 𝟎;

div 𝐫𝐨𝐭𝑨 = 0, 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭𝑨 = 𝐠𝐫𝐚𝐝div𝑨 −𝚫𝑨 ;

div (𝑆𝑨) = 𝑨 •𝐠𝐫𝐚𝐝𝑆 + 𝑆 div𝑨, 𝐫𝐨𝐭 (𝑆𝑨) = 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑆 ⨯ 𝑨 + 𝑆 𝐫𝐨𝐭𝑨 ;

𝐠𝐫𝐚𝐝(𝑨 •𝑩) = (𝑨 •𝛁)𝑩 + (𝑩 •𝛁)𝑨 + 𝑨 ⨯ 𝐫𝐨𝐭𝑩 + 𝑩 ⨯ 𝐫𝐨𝐭𝑨, div (𝑨 ⨯ 𝑩) = 𝑩 • 𝐫𝐨𝐭𝑨 − 𝑨 • 𝐫𝐨𝐭𝑩 ;

𝐫𝐨𝐭 (𝑨 ⨯ 𝑩) = 𝑨div𝑩 − 𝑩 div𝑨 + (𝑩 •𝛁)𝑨 − (𝑨 •𝛁)𝑩 ; div 𝒓 = 3, 𝐫𝐨𝐭 𝒓 = 𝟎.
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Anhang A. Formelsammlung

A.4. Flächendivergenz und Flächenrotor

Flächendivergenz und Flächenrotor des Vektorfeldes 𝒂(𝒓, 𝑡) auf einer Grenzfläche ℱ (Vektor 𝒏ℱ(𝒓)
Normalenvektor im Flächenpunkt 𝒓 ; Konvention: positive Orientierung vom Raumgebiet 2 zum
Raumgebiet 1):

Div𝒂(𝒓, 𝑡) ≔ 𝒏ℱ(𝒓) • [𝒂1(𝒓, 𝑡) − 𝒂2(𝒓, 𝑡)] , (A.4-1)
𝒓 ∈ℱ.

𝐑𝐨𝐭 𝒂(𝒓, 𝑡) ≔ 𝒏ℱ(𝒓) ⨯ [𝒂1(𝒓, 𝑡) − 𝒂2(𝒓, 𝑡)] , (A.4-2)

Für unsere Zwecke sehen wir diese Beziehungen als Definitionsgleichungen von Div𝒂 und 𝐑𝐨𝐭 𝒂
an. In Wirklichkeit handelt es sich dabei lediglich um Formeln für die Berechnung dieser Größen,
während die eigentlichen Definitionen Grenzübergänge beinhalten, wie dies auch bei div𝒂 und 𝐫𝐨𝐭𝒂
der Fall ist.
Flächendivergenz und Flächenrotor kommt für flächenhaft verteilte Quell- und Zirkulations-

dichten eine physikalisch gleiche Bedeutung zu wie (Volums-)Divergenz und (Volums-)Rotor für
räumlich (über Volumsbereiche) verteilte Quellen undWirbel.

A.5. Vektorkugelflächenfunktionen, Vektorlaplacegleichung,
Vektorpoissongleichung und Vektorhelmholtzgleichung

Vorbemerkung: Man benötigt die Vektorkugelflächenfunktionen, wenn man die Vektorlaplacegleichung,
die Vektorpoissongleichung oder die Vektorhelmholtzgleichung in Kugelkoordinaten undKugelkomponen-
ten lösenmöchte, sowie bei der Berechnung der Abstrahlung räumlich lokalisierter zeitlich harmonischer
Quellen mithilfe der sphärischen Multipolentwicklung. In vielen Vorlesungen und Büchern wird auf diese
Themen nicht eingegangen, siehe aber z. B. [2], Kapitel 9.
Die Vektorkugelflächenfunktionen werden in [9] ausführlich behandelt. In dieser Aufgabensammlung
werden sie in den Aufgaben 4.5, 8.3 und 8.14 benützt.

A.5.1. Vektorkugelflächenfunktionen

Kugelkoordinaten 𝑟, 𝜗, 𝜙, (𝜗, 𝜙) ≡ 𝛺
Koordinaten-Einheitsvektoren 𝒆𝑟, 𝒆𝜗, 𝒆𝜙 siehe Anhang A.3, Gl. (A.3-8) bis (A.3-10).
Sphärische Einheitsvektoren 𝒆−1, 𝒆0, 𝒆+1

𝒆±1 ∶= ∓ 1
√2
(𝒆𝑥 ± 𝑖𝒆𝑦) = ∓ 1

√2
(sin𝜗 𝒆𝑟 + cos𝜗 𝒆𝜗 ± 𝑖𝒆𝜙) 𝑒±𝑖𝜙 ,

(A.5-1)
𝒆0 ∶= 𝒆𝑧 = cos𝜗 𝒆𝑟 − sin𝜗 𝒆𝜗 .

Es gelten die Beziehungen

𝒆∗𝜇 = (−1)𝜇𝒆−𝜇 , 𝒆∗𝜇 • 𝒆𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 , 𝒆𝜇 ⨯ 𝒆𝜈 = 𝑖𝜎𝜇𝜈 𝒆𝜇+𝜈 (A.5-2)
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mit

𝜎𝜇𝜈 ∶=
⎧

⎨
⎩

1 für 𝜇 > 𝜈
0 für 𝜇 = 𝜈

−1 für 𝜇 < 𝜈
. (A.5-3)

Ein Beispiel: 𝒆+1⨯ 𝒆0 = 𝑖𝒆+1 .

Vektorkugelflächenfunktionen

𝒀𝑙𝐽𝑀(𝛺) ≔ ∑
𝜇=0,±1

⟨ 𝑙 1,𝑀 − 𝜇, 𝜇 | 𝐽𝑀⟩𝑌𝑙,𝑀−𝜇(𝛺) 𝒆𝜇 ;

𝑙 = 0∶ 𝐽 = 1, 𝑀 = 0,±1;
𝑙 = 1, 2, 3,…∶ 𝐽 = 𝑙 − 1, 𝑙, 𝑙 + 1,

𝑀 = 0,±1,… ,±𝐽;
𝒀000(𝛺) ≔ 𝟎.

(A.5-4)

(A.5-5)

(A.5-6)

Die reellen Koeffizienten ⟨ 𝑗1𝑗2𝑚1𝑚2 | 𝑗𝑚 ⟩ heißen Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Siehe dazu Anhang
A.7 meiner Aufgabensammlung zur Quantentheorie unter http://www.dietrich-grau.at/.

Konjugation und Inversion am Ursprung

𝒀 ∗
𝑙𝐽𝑀(𝛺) = (−1)𝑙+𝐽+𝑀+1𝒀𝑙 𝐽,−𝑀(𝛺), 𝒀𝑙𝐽𝑀(𝜋 − 𝜗, 𝜙 + 𝜋) = (−1)𝑙𝒀𝑙𝐽𝑀(𝜗, 𝜙) . (A.5-7)

Spezielle Vektorkugelflächenfunktionen3

𝑿𝑙𝑚(𝛺) ≔ 𝒀𝑙𝑙𝑚(𝛺) =
1

√𝑙(𝑙 + 1)
𝑳𝑌𝑙𝑚(𝛺) mit 𝑳 = −𝑖 (𝒓 ⨯ 𝛁);

𝑙 = 1, 2, 3,… ; 𝑚 = 0,±1,… ,±𝑙;
𝑿00(𝛺) ≔ 𝒀000(𝛺) = 𝟎.

(A.5-8)

(A.5-9)

Es gilt

𝑿𝑙𝑚(𝛺) =
1

√𝑙(𝑙 + 1)
[√

(𝑙 +𝑚)(𝑙 − 𝑚+ 1)
2 𝑌𝑙,𝑚+1(𝛺) 𝒆−1 +𝑚𝑌𝑙𝑚(𝛺) 𝒆0

(A.5-10)

−√
(𝑙 −𝑚)(𝑙 + 𝑚+ 1)

2 𝑌𝑙,𝑚−1(𝛺) 𝒆1] .

Orthonormalität der Vektorkugelflächenfunktionen

∫

[4𝜋]

𝑑𝛺𝒀 ∗
𝑙𝐽𝑀(𝛺) •𝒀𝑙′𝐽′𝑀′(𝛺) = 𝛿𝑙𝑙′𝛿𝐽𝐽′𝛿𝑀𝑀′ ; (A.5-11)

Vollständigkeit der Vektorkugelflächenfunktionen (∘ dyadisches Produkt von Vektoren, 𝟙 kartesi-
scher Einheitstensor)

∑
𝑙𝐽𝑀

𝒀 ∗
𝑙𝐽𝑀(𝛺) ∘ 𝒀𝑙𝐽𝑀(𝛺

′) = δ(𝛺 −𝛺′)𝟙 , (A.5-12)

3In der Quantenmechanik stellt der Vektoroperator ℏ𝑳 den Bahndrehimpulsoperator eines Teilchens in
der Ortsdarstellung dar.
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d. h. für eine beliebige komplexwertige Vektorfunktion 𝒇(𝛺)mit

‖𝒇‖2 ∶= ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺𝒇∗(𝛺) •𝒇(𝛺) < +∞ (A.5-13)

gilt
𝒇(𝛺) = ∑

𝑙𝐽𝑀
𝑐𝑙𝐽𝑀𝒀𝑙𝐽𝑀(𝛺) mit 𝑐𝑙𝐽𝑀 = ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺𝒀 ∗
𝑙𝐽𝑀(𝛺) •𝒇(𝛺) (A.5-14)

und
∑
𝑙𝐽𝑀

|𝑐𝑙𝐽𝑀|2 = ‖𝒇‖2 . (A.5-15)

Der Leser vergleiche dies mit der Entwicklung einer absolut quadratisch integrierbaren komplex-
wertigen Funktion 𝑓(𝛺) nach Kugelflächenfunktionen.
Sonderfall: Entwicklung einer Vektorfunktion 𝒇(𝛺)mit ‖𝒇‖2 < +∞ und der Eigenschaft

𝒇(𝛺) • 𝒆𝑟 = 0, d, h. 𝒇(𝛺) = 𝑓𝜗(𝛺) 𝒆𝜗 + 𝑓𝜙(𝛺) 𝒆𝜙 . (A.5-16)

Dann sind (A.5-14), (A.5-15) durch die Beziehungen

𝒇(𝛺) =∑
𝑙𝑚
𝑎𝑙𝑚 (𝑿𝑙𝑚(𝛺) ⨯ 𝒆𝑟) +∑

𝑙𝑚
𝑏𝑙𝑚𝑿𝑙𝑚(𝛺); (A.5-17)

𝑎𝑙𝑚 = ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺(𝑿∗
𝑙𝑚(𝛺) ⨯ 𝒆𝑟) •𝒇(𝛺), 𝑏𝑙𝑚 = ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺𝑿∗
𝑙𝑚(𝛺) •𝒇(𝛺); (A.5-18)

∑
𝑙𝑚
(|𝑎𝑙𝑚|2 + |𝑏𝑙𝑚|2) = ‖𝒇‖2 (A.5-19)

zu ersetzen.

Bei der Berechnung der Abstrahlung räumlich lokalisierter zeitlich harmonischer Quellen mit-
hilfe der sphärischen Multipolentwicklung (siehe Anhang A.15.3) benötigt man nur Entwicklungen
von bezüglich 𝒆𝑟 transversalen Wellenfeldern. In die Formel für die mittlere Abstrahlungsleis-
tung in einer Periode der Strahlung gehen deshalb nur die speziellen Vektorkugelflächenfunktionen
𝑿𝑙𝑚(𝛺) ein (siehe Gl. (A.15-19)). Dagegen benötigt man die allgemeinen Vektorkugelflächenfunktionen
𝒀𝑙𝐽𝑀(𝛺), wennman die Vektorlaplacegleichung, die Vektorpoissongleichung oder die Vektorhelm-
holtzgleichung in Kugelkoordinaten und Kugelkomponenten lösen möchte. Siehe dazu den folgenden
Abschnitt.
Im Abschnitt über die Kugelflächenfunktionen habe ich die Funktionen bis einschließlich 𝑙 = 2

angeschrieben (siehe (A.2-10) bis (A.2-12)). Die Vektorkugelflächenfunktionen schreibe ich eben-
falls bis einschließlich 𝑙 = 2 an. Zusätzlich gebe ich aber noch einige 𝑿𝑙0(𝛺) für höhere 𝑙-Werte
an, welche man für die Berechnung der dynamischen sphärischen Multipolmomente linearer
Antennen benötigt (𝜙-Unabhängigkeit wegen Drehinvarianz bzgl. der 𝑧-Achse).

𝑿00(𝛺) = 𝒀000(𝛺) = 𝟎, 𝒀100(𝛺) = − 1
√4𝜋

𝒆𝑟 , 𝒀010(𝛺) =
1

√4𝜋
(cos𝜗 𝒆𝑟 − sin𝜗 𝒆𝜗) , (A.5-20)

𝒀01,±1(𝛺) = ∓
1

√8𝜋
(sin𝜗 𝒆𝑟 + cos𝜗 𝒆𝜗 ± 𝑖𝒆𝜙) 𝑒±𝑖𝜙 , 𝑿10(𝛺) = 𝒀110(𝛺) =√

3
8𝜋 𝑖 sin𝜗 𝒆𝜙 , (A.5-21)

𝑿1,±1(𝛺) = 𝒀11,±1(𝛺) =√
3
16𝜋 (𝒆𝜗

± 𝑖 cos𝜗 𝒆𝜙) 𝑒±𝑖𝜙 , 𝒀210(𝛺) = − 1
√8𝜋

(2 cos𝜗 𝒆𝑟 + sin𝜗 𝒆𝜗) ,
(A.5-22)
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𝒀21,±1(𝛺) = ∓
1

√16𝜋
(−2 sin𝜗 𝒆𝑟 + cos𝜗 𝒆𝜗 ± 𝑖𝒆𝜙) 𝑒±𝑖𝜙 , (A.5-23)

𝒀120(𝛺) =
1

√8𝜋
[(3 cos2𝜗 − 1) 𝒆𝑟 − 3 sin𝜗 cos𝜗 𝒆𝜗] , (A.5-24)

𝒀12,±1(𝛺) = ∓√
3
16𝜋 [2 sin𝜗 cos𝜗 𝒆𝑟 + (2 cos2𝜗 − 1) 𝒆𝜗 ± 𝑖 cos𝜗 𝒆𝜙] 𝑒±𝑖𝜙 , (A.5-25)

𝒀12,±2(𝛺) =√
3
16𝜋 [sin

2𝜗𝒆𝑟 + sin𝜗 cos𝜗 𝒆𝜗 ± 𝑖 sin𝜗 𝒆𝜙] 𝑒±2𝑖𝜙 , (A.5-26)

𝑿20(𝛺) = 𝒀220(𝛺) =√
15
8𝜋 𝑖 sin𝜗 cos𝜗 𝒆𝜙 , (A.5-27)

𝑿2,±1(𝛺) = 𝒀22,±1(𝛺) =√
5
16𝜋 [cos𝜗 𝒆𝜗

± 𝑖(2 cos2𝜗 − 1) 𝒆𝜙] 𝑒±𝑖𝜙 , (A.5-28)

𝑿2,±2(𝛺) = 𝒀22,±2(𝛺) = ∓√
5
16𝜋 [sin𝜗 𝒆𝜗

± 𝑖 sin𝜗 cos𝜗 𝒆𝜙] 𝑒±2𝑖𝜙 ; (A.5-29)

𝑿30(𝛺) =√
21
64𝜋 𝑖 sin𝜗 (5 cos

2𝜗 − 1) 𝒆𝜙 , (A.5-30)

𝑿40(𝛺) =√
45
64𝜋 𝑖 sin𝜗 (7cos

3𝜗 − 3 cos𝜗) 𝒆𝜙 , (A.5-31)

𝑿50(𝛺) =√
165
512𝜋 𝑖 sin𝜗 (21 cos

4𝜗 − 14 cos2𝜗 + 1) 𝒆𝜙 , (A.5-32)

𝑿60(𝛺) =√
273
512𝜋 𝑖 sin𝜗 (33 cos

5𝜗 − 30 cos3𝜗 + 5 cos𝜗) 𝒆𝜙 . (A.5-33)

A.5.2. Vektorlaplacegleichung und Vektorpoissongleichung

Vorbemerkung: Laplaceoperator und Vektorlaplaceoperator sind definiert durch

Δ ≔ div 𝐠𝐫𝐚𝐝, 𝚫 ≔ 𝐠𝐫𝐚𝐝div− 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭 . (A.5-34)

Bei Zerlegung nach kartesischen Komponenten gilt für ein beliebiges Vektorfeld 𝑨(𝒓) oder 𝑨(𝒓, 𝑡)
(𝚫𝑨)𝑥 = Δ(𝑨𝑥), (𝚫𝑨)𝑦 = Δ(𝑨𝑦), (𝚫𝑨)𝑧 = Δ(𝑨𝑧).4Wer also von vornherein darauf verzichtet, die
Vektorlaplacegleichung, die Vektorpoissongleichung oder die Vektorhelmholtzgleichung durch
Zerlegung nach Kugelkomponenten oder nach Zylinderkomponenten zu lösen, der kann den Unter-
schied zwischen Laplaceoperator und Vektorlaplaceoperator „vergessen“ und ausschließlich das
Symbol Δ benützen. (Beachte: Kugelkoordinaten oder Zylinderkoordinaten etc. „darf“ man in den

4Es ist zu beachten, dass (𝚫𝑨)𝑖 = Δ(𝑨𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, nur bei Zerlegung nach kartesischen Vektorkompo-
nenten gilt; so ist beispielsweise (𝚫𝑨)𝑟 ≠ Δ(𝑨𝑟).
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Funktionsargumenten natürlich verwenden.) In vielen Vorlesungen und Lehrbüchern wird so
vorgegangen.
Damit ist natürlich nicht nur der Verzicht auf ein schlagkräftiges mathematisches Rüstzeug

verbunden, das vielfach eleganter und rascher zum Ziel führt5, sondern auch der Verzicht auf
die Behandlung bestimmter Fragestellungen. In der Elektrodynamik zählt dazu der Verzicht auf
die Behandlung der sehr leistungsfähigen dynamischen sphärischen Multipolentwicklung bei der
Abstrahlung elektromagnetischer Wellen.

Vektorpoissongleichung
𝚫𝑨(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −4𝜋𝒘(𝑟, 𝜗, 𝜙) ; (A.5-35)

allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung, der Vektorlaplacegleichung:

𝑨(𝑟, 𝜗, 𝜙) = ∑
𝑙𝐽𝑀

(𝑎𝑙𝐽𝑀 𝑟𝑙 + 𝑏𝑙𝐽𝑀
𝑟𝑙+1

)𝒀𝑙𝐽𝑀(𝜗, 𝜙) ; (A.5-36)

falls die Nebenbedingung div𝑨 = 0 gefordert ist, gilt dabei

𝑎𝑙,𝑙−1,𝑀 = 0 für 𝑀 = 0,±1,±2,… ,±(𝑙 − 1); 𝑏𝑙,𝑙+1,𝑀 = 0 für 𝑀 = 0,±1,±2,… ,±(𝑙 + 1); (A.5-37)

greenscher Tensor des Vektorlaplaceoperators für natürliche Randbedingungen (∘ dyadisches Produkt von
Vektoren, 𝟙 kartesischer Einheitstensor)

𝔾(𝒓; 𝒓′) = 1
|𝒓 − 𝒓′| 𝟙 = ∑

𝑙𝐽𝑀

4𝜋
2𝑙 + 1

𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1>

𝒀 ∗
𝑙𝐽𝑀(𝛺) ∘ 𝒀𝑙𝐽𝑀(𝛺

′) ; (A.5-38)

𝑟< = 𝑟, 𝑟> = 𝑟′ für 𝑟′> 𝑟 ;
𝑟< = 𝑟′, 𝑟> = 𝑟 für 𝑟′< 𝑟.

Lösung der Vektorpoissongleichung für natürliche Randbedingungen

𝑨(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′𝔾(𝒓; 𝒓′) •𝒘(𝒓′) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝒘(𝒓
′)

|𝒓 − 𝒓′| . (A.5-39)

(Erfüllt div𝑨 = 0, falls div𝒘 = 0 gilt.) Das Symbol • steht dabei für das Überschieben eines
symmetrischen Tensors mit einem Vektor.
Die Formeln dieses Abschnittes werden den Leser an die entsprechenden (aus der Elektrostatik

vertrauten) Formeln für die Poissongleichung, die Laplacegleichung und deren Lösungen erinnern;
vergleiche insbesondere z. B. (A.5-38) mit (A.2-13).

A.5.3. Homogene und inhomogene Vektorhelmholtzgleichung

Analog zum vorigen Abschnitt:

Inhomogene Vektorhelmholtzgleichung

𝚫𝑨(𝑟, 𝜗, 𝜙) + 𝑘2𝑨(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −4𝜋𝑐 𝒋(𝑟, 𝜗, 𝜙) ; (A.5-40)

5Beispiele dazu die Aufgaben 4.5 und 6.10
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allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung:

𝑨(𝑟, 𝜗, 𝜙) = ∑
𝑙𝐽𝑀

(𝑎𝑙𝐽𝑀𝑗𝑙(𝑘𝑟) + 𝑏𝑙𝐽𝑀𝑛𝑙(𝑘𝑟))𝒀𝑙𝐽𝑀(𝜗, 𝜙) ; (A.5-41)

greenscher Tensor des Vektorhelmholtzoperators ohne Randbedingungen im Endlichen (∘ dyadisches Pro-
dukt von Vektoren, 𝟙 kartesischer Einheitstensor)

𝔾(𝒓; 𝒓′) = 𝑒𝑖𝑘|𝒓−𝒓′|
|𝒓 − 𝒓′| 𝟙 = 4𝜋𝑖𝑘∑

𝑙𝐽𝑀
𝑗𝑙(𝑘𝑟<) ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟>) 𝒀 ∗

𝑙𝐽𝑀(𝛺) ∘ 𝒀𝑙𝐽𝑀(𝛺
′) ; (A.5-42)

𝑟< = 𝑟, 𝑟> = 𝑟′ für 𝑟′> 𝑟 ;
𝑟< = 𝑟′, 𝑟> = 𝑟 für 𝑟′< 𝑟.

Lösung der inhomogenenVektorhelmholtzgleichung, falls es keine Randbedingungen imEndlichen
gibt

𝑨(𝒓) = 1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′𝔾(𝒓; 𝒓′) •𝒋(𝒓′) = 1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝑒
𝑖𝑘|𝒓−𝒓′|

|𝒓 − 𝒓′| 𝒋(𝒓
′) . (A.5-43)

A.6. Elektrostatik im Vakuum: allgemeine Formeln

Das elektrostatische Feld ist ein wirbelfreies Quellenfeld, weshalb die Feldstärke aus einem skalaren
Potential berechnet werden kann. Wichtig für die Anwendungen ist auch, dass es sich um eine
lineare Theorie handelt, weshalb das Superpositionsprinzip gilt.

A.6.1. Grundgleichungen

Feldgleichungen
div𝑬(𝒓) = 4𝜋𝜌(𝒓) ,

𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎;

(A.6-1)

(A.6-2)

gleichwertig dazu:
integrale Form der Feldgleichungen

∮
ℱ(𝒱)

𝒅𝒇•𝑬(𝒓) = 4𝜋∫
𝒱

𝑑3𝑟 𝜌(𝒓) ≕ 4𝜋𝑞(𝒱) , ∀𝒱 ⊂ ℝ3,

∮
𝒞

𝒅𝒓 •𝑬(𝒓) = 0, ∀𝒞 ;

(A.6-3)

(A.6-4)

gleichwertig dazu:
skalares Potential und Poissongleichung

𝑬(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝒓) ,

Δ𝜑(𝒓) = −4𝜋𝜌(𝒓) Poissongleichung .

(A.6-5)

(A.6-6)
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Mit der greenschen Funktion des Laplaceoperators für natürliche Randbedingungen

𝐺(𝒓; 𝒓′) = 1
|𝒓 − 𝒓′| (A.6-7)

erhält man als
Lösung für natürliche Randbedingungen (räumlich lokalisierte Ladungsverteilung, keine Randbe-
dingungen im Endlichen)

𝜑(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| Coulombpotential ,

𝑬(𝒓) = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝜌(𝒓
′)(𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

Coulombfeld .

(A.6-8)

(A.6-9)

Bemerkung: Das Potential 𝜑(𝒓) ist durch die Poissongleichung bei vorgegebener Ladungsverteilung
nur bis auf eine Lösung 𝜑0(𝒓) der Laplacegleichung bestimmt. Im Fall von natürlichen Randbe-
dingungen kannman zu dem Partikulärintegral von Gl. (A.6-8) nur mehr eine im Endlichen und
im Unendlichen stetige Lösung der Laplacegleichung, d. h. eine Konstante, hinzufügen. Diese phy-
sikalisch bedeutungslose Konstante kann man willkürlich null setzen, womit 𝜑(𝒓) −−−⟶

𝑟→+∞
0 gilt.

Im Falle von Flächenladungsverteilungen 𝜎(𝒓′), 𝒓′ ∈ ℱ, und Linienladungsverteilungen 𝜏(𝒓′), 𝒓′ ∈ ℒ, (𝜎
Ladung pro Flächeneinheit, 𝜏 Ladung pro Längeneinheit) kannman entweder 𝜌(𝒓′)mithilfe von
Distributionen anschreiben (siehe dazu die Beispiele 1.4 und 1.7 von Anhang A.11) und in die
Formeln (A.6-8), (A.6-9) einsetzen oder man kann die folgenden Formeln verwenden:

𝜑(𝒓) = ∫
ℱ

𝑑𝑓′ 𝜎(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| , 𝑬(𝒓) = ∫

ℱ

𝑑𝑓′ 𝜎(𝒓
′)(𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

; (A.6-10)

𝜑(𝒓) = ∫
ℒ

𝑑𝑙′ 𝜏(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| , 𝑬(𝒓) = ∫

ℒ

𝑑𝑙′ 𝜏(𝒓
′)(𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

. (A.6-11)

Stetigkeitseigenschaften des Potentials

Aus der Poissongleichung folgt:
Im ladungsfreien Raum und in Bereichen mit volumsmäßig stetig verteilten Ladungen ist 𝜑 stetig.
Auf Flächenmit stetigen Flächenladungsverteilungen ist 𝜑 stetig, doch besitzt die Normalableitung
𝜕𝜑/𝜕𝑛, also die Normalkomponente von 𝑬, einen Sprung.
Auf Flächenmit stetigen elektrischen Dipolverteilungen (Dipolschichten) besitzt 𝜑 einen Sprung.
Auf Linien mit stetigen Linienladungsverteilungen divergiert 𝜑 logarithmisch mit dem Abstand zur
Linie.
Bei Annäherung an den Ort eine Punktladung divergiert 𝜑wie „eins durch Abstand vom Ort der
Punktladung“.
Bei Annäherung an den Ort eines 2𝑙-Punktmultipols divergiert 𝜑 wie „eins durch Abstand vom Ort
des Punktmultipols hoch 𝑙 + 1“.
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Elektrostatische Feldenergie
𝑊e =

1
8𝜋 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑬2(𝒓) . (A.6-12)

Im Fall von natürlichen Randbedingungen (räumlich lokalisierte Ladungsverteilung, keine Randbe-
dingungen im Endlichen) gilt alternativ

𝑊e =
1
2 ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝜌(𝒓) 𝜑(𝒓) . (A.6-13)

A.6.2. Dirichletschen Randwertaufgabe für den Außenraum einer
geschlossenen Fläche

Vorgegeben: Auf einer geschlossenen Fläche ℱ ist das elektrostatische Potential vorgegeben:
𝜑(𝒓′), 𝒓′ ∈ ℱ; im Außenraum 𝒱 bzgl. ℱ ist ferner eine räumlich lokalisierte statische Ladungs-
verteilung 𝜌(𝒓′), 𝒓′∈ 𝒱 vorgegeben.

Gesucht: 𝜑(𝒓), 𝒓 ∈ 𝒱.

𝜑(𝒓) = ∫
𝒱

𝑑3𝑟′𝐺D(𝒓; 𝒓′)𝜌(𝒓′) −
1
4𝜋 ∮

ℱ

𝒅𝒇′• 𝐠𝐫𝐚𝐝′𝐺D(𝒓; 𝒓′) 𝜑(𝒓′) , 𝒓 ∈ 𝒱

mit
Δ𝐺D(𝒓; 𝒓′) = −4𝜋δ(𝒓 − 𝒓′) ,

𝐺D(𝒓; 𝒓′) = 0 für 𝒓′∈ ℱ,

𝐺D(𝒓; 𝒓′) −−−−⟶𝑟′→+∞
0.

(A.6-14a)

(A.6-14b)

(A.6-14c)

(A.6-14d)
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Beachte: Es gilt allgemein (Beweis siehe z. B. [1], Aufgabe 12.1)

𝐺D(𝒓; 𝒓′) = 𝐺D(𝒓′; 𝒓) . (A.6-15)

Man kann deshalb statt (A.6-14c), (A.6-14d) auch

𝐺D(𝒓; 𝒓′) = 0 für 𝒓 ∈ ℱ, (A.6-16a)

𝐺D(𝒓; 𝒓′) −−−⟶𝑟→+∞
0 (A.6-16b)

schreiben.

A.6.3. Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials

Entwicklung des Potentials einer räumlich um den Ursprung im engeren Sinn lokalisierten stati-
schen Ladungsverteilung

𝜌(𝒓′) = 0 für 𝑟′> 𝑅0 (A.6-17)

für Aufpunkte mit 𝑟 > 𝑅0.

Kartesische Multipolentwicklung
Mit den kartesischen Multipolmomenten (∘ dyadisches Produkt von Vektoren, 𝟙 kartesischer Einheits-
tensor)

𝑞 ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟𝜌(𝒓) elektrisches Monopolmoment
(Gesamtladung),

𝒑 ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝒓𝜌(𝒓) elektrisches Dipolmoment,

ℚ ≔∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝒓 ∘ 𝒓)𝜌(𝒓) elektrisches Quadrupolmoment Variante 1,

ℚ ≔∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝒓 ∘ 𝒓 − 𝑟2

3
𝟙)𝜌(𝒓) elektrisches Quadrupolmoment Variante 2

(A.6-18)

(A.6-19)

(A.6-20)

(A.6-21)

lautet die kartesische Multipolentwicklung des Potentials

𝜑(𝒓) = 𝜑(0)(𝒓) + 𝜑(1)(𝒓) + 𝜑(2)(𝒓) +… mit

𝜑(0)(𝒓) = 𝑞
𝑟 , 𝜑(1)(𝒓) = 𝒑 • 𝒓

𝑟3 , 𝜑(2)(𝒓) = ℚ • [3𝒓 ∘ 𝒓 − 𝑟2𝟙]
2𝑟5 .

(A.6-22a)

(A.6-22b)

Das Symbol • steht dabei in 𝜑(2) für das totale Überschieben zweier symmetrischer Tensoren.
Für jene, die mit der symbolischen Schreibweise nicht vertraut sind, die Beziehungen mit dem
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Quadrupoltensor in Indexschreibweise:

Variante 1: 𝑄𝑗𝑘 =∫
ℝ3

𝑑3𝑟𝑥𝑗𝑥𝑘 𝜌(𝒓) ; Variante 2: 𝑄𝑗𝑘 =∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝑥𝑗𝑥𝑘 −
𝑟2

3
𝛿𝑗𝑘)𝜌(𝒓) ; (A.6-23a)

𝜑(2)(𝒓) = ∑
𝑗𝑘
𝑄𝑗𝑘

3𝑥𝑗𝑥𝑘 − 𝑟2𝛿𝑗𝑘
2𝑟5 . (A.6-23b)

Für die Variante 2 gilt Spℚ = ∑𝑗𝑄𝑗𝑗 = 0 („spurloser Tensor“). Der Quadrupoltensor besitzt dann
fünf unabhängige Komponenten und stellt einen irreduziblen Tensor bezüglich Drehungen dar
(Transformation gemäß 𝐷(2)). (Die Umrechnung der Komponenten dieses Tensors in die fünf
unabhängigen sphärischen Komponenten findet der Leser im Anhang A.8.) Wegen dieser Eigenschaft
zieht der Theoretiker Variante 2 vor, beimLösenkonkreter Beispiele kann aberVariante 1 vorteilhaft
sein (siehe z. B. Aufgabe 1.17 (b)), weshalb ich beide Varianten eingeführt habe. Der Leser beachte,
dass die Formel (A.6-22b) bzw. (A.6-23b) für 𝜑(2) für beide Varianten gilt. Im Fall von Variante 2 gilt
dabei allerdings ℚ • 𝟙 = ∑𝑗𝑘𝑄𝑗𝑘𝛿𝑗𝑘 = Spℚ = 0 und somit auch

𝜑(2)(𝒓) = ℚ • (3𝒓 ∘ 𝒓)
2𝑟5 =∑

𝑗𝑘
𝑄𝑗𝑘

3𝑥𝑗𝑥𝑘
2𝑟5 . (A.6-24)

Diese Formel gilt nur für Variante 2.

In Vorlesungen und Büchern werden z. T. abweichenden Definitionen des kartesischen Quadrupol-
momentes verwendet, und zwar mit einem Zahlenfaktor 3 in den Definitionen (siehe z. B. [1] und
[2]). Dann entfällt der Zahlenfaktor 3 in den Formeln für 𝜑(2)(𝒓). Ich halte die Definitionen (A.6-20),
(A.6-21) für den „natürlichen“ nächsten Schritt nach (A.6-19) und bin dabei in guter Gesellschaft:
Batygin/Toptygin [4], die Standardwerke von Becker/Sauter und Lorrain/Corson u. a.
Benützt man Formeln aus verschiedenen Quellen, so muss man stets auf die verwendeten Defini-
tionen achten. Das gilt auch bei der dynamischen kartesischen Multipolentwicklung in der Theorie
der Abstrahlung. (Siehe dazu Anhang A.15.2.)

Sphärische Multipolentwicklung
Mit den sphärischen Multipolmomenten

𝑄(𝑙)
𝑚 ≔ √

4𝜋
2𝑙 + 1 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟𝑙𝑌𝑙𝑚(𝛺) 𝜌(𝒓) (A.6-25)

lautet die sphärische Multipolentwicklung

𝜑(𝒓) = ∑
𝑙𝑚
√

4𝜋
2𝑙 + 1 𝑄

(𝑙)∗
𝑚

𝑌𝑙𝑚(𝛺)
𝑟𝑙+1

. (A.6-26)

In der Literatur sind auch andere Definitionen und Bezeichnungen in Verwendung: siehe dazu
den Anhang A.7. Benützt man Formeln aus verschiedenen Quellen, so muss man stets auf die
verwendeten Definitionen achten.6

6Dass sich Autoren und Vortragende 150 Jahre nach Maxwell noch nicht auf einheitliche Definitionen und
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A.6.4. Räumlich lokalisierte elektrostatische Ladungsverteilung in einem
quasihomogenen äußeren elektrostatischen Feld

Ist die Ladungsverteilung räumlich lokalisiert im engeren Sinne, d.h. gilt Gl. (A.6-17), und befin-
det sie sich in einem vorgegebenen äußeren elektrostatischen Feld7 𝑬(𝒓), welches sich über den
Raumbereich 𝑟′< 𝑅0 räumlich nur wenig ändert, so sagt man, die Ladungsverteilung befinde sich
in einem quasihomogenen äußeren Feld. Dann sind Taylorentwicklungen an der Stelle 𝒓 = 𝟎 möglich,
und bei Verwendung der Definition des Quadrupolmomentes von Anhang A.6.3 Variante 2 (siehe
Gl. (A.6-21) bzw. Gl. (A.6-23a)) erhält man folgende Formeln:

Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilung mit dem äußeren Feld

𝑊 (e)
WW = 𝑞𝜑(𝟎) − 𝒑 •𝑬(𝟎) − 1

2 ∑𝑖𝑗
𝑄𝑖𝑗

𝜕𝐸𝑗
𝜕𝑥𝑖 𝟎

+ … (A.6-27)

Kraft auf die Ladungsverteilung im äußeren Feld

𝑭el = 𝑞𝑬(𝟎) + (𝒑 •𝛁)𝑬|𝟎 +
1
2 ∑𝑖𝑗

𝑄𝑖𝑗
𝜕2𝑬
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 𝟎

+ … (A.6-28)

Drehmoment auf die Ladungsverteilung im äußeren Feld

𝑵el = 𝒑 ⨯ 𝑬(𝟎) + [(ℚ •𝛁) ⨯ 𝑬] 𝟎+ … (A.6-29)

Das Symbol • steht dabei für das Überschieben eines symmetrischen Tensors mit einem Vektor. Bei
Definition des Quadrupolmomentes mit einem zusätzliche Zahlenfaktor 3 hat man in den obigen
Formeln beim Quadrupolbeitrag jeweils einen zusätzlichen Faktor 1/3.

A.6.5. Wechselwirkungsenergie und Kräfte für zwei räumlich lokalisierte
nicht überlappende elektrostatische Ladungsverteilungen

Wir betrachten zwei räumlich lokalisierte nicht überlappende voneinander unabhängige Volumsladungs-
verteilungen 𝜌1(𝒓), 𝜌2(𝒓).8 Sind 𝒱1,𝒱2 die Raumbereiche, in denen die beiden Ladungsverteilungen
lokalisiert sind, gilt für die elektrostatische Wechselwirkungsenergie

𝑊 (e)
12 =∫

𝒱1

𝑑3𝑟 𝜌1(𝒓) 𝜑2(𝒓) =∫
𝒱2

𝑑3𝑟 𝜌2(𝒓) 𝜑1(𝒓) =∫
𝒱1

𝑑3𝑟1∫
𝒱2

𝑑3𝑟2
𝜌1(𝒓1)𝜌2(𝒓2)
|𝒓1− 𝒓2|

. (A.6-30)

Bezeichnungen einigen konnten,macht es demAutor einer Aufgabensammlung sowie demStudierenden,
der bei der Vorbereitung mehrere Quellen benützt, unnötig schwer.

7Zur besseren Lesbarkeit der folgenden Formeln bezeichne ich das äußere Feld nicht als 𝑬(ex).
8Ein Beispiel für nicht voneinander unabhängige Ladungsverteilungen: Eine vorgegebene Ladungsverteilung
und die von dieser in einem elektrisch polarisierbaren Medium erzeugte Polarisationsladungsverteilung.
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Da es in der Statik keine Selbstkräfte gibt (keine Abstrahlung) und die endliche Laufzeit physikali-
scher Wirkungen keine Rolle spielt, gilt für die Kräfte zwischen den beiden Ladungsverteilungen
𝑭1 = 𝑭2→1, 𝑭2 = 𝑭1→2 und 𝑭2→1 = −𝑭1→2 („actio“=„reactio“). Für die Kräfte gelten die Formeln

𝑭1 =∫
𝒱1

𝑑3𝑟 𝜌1(𝒓)𝑬2(𝒓) , 𝑭2 =∫
𝒱2

𝑑3𝑟 𝜌2(𝒓)𝑬1(𝒓) = −𝑭1. (A.6-31)

Hat man es mit räumlich lokalisierten nicht überlappenden voneinander unabhängigen Flächen-
oder Linienladungsverteilungen zu tun, so kannmandiese entweder alsDistributionenanschreiben
(siehedenAnhangA.11) und in (A.6-30), (A.6-31) einsetzenodermankannvonvornhereinFlächen-
bzw. Linienintegrale anschreiben, etwa

𝑊 (e)
12 =∫

ℱ1

𝑑𝑓𝜎1(𝒓) 𝜑2(𝒓) , 𝑊 (e)
12 =∫

ℒ1

𝑑𝑙 𝜏1(𝒓) 𝜑2(𝒓) ; (A.6-32a)

𝑭1 =∫
ℱ1

𝑑𝑓𝜎1(𝒓)𝑬2(𝒓) , 𝑭1 =∫
ℒ1

𝑑𝑙 𝜏1(𝒓)𝑬2(𝒓) . (A.6-32b)

Ein Spezialfall ist der Fall von zwei im Vakuum befindlichen Leiterflächen mit Potentialen 𝜑1, 𝜑2
und Ladungen 𝑄1 = 𝑄, 𝑄2 = −𝑄 (Kondensator). Für die Wechselwirkungsenergie gilt dann

𝑊 (e)
12 = 1

2 𝐶𝑈
2 = 𝑄2

2𝐶 mit 𝑈 = 𝜑1− 𝜑2 , (A.6-33)

wobei die Größe 𝐶 als Kapazität des Kondensators bezeichnet wird.

A.6.6. Kraft auf einen Volumsbereich 𝓥 mit vorgegebener
Ladungsverteilung. Maxwellscher Spannungstensor

Die Kraft auf einen Volumsbereich 𝒱 mit einer vorgegebenen Ladungsverteilung kann in der Elek-
trostatik mithilfe desmaxwellschen Spannungstensors

𝑇𝑘𝑙 ≔
1
4𝜋 (𝐸𝑘𝐸𝑙 −

1
2 𝑬

2𝛿𝑘𝑙) (A.6-34)

gemäß

𝐹𝑘 = ∮
ℱ

𝑑𝑓
3
∑
𝑙=1

𝑇𝑘𝑙𝑛𝑙 (A.6-35)

als Oberflächenintegral über eine beliebige geschlossene Flächeℱ berechnet werden, welche den
Volumsbereich𝒱 im Innerenenthält, aber keine anderenLadungsverteilungeneinschließt. Dabei ist
𝒏 der nach außen gerichtete Flächennormalenvektor vonℱ und 𝑬 ist das elektrostatische Gesamtfeld
aller vorhandenen Quellen (inklusive der im Volumsbereich 𝒱 eingeschlossenen Quellen).
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Die Bezeichnung Spannungstensor rührt von der historischen Vorstellung eines materiellen
Äthers her, der Spannungen übertragen kann. Der Maxwelltensor ist ein symmetrisches Tensorfeld
zweiter Stufe. In der Elektrodynamik beschreibt das Tensorfeld

𝑇𝑘𝑙(𝒓, 𝑡) ≔
1
4𝜋 [𝐸𝑘(𝒓, 𝑡)𝐸𝑙(𝒓, 𝑡) + 𝐵𝑘(𝒓, 𝑡)𝐵𝑙(𝒓, 𝑡) −

1
2 (𝑬

2(𝒓, 𝑡) + 𝑩2(𝒓, 𝑡))𝛿𝑘𝑙] (A.6-36)

die Impulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes im Vakuum.9

A.7. Alternative Definitionen der sphärischen
elektrostatischen Multipolmomente

Vorbemerkung: Ich benütze in dieser Aufgabensammlung für die elektrostatischen sphärischen Mul-
tipolmomente die Definition (A.6-25), das ist die Definition von Landau-Lifschitz. Wer wissen möchte
warum, kann dies im Anhang A.8 erfahren. Einige alternative Definitionen und Bezeichnungen:

Landau-Lifschitz

𝜑(𝒓) = ∑
𝑙𝑚
√

4𝜋
2𝑙 + 1 𝑄

(𝑙)∗
𝑚

𝑌𝑙𝑚(𝛺)
𝑟𝑙+1

, 𝑄(𝑙)
𝑚 = √

4𝜋
2𝑙 + 1 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟𝑙𝑌𝑙𝑚(𝛺) 𝜌(𝒓) ; (A.7-1)

Batygin-Toptygin, Mitter

𝜑(𝒓) = ∑
𝑙𝑚
√

4𝜋
2𝑙 + 1 𝑄𝑙𝑚

𝑌𝑙𝑚(𝛺)
𝑟𝑙+1

, 𝑄𝑙𝑚 = √
4𝜋

2𝑙 + 1 ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟𝑙𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺) 𝜌(𝒓) ; (A.7-2)

Jackson

𝜑(𝒓) = ∑
𝑙𝑚

4𝜋
2𝑙 + 1 𝑞𝑙𝑚

𝑌𝑙𝑚(𝛺)
𝑟𝑙+1

, 𝑞𝑙𝑚 = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟𝑙𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺) 𝜌(𝒓) ; (A.7-3)

Greiner

𝜑(𝒓) = ∑
𝑙𝑚

4𝜋
2𝑙 + 1 𝑞

∗
𝑙𝑚
𝑌𝑙𝑚(𝛺)
𝑟𝑙+1

, 𝑞𝑙𝑚 = ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟𝑙𝑌𝑙𝑚(𝛺) 𝜌(𝒓) . (A.7-4)

9Siehe dazu [1], Abschnitt 11.4.

546



A.8. Kartesische und sphärische Multipolmomente: Zusammenhang

A.8. Zusammenhang zwischen den kartesischen und den
sphärischen elektrostatischen Multipolmomenten für
𝒍 = 𝟎, 𝟏, 𝟐

Den folgenden Beziehungen zugrunde gelegte Definitionen (siehe Anhang A.6.3)

𝑞 ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟𝜌(𝒓) , 𝑝𝑗 ≔∫
ℝ3

𝑑3𝑟𝑥𝑗 𝜌(𝒓) , 𝑄𝑗𝑘 ≔∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝑥𝑗𝑥𝑘 −
𝑟2

3
𝛿𝑗𝑘)𝜌(𝒓) ;

𝑄𝑗𝑘 = 𝑄𝑘𝑗 ,
3
∑
𝑗=1

𝑄𝑗𝑗 = 0;

𝑄(𝑙)
𝑚 ≔√

4𝜋
2𝑙 + 1 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑟𝑙𝑌𝑙𝑚(𝛺) 𝜌(𝒓) ; 𝑄(𝑙)∗
𝑚 = (−1)𝑚𝑄(𝑙)

−𝑚 .

(A.8-1)

(A.8-2)

Zusammenhang zwischen den kartesischen und den sphärischen Multipolmomenten

𝑄(0)
0 = 𝑞; 𝑄(2)

2 = 1
2√

3
2
(𝑄𝑥𝑥− 𝑄𝑦𝑦+ 2𝑖𝑄𝑥𝑦) ,

𝑄(1)
1 = − 1

√2
(𝑝𝑥+ 𝑖𝑝𝑦) , 𝑄(2)

1 = −√
3
2
(𝑄𝑥𝑧+ 𝑖𝑄𝑦𝑧) ,

𝑄(1)
0 = 𝑝𝑧 ; 𝑄(2)

0 = 3
2
𝑄𝑧𝑧 .

(A.8-3a)

(A.8-3b)

(A.8-3c)

Diese Beziehungen zeigen den Vorteil der Definitionen (A.7-1) bzw. (A.7-2) von Anhang A.7, bei
denen der Faktor 4𝜋/(2𝑙 + 1) symmetrisch aufgespaltet wird. Mit den Definitionen (A.7-3) oder
(A.7-4) hätte man

𝑞00 =
1

√4𝜋
𝑞, 𝑞10 =√

3
4𝜋
𝑝𝑧 , 𝑞20 =

3
2√

5
4𝜋

𝑄𝑧𝑧 , …

Umkehrung der Formeln (A.8-3a) bis (A.8-3c):

𝑞 = 𝑄(0)
0 ; 𝑝𝑥 = − 1

√2
(𝑄(1)

1 − 𝑄(1)
−1 ) , 𝑝𝑦 =

𝑖
√2

(𝑄(1)
1 + 𝑄(1)

−1 ) , 𝑝𝑧 = 𝑄(1)
0 ;

𝑄𝑥𝑥 =
1
√6

(𝑄(2)
2 + 𝑄(2)

−2 −√
2
3
𝑄(2)
0 ) , 𝑄𝑥𝑦 = − 𝑖

√6
(𝑄(2)

2 − 𝑄(2)
−2 ) ,

𝑄𝑦𝑦 = − 1
√6

(𝑄(2)
2 + 𝑄(2)

−2 +√
2
3
𝑄(2)
0 ) , 𝑄𝑥𝑧 = − 1

√6
(𝑄(2)

1 − 𝑄(2)
−1 ) ,

𝑄𝑧𝑧 =
2
3
𝑄(2)
0 , 𝑄𝑦𝑧 =

𝑖
√6

(𝑄(2)
1 + 𝑄(2)

−1 ) .

(A.8-4a)

(A.8-4b)

(A.8-4c)

(A.8-4d)
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Anhang A. Formelsammlung

A.9. Magnetostatik im Vakuum: allgemeine Formeln

Dasmagnetostatische Feld ist ein quellenfreies Wirbelfeld, weshalb die Feldstärke aus einem Vektorpo-
tential berechnet werden kann. Wichtig für die Anwendungen ist auch, dass es sich um eine lineare
Theorie handelt, weshalb das Superpositionsprinzip gilt.

A.9.1. Grundgleichungen

Feldgleichungen
div𝑩(𝒓) = 0,

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 𝒋(𝒓) ;

(A.9-1)

(A.9-2)

gleichwertig dazu:
integrale Form der Feldgleichungen

∮
ℱ(𝒱)

𝒅𝒇 •𝑩(𝒓) = 0, ∀𝒱 ⊂ ℝ3,

∮
𝒞(ℱ)

𝒅𝒓 •𝑩(𝒓) = 4𝜋
𝑐 ∫

ℱ

𝒅𝒇 •𝒋(𝒓) ≕ 4𝜋
𝑐 𝐼(ℱ) , ∀ℱ;

(A.9-3)

(A.9-4)

gleichwertig dazu:
Vektorpotential und Vektorpoissongleichung

𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) ,

div𝑨(𝒓) = 0 Coulombeichung ,

𝚫𝑨(𝒓) = −4𝜋𝑐 𝒋(𝒓) Vektorpoissongleichung .

(A.9-5)

(A.9-6)

(A.9-7)

Vektorlaplaceoperator und Vektorpoissongleichung sind im Anhang A.5.2 diskutiert.

Mit dem greenschen Tensor des Vektorlaplaceoperators für natürliche Randbedingungen (A.5-38)
erhält man als
Lösung für natürliche Randbedingungen (räumlich lokalisierte Stromverteilung, keine Randbedin-
gungen im Endlichen)

𝑨(𝒓) = 1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝒋(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| Biot-Savart-Potential ,

𝑩(𝒓) = 1
𝑐 ∫
ℝ3

𝑑3𝑟′ 𝒋(𝒓
′) ⨯ (𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

Biot-Savart-Feld .

(A.9-8)

(A.9-9)

(A.9-8) erfüllt (A.9-6), falls div 𝒋 = 0 gilt.
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A.9. Magnetostatik im Vakuum: allgemeine Formeln

Bemerkung: Das Vektorpotential 𝑨(𝒓) ist durch (A.9-6), (A.9-7) bei vorgegebener Stromverteilung
nur bis auf eine Eichtransformation 𝑨(𝒓) → 𝑨(𝒓) − 𝐠𝐫𝐚𝐝𝜓(𝒓)mit Δ𝜓(𝒓) = 0 bestimmt (𝜓(𝒓) Eich-
funktion). Im Fall von natürlichen Randbedingungen kannman zu dem Partikulärintegral (A.9-8)
nur mehr ein im Endlichen und im Unendlichen stetiges−𝐠𝐫𝐚𝐝𝜓(𝒓), d. h. einen konstanten Vektor
𝑨0 (entsprechend 𝜓(𝒓) = −𝑨0 • 𝒓) hinzufügen. Diesen physikalisch bedeutungslosen konstanten
Vektor kannman willkürlich 𝟎 setzen, womit 𝑨(𝒓) −−−⟶

𝑟→+∞
𝟎 gilt.

Abb. A.9-1: Definition der Flächenstromdichte: 𝑲(𝒓) Vektor in der
Tangentialebene des Flächenpunktes 𝒓, 𝑲(𝒓)•𝒏𝑑𝑙 Ladungsmenge,
welche in der Zeiteinheit das Linienelement 𝑑𝑙 netto durchsetzt

Im Falle von Flächenströmen 𝑲 (siehe die Abbildung) und Linienströmen 𝐼 kannman entweder 𝒋(𝒓′)
mithilfe von Distributionen anschreiben (siehe dazu das Beispiel 2.5 von Anhang A.11) und in die
Formeln (A.9-8), (A.9-9) einsetzen oder man kann die folgenden Formeln verwenden:

𝑨(𝒓) = 1
𝑐∫
ℱ

𝑑𝑓′ 𝑲(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′| , 𝑩(𝒓) = 1

𝑐∫
ℱ

𝑑𝑓′ 𝑲(𝒓
′) ⨯ (𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

; (A.9-10)

𝑨(𝒓) = 𝐼
𝑐∫
ℒ

𝒅𝒓′
|𝒓 − 𝒓′| , 𝑩(𝒓) = 𝐼

𝑐∫
ℒ

𝒅𝒓′⨯ (𝒓 − 𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′|3

. (A.9-11)

Magnetostatische Feldenergie

𝑊m = 1
8𝜋 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝑩2(𝒓) . (A.9-12)

Im Fall von natürlichen Randbedingungen gilt alternativ

𝑊m = 1
2𝑐 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 𝒋(𝒓) •𝑨(𝒓) . (A.9-13)
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Anhang A. Formelsammlung

A.9.2. Multipolentwicklung des magnetostatischen Vektorpotentials

Entwicklung des Vektorpotentials einer räumlich um den Ursprung im engeren Sinn lokalisierten
statischen Stromverteilung

𝒋(𝒓′) = 𝟎 für 𝑟′> 𝑅0 (A.9-14)

für Aufpunkte mit 𝑟 > 𝑅0.
Kartesische Multipolentwicklung
Mit den kartesischen Multipolmomenten (∘ dyadisches Produkt von Vektoren)

𝒎≔ 1
2𝑐 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 [𝒓 ⨯ 𝒋(𝒓)] magnetisches Dipolmoment,

𝕄 ≔ 2
3𝑐 ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 ([𝒓 ⨯ 𝒋(𝒓)] ∘ 𝒓) magnetisches Quadrupolmoment

(A.9-15)

(A.9-16)

lautet die kartesische Multipolentwicklung des Vektorpotentials

𝑨(𝒓) = 𝑨(1)(𝒓) + 𝑨(2)(𝒓) +… mit

𝑨(1)(𝒓) = 𝒎 ⨯ 𝒓
𝑟3 , 𝐴(2)𝑖 (𝒓) = ∑

𝑗𝑙𝑘
𝜖𝑖𝑗𝑙𝑀𝑗𝑘

3𝑥𝑘𝑥𝑙 − 𝑟2𝛿𝑘𝑙
2𝑟5 .

(A.9-17a)

(A.9-17b)

Der Leser vergleiche die Formeln diese Abschnittes mit denen von Abschnitt A.6.3.

A.9.3. Räumlich lokalisierte statische Stromverteilung in einem
quasihomogenen äußeren magnetostatischen Feld

Ist die Stromverteilung räumlich lokalisiert im engeren Sinne, d.h. gilt Gl. (A.9-14), und befindet
sie sich in einem vorgegebenen äußeren magnetostatischen Feld10 𝑩(𝒓), welches sich über den
Raumbereich 𝑟′< 𝑅0 räumlich nur wenig ändert, so sagt man, die Stromverteilung befinde sich in
einem quasihomogenen äußeren Feld. Dann sind Taylorentwicklungen an der Stelle 𝒓 = 𝟎möglich,
und man erhält folgende Formeln:

Wechselwirkungsenergie der Stromverteilung mit dem äußeren Feld

𝑊 (m)
WW = 𝒎⋅𝑩(𝟎) + … (A.9-18)

Kraft auf die Stromverteilung im äußeren Feld

𝑭m = (𝒎 •𝛁)𝑩|𝟎 +
1
2 ∑

𝑗𝑘
𝑀𝑗𝑘

𝜕2𝑩
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘 𝟎

+ … (A.9-19)

Drehmoment auf die Stromverteilung im äußeren Feld (𝕄 ist nicht symmetrisch)

𝑵m = 𝒎 ⨯ 𝑩(𝟎) + 1
2 [(𝕄

•𝛁) + (𝛁•𝕄)] ⨯ 𝑩) 𝟎+ … (A.9-20)

10Zur besseren Lesbarkeit der folgenden Formeln bezeichne ich das äußere Feld nicht als 𝑩(ex).
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A.9. Magnetostatik im Vakuum: allgemeine Formeln

Das Symbol • steht dabei für das Überschieben eines Tensors mit einem Vektor, wobei die Reihen-
folge die Art des Überschiebens festlegt. In Indexschreibweise angeschrieben:

𝑁m,𝑖 =∑
𝑗𝑘
𝜖𝑖𝑗𝑘𝑚𝑗𝐵𝑘(𝟎) +

1
2∑
𝑗𝑘𝑙

𝜖𝑖𝑗𝑘[(𝑀𝑗𝑙
𝜕𝐵𝑘
𝜕𝑥𝑙 𝟎

+𝑀𝑙𝑗
𝜕𝐵𝑘
𝜕𝑥𝑙 𝟎

)] + … (A.9-21)

Der Leser vergleiche die Formeln diese Abschnittes mit denen von Abschnitt A.6.4.

A.9.4. Wechselwirkungsenergie und Kräfte zwischen zwei räumlich
lokalisierten nicht überlappenden statischen Stromverteilungen

Wir betrachten zwei räumlich lokalisierte nicht überlappende voneinander unabhängige Volumsstrom-
verteilungen11 𝒋1(𝒓), 𝒋2(𝒓). Sind 𝒱1,𝒱2 die Raumbereiche, in denen die beiden Stromverteilungen
lokalisiert sind, gilt für die magnetostatische Wechselwirkungsenergie

𝑊 (m)
12 = 1

𝑐 ∫
𝒱1

𝑑3𝑟 𝒋1(𝒓) •𝑨2(𝒓) =
1
𝑐 ∫
𝒱2

𝑑3𝑟 𝒋2(𝒓) •𝑨1(𝒓) =
1
𝑐2∫

𝒱1

𝑑3𝑟1∫
𝒱2

𝑑3𝑟2
𝒋1(𝒓1) • 𝒋2(𝒓2)
|𝒓1− 𝒓2|

. (A.9-22)

Im Fall von zwei voneinander unabhängigen Linienströmen ℒ1,ℒ2 gibt dies

𝑊 (m)
12 = 𝐿12 𝐼1𝐼2 mit 𝐿12 = 𝐿21 =

1
𝑐2 ∮

ℒ1

∮
ℒ2

𝒅𝒓1 • 𝒅𝒓2
|𝒓1− 𝒓2|

. (A.9-23)

Da es in der Statik keine Selbstkräfte gibt (keine Abstrahlung) und die endliche Laufzeit physika-
lischer Wirkungen keine Rolle spielt, gilt für die Kräfte zwischen den beiden Stromverteilungen
𝑭1 = 𝑭2→1, 𝑭2 = 𝑭1→2 und 𝑭2→1 = −𝑭1→2 („actio“=„reactio“). Sind𝒱1,𝒱2 die Raumbereiche, in denen
die beiden Stromverteilungen lokalisiert sind, gilt für die Kräfte

𝑭1 =
1
𝑐 ∫
𝒱1

𝑑3𝑟 [𝒋1(𝒓) ⨯ 𝑩2(𝒓)] , 𝑭2 =
1
𝑐 ∫
𝒱2

𝑑3𝑟 [𝒋2(𝒓) ⨯ 𝑩1(𝒓)] = −𝑭1 . (A.9-24)

Hatman esmit räumlich lokalisierten nicht überlappenden Flächen- oder Linienstromverteilungen
zu tun, so kannman diese entweder als Distributionen anschreiben (siehe den Anhang A.11) und
in (A.9-24) einsetzen oder man kann von vornherein Flächen- bzw. Linienintegrale anschreiben,
etwa

𝑭1 =
1
𝑐 ∫
ℱ1

𝑑𝑓[𝑲1(𝒓) ⨯ 𝑩2(𝒓)] , 𝑭1 =
𝐼1
𝑐 ∫
ℒ1

[𝒅𝒓 ⨯ 𝑩2(𝒓)] . (A.9-25)

Der Leser vergleiche die Formeln diese Abschnittes mit denen von Abschnitt A.6.5.

11Ein Beispiel für nicht voneinander unabhängige Stromverteilungen: Eine vorgegebene Stromverteilung und
die von dieser in einemmagnetisch polarisierbaren Medium erzeugteMagnetisierungsstromverteilung.
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Anhang A. Formelsammlung

A.9.5. Kraft auf einen Volumsbereich 𝓥 mit vorgegebener Stromverteilung.
Maxwellscher Spannungstensor

Die Kraft auf einen Volumsbereich 𝒱 mit einer vorgegebenen Stromverteilung kann in der Magne-
tostatik mithilfe desmaxwellschen Spannungstensors

𝑇𝑘𝑙 ≔
1
4𝜋 (𝐵𝑘𝐵𝑙 −

1
2 𝑩

2𝛿𝑘𝑙) (A.9-26)

gemäß

𝐹𝑘 = ∮
ℱ

𝑑𝑓
3
∑
𝑙=1

𝑇𝑘𝑙𝑛𝑙 (A.9-27)

als Oberflächenintegral über eine beliebige geschlossene Flächeℱ berechnet werden, welche den
Volumsbereich 𝒱 im Inneren enthält, aber keine anderen Stromverteilungen einschließt. Dabei ist
𝒏 der nach außen gerichtete Flächennormalenvektor vonℱ und𝑩 ist dasmagnetostatische Gesamtfeld
aller vorhandenen Ströme (inklusive der im Volumsbereich 𝒱 eingeschlossenen Ströme).
Die Bezeichnung Spannungstensor rührt von der historischen Vorstellung eines materiellen

Äthers her, der Spannungen übertragen kann. Der Maxwelltensor ist ein symmetrisches Tensorfeld
zweiter Stufe. In der Elektrodynamik beschreibt das Tensorfeld

𝑇𝑘𝑙(𝒓, 𝑡) ≔
1
4𝜋 [𝐸𝑘(𝒓, 𝑡)𝐸𝑙(𝒓, 𝑡) + 𝐵𝑘(𝒓, 𝑡)𝐵𝑙(𝒓, 𝑡) −

1
2 (𝑬

2(𝒓, 𝑡) + 𝑩2(𝒓, 𝑡))𝛿𝑘𝑙]

die Impulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes im Vakuum.12

A.9.6. Magnetostatische Energie für ein System von räumlich lokalisierten
voneinander unabhängigen Linienströmen

Wir betrachten ein System von räumlich lokalisierten linienförmigen Stromkreisenℒ𝑘, 𝑘 = 1,… , 𝑛,
in denen zeitlich konstante Ströme 𝐼𝑘 fließen. Für die gesamte magnetostatische Energie des Systems
gilt dann

𝑊m = 1
2

𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑
𝑙=1

𝐿𝑘𝑙 𝐼𝑘𝐼𝑙 mit 𝐿𝑘𝑙 = 𝐿𝑙𝑘 =
1
𝑐2 ∮

ℒ𝑘

∮
ℒ𝑙

𝒅𝒓𝒌 • 𝒅𝒓𝒍
|𝒓𝑘− 𝒓𝑙 |

. (A.9-28)

Die Koeffizienten 𝐿𝑘𝑙 heißen Induktionskoeffizienten13, und zwar Gegeninduktionskoeffizienten für 𝑘 ≠ 𝑙
und Selbstinduktionskoeffizienten für 𝑘 = 𝑙. Die Summanden mit 𝑘 ≠ 𝑙 sind Wechselwirkungsener-
gien, die Summanden mit 𝑘 = 𝑙 sind Selbstenergien. Aufgeteilt in Wechselwirkungsenergien und
Selbstenergien:

𝑊m = ∑
𝑘𝑙
𝑘<𝑙

𝐿𝑘𝑙 𝐼𝑘𝐼𝑙 +
1
2 ∑

𝑘
𝐿𝑘𝑘 𝐼 2𝑘 . (A.9-29)

12Siehe dazu [1], Abschnitt 11.4.
13Mitunter, beispielsweise in [4], werden die Koeffizienten ohne den Faktor 1/𝑐2 definiert.
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A.10. Elektrostatik und Magnetostatik: Außenraumprobleme

Die Gegeninduktionskoeffizienten sind rein geometrische Größen. Sie hängen nur von der geometri-
schen Form, der gegenseitigen Lage und der Orientierung der Stromkreise ab.
Das zweifache Wegintegral in 𝐿𝑘𝑘 ist zwar singulär, womit die Selbstenergien unendlich sind,

das kann aber „repariert“ werden, indemman die Idealisierung unendlich dünner Leiter aufgibt,
d. h. die Rechnung für endliche Leiterquerschnitte durchführt.
Im Spezialfall eines Systemsmit einem einzigen räumlich lokalisierten Stromkreis hat man

𝑊m = 1
2 𝐿𝐼

2 (A.9-30)

mit dem Selbstinduktionskoeffizienten 𝐿 des Stromkreises.

A.10. Elektrostatik und Magnetostatik: Außenraumprobleme

A.10.1. Elektrostatik: Außenraumproblem für einen Leiter

Im Außenraum eines endlich großen Leiters befinde sich eine vorgegebene im engeren Sinne räum-
lich lokalisierte statische Raumladungsverteilung 𝜌. Auf der Oberflächeℱ des Leiters (Vektor 𝒏ℱ(𝒓)
Normalenvektor im Flächenpunkt 𝒓; Konvention: positive Orientierung nach „außen“) wird dann
eine Flächenladungsverteilung 𝜎 influenziert, welche zusammenmit der Raumladungsverteilung 𝜌
das Innere des Leiters feldfrei „macht“.14

Berechnung von Potential und Feldstärke im Außenraum sowie Berechnung der
Influenzladungsverteilung

Zu berechnen sind das elektrostatische Potential 𝜑 und das zugehörige elektrostatische Feld 𝑬 im
Außenraum des Leiters sowie die (vorerst unbekannte) Influenzladungsverteilung 𝜎 für folgende
Fälle:

Fall 1: Der Leiter befinde sich auf dem Potential 𝝋0
(physikalische Realisierung: leitende Verbindung mit einer Spannungsquelle im Unendlichen)
Fall 2: Der Leiter trage die Gesamtladung 𝑸
(physikalische Realisierung: definierte Ladungsmenge von außen auf den Leiter aufgebracht)

Feldgleichung Δ𝜑(𝒓) = −4𝜋𝜌(𝒓) im Außenraum des Leiters;

Randbedingung aufℱ 𝜑(𝒓)||ℱ = 𝜑0 ;

asymptotische Bedingung 𝜑(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

0.

(A.10-1)

(A.10-2)

(A.10-3)

Bemerkungen:
(1) 𝜑0 besitzt physikalische Bedeutung.
(2) Das gesuchte Gesamtfeld 𝜑(𝒓) = 𝜑(𝒓; 𝜑0) bzw. 𝑬(𝒓) = 𝑬(𝒓; 𝜑0) ist physikalisch von 𝜌 (bekannt)
und 𝜎 (vorerst unbekannt) verursacht.
14Der Leser mache eine Skizze.
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Lösungsschritte im Fall 1
(a) 𝜑0 ist in (A.10-2) vorgegeben (Sonderfall geerdeter Leiter: 𝜑0 = 0); die Gleichungen (A.10-1)

bis (A.10-3) legen 𝜑(𝒓) = 𝜑(𝒓; 𝜑0) (ohne explizite Kenntnis von 𝜎) eindeutig fest (dirichletsche
Randwertaufgabe).

(b) 𝜎 kann dann „nachträglich“ aus

Div𝑬(𝒓) = 𝒏ℱ(𝒓) •𝑬(𝒓)||ℱ = 4𝜋𝜎(𝒓) , 𝒓 ∈ ℱ (A.10-4)
berechnet werden.

Lösungsschritte im Fall 2
(a) 𝜑0 ist in (A.10-2) nicht bekannt (Parameter); die Gleichungen (A.10-1) bis (A.10-3) legen 𝜑(𝒓) =

𝜑(𝒓; 𝜑0) als Funktion dieses Parameters fest.
(b) Aus (A.10-4) kann dann 𝜎 als Funktion des Parameters 𝜑0 bestimmt werden: 𝜎(𝒓; 𝜑0), 𝒓 ∈ ℱ.
(c) Bestimmungsgleichung für 𝜑0 (Sonderfall 𝑄 = 0):

∮
ℱ

𝑑𝑓𝜎(𝒓; 𝜑0) = 𝑄 ⇒ 𝜑0 = 𝜑0(𝑄). (A.10-5)

(d) Endgültige Bestimmung von Potential und Feldstärke im Außenraum sowie der Influenzla-
dungsverteilung durch Einsetzen von 𝜑0 = 𝜑0(𝑄) in 𝜑(𝒓; 𝜑0), 𝑬(𝒓; 𝜑0) und 𝜎(𝒓; 𝜑0), 𝒓 ∈ ℱ.

Der mathematisch schwierigste Lösungsschritt ist dabei jeweils die Lösung der dirichletschen
Randwertaufgabe. Im Fall eines kugelförmigen Leiters gelingt dies mithilfe der Bildladungsmethode;
siehe die Aufgaben 2.1, 2.2.

Kraft auf ein Oberflächenelement eines elektrisch leitenden Körpers mit bekannter
Influenzladungsverteilung

Die Kraft auf ein Oberflächenelement 𝑑𝑓 eines
elektrisch leitenden Körpers mit bekannter In-
fluenzladungsverteilung 𝜎 (in der Abbildung
für eine Leiterkugel dargestellt) ist unabhängig
vom Vorzeichen von 𝜎 nach außen gerichtet, und
es gilt die Formela

𝒅𝑭 = 2𝜋𝜎2𝒅𝒇. (A.10-6)

aEine ausführliche Ableitung und Erklärung fin-
det man im Abschnitt 2.7 von Berkeley Physik
Kurs, Bd.2, Purcell, E.M.: Elektrizität und Ma-
gnetismus, Springer, Berlin (2011), und im Ab-
schnitt 2.5.3 von Griffiths, D. J.: Introduction to
Electrodynamics, Pearson, Boston (2013).

A.10.2. Magnetostatik: Außenraumproblem für einen idealen Leiter

ImAußenraum eines endlich großen idealen Leiters befinde sich eine vorgegebene im engeren Sinne
räumlich lokalisierte statische Stromverteilung 𝒋. Auf der Oberflächeℱ des idealen Leiters (Vektor
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𝒏ℱ(𝒓) Normalenvektor im Flächenpunkt 𝒓; Konvention: positive Orientierung nach „außen“) wird
dann eine Flächenstromverteilung𝑲 induziert, welche zusammenmit der vorgegebenen Stromver-
teilung 𝒋 das Innere des idealen Leiters feldfrei „macht“.15 Zu berechnen sind dasmagnetostatische
Feld 𝑩 im Außenraum des idealen Leiters sowie der (zunächst unbekannte) Flächenstrom𝑲.

Feldgleichungen div𝑩(𝒓) = 0, im Außenraum
des idealen Leiters𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋

𝑐 𝒋(𝒓) ;

Randbedingung aufℱ 𝒏ℱ(𝒓) •𝑩(𝒓)||ℱ = 0;

asymptotische Bedingung 𝑩(𝒓) −−−⟶
𝑟→+∞

𝟎.

(A.10-7)

(A.10-8)

(A.10-9)

Beachte: Das gesuchte Gesamtfeld 𝑩(𝒓) im Außenraum des idealen Leiters ist physikalisch von 𝒋
(bekannt) und 𝑲 (zunächst unbekannt) verursacht.

Lösungsschritte
(a) (A.10-7) bis (A.10-9) legen 𝑩(𝒓) im Außenraum des idealen Leiters eindeutig fest;
(b) 𝑲 kann dann aus

𝐑𝐨𝐭𝑩 = 𝒏ℱ(𝒓) ⨯ 𝑩(𝒓) =
4𝜋
𝑐 𝑲(𝒓) , 𝒓 ∈ ℱ (A.10-10)

berechnet werden.

Kraft auf ein Oberflächenelement eines ideal leitenden Körpers mit bekannter
„Influenz“-Flächenstromverteilung

Die Kraft auf ein Oberflächenelement 𝑑𝑓 eines
ideal leitenden Körpers mit bekannter „Influ-
enz“-Flächenstromverteilung𝑲 (in der Abbil-
dung für eine ideal leitende Kugel dargestellt)
ist stets nach innen gerichtet, und es gilt die For-
mela

𝒅𝑭 = 1
2𝑐 (𝑲 ⨯ 𝑩)𝑑𝑓. (A.10-11)

aSiehe Abschnitt 5.1.3 von Griffiths, D. J.: Intro-
duction to Electrodynamics, Pearson, Boston
(2013).

15Der Leser mache eine Skizze.
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A.11. Punkt-, Linien- und Flächenquelldichten der
Elektrostatik und Magnetostatik als Distributionen

1.1 Punktladung: Ladung 𝑞, Ort 𝒓0

𝜌(𝒓) = 𝑞δ(𝒓 − 𝒓0) ;

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑞δ(𝑥 − 𝑥0) δ(𝑦 − 𝑦0) δ(𝑧 − 𝑧0) ;

𝜌(𝑅, 𝜙, 𝑧) = 𝑞 δ(𝑅 − 𝑅0)
𝑅 δ(𝜙 − 𝜙0) δ(𝑧 − 𝑧0) ;

𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 𝑞 δ(𝑟 − 𝑟0)
𝑟2

δ(𝜗 − 𝜗0)
sin𝜗 δ(𝜙 − 𝜙0) = 𝑞 δ(𝑟 − 𝑟0)

𝑟2 δ(cos𝜗 − cos𝜗0) δ(𝜙 − 𝜙0) .

1.2 Elektrischer Punktdipol: Moment 𝒑, Ort 𝒓0

𝜌(𝒓) = −div[𝒑 δ(𝒓 − 𝒓0)] = −𝒑 •𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓0) .

1.3 Geladene Gerade (dünner geladener Stab) parallel zur 𝑧-Achse mit Ladung 𝜏(𝑧) pro Längenein-
heit

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜏(𝑧) δ(𝑥 − 𝑥0) δ(𝑦 − 𝑦0) ;

𝜌(𝑅, 𝜙, 𝑧) = 𝜏(𝑧) δ(𝑅 − 𝑅0)
𝑅 δ(𝜙 − 𝜙0) .

1.4 Geladene Kreislinie (dünner Kreisring) in der 𝑥𝑦-Ebene mit Kreismittelpunkt im Ursprung,
Radius 𝑎 und Ladung 𝜏(𝜙) pro Längeneinheit

𝜌(𝑅, 𝜙, 𝑧) = 𝜏(𝜙)δ(𝑅 − 𝑎)δ(𝑧) ;

𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 𝜏(𝜙) δ(𝑟 − 𝑎)
𝑟 δ(cos𝜗) .

1.5 Geladene Ebene (dünne ebene geladene Platte) 𝑧 = 𝑎mit Ladung 𝜎(𝑥, 𝑦) pro Flächeneinheit

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜎(𝑥, 𝑦) δ(𝑧 − 𝑎).

1.6 Geladene Zylinderfläche (dünne Zylinderschale) mit 𝑧-Achse als Zylinderachse, Radius 𝑎 und
Ladung 𝜎(𝜙, 𝑧) pro Flächeneinheit

𝜌(𝑅, 𝜙, 𝑧) = 𝜎(𝜙, 𝑧) δ(𝑅 − 𝑎).

1.7 Geladene Kugelfläche (dünne Kugelschale) mit Mittelpunkt im Ursprung, Radius 𝑎 und Ladung
𝜎(𝜗, 𝜙) pro Flächeneinheit

𝜌(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 𝜎(𝜗, 𝜙) δ(𝑟 − 𝑎).

2.1 Magnetischer Punktdipol: Moment𝒎, Ort 𝒓0

𝒋(𝒓) = 𝑐 𝐫𝐨𝐭[𝒎δ(𝒓 − 𝒓0)] = −𝑐𝒎 ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓0) .
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2.2 Stromführende Gerade (dünner gerader stromführender Leiter) parallel zur 𝑧-Achsemit Strom-
stärke 𝐼(𝑧)

𝒋(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐼(𝑧) δ(𝑥 − 𝑥0) δ(𝑦 − 𝑦0) 𝒆𝑧 ;

𝒋(𝑅, 𝜙, 𝑧) = 𝐼(𝑧) δ(𝑅 − 𝑅0)
𝑅 δ(𝜙 − 𝜙0) 𝒆𝑧 .

2.3 Stromführende Ebene (dünne ebene stromführende Platte) 𝑧 = 𝑎mit Flächenstromdichte
𝑲(𝑥, 𝑦) 𝒋(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑲(𝑥, 𝑦) δ(𝑧 − 𝑎) mit 𝑲(𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑥(𝑥, 𝑦) 𝒆𝑥 + 𝐾𝑦(𝑥, 𝑦) 𝒆𝑦 .

2.4 Stromführende Zylinderfläche (dünne stromführende Zylinderschale) mit 𝑧-Achse als Zylin-
derachse, Radius 𝑎 und Flächenstromdichte𝑲(𝜙, 𝑧)

𝒋(𝑅, 𝜙, 𝑧) = 𝑲(𝜙, 𝑧) δ(𝑅 − 𝑎) mit 𝑲(𝜙, 𝑧) = 𝐾𝜙(𝜙, 𝑧) 𝒆𝜙 + 𝐾𝑧(𝜙, 𝑧) 𝒆𝑧 .

2.5 Stromführende Kugelfläche (dünne stromführende Kugelschale) mit Mittelpunkt im Ursprung,
Radius 𝑎 und Flächenstromdichte𝑲(𝜗, 𝜙)

𝒋(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 𝑲(𝜗, 𝜙) δ(𝑟 − 𝑎) mit 𝑲(𝜗, 𝜙) = 𝐾𝜗(𝜗, 𝜙) 𝒆𝜗 + 𝐾𝜙(𝜗, 𝜙) 𝒆𝜙 .
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A.12. Elektrostatik homogener Dielektrika

𝜌 Volumsdichte freier („expliziter“) Ladungen, 𝜌PPolarisations-Volumsladungsdichte,
𝑬 elektrische Feldstärke, 𝜑 Potential, 𝜀 Dielektrizitätskonstante, 𝑫 (elektrisches) Ver-
schiebungsfeld (dielektrische Verschiebung, Hilfsfeld𝑫), 𝑷 Polarisationsfeld (elektri-
sche Polarisation)

Feldgleichungen und Materialgleichung

div𝑫(𝒓) = 4𝜋𝜌(𝒓) , 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎; 𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓) ⇒

div𝑬(𝒓) = 4𝜋 𝜌(𝒓)𝜀 , 𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = 𝟎.

(A.12-1a)

(A.12-1b)

Dazu kommt eine asymptotische Bedingung, gibt es Grenzflächen kommen noch die Anschluss-
bedingungen Div𝑫 = 4𝜋𝜎, 𝐑𝐨𝐭𝑬 = 𝟎 hinzu (𝜎 allfällige auf die Grenzfläche aufgebrachte freie
[„explizite“] Flächenladungsverteilung).

Gleichwertig dazu:
Potential, Poissongleichung und Materialgleichung

𝑬(𝒓) = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑(𝒓) , Δ𝜑(𝒓) = −4𝜋 𝜌(𝒓)𝜀 ;

𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓) .

(A.12-2a)

(A.12-2b)

Wichtige Beziehungen:

𝑫 = 𝑬 + 4𝜋𝑷, 𝑷 = 𝜀 − 1
4𝜋 𝑬; div𝑬(𝒓) = 4𝜋(𝜌 + 𝜌P) ; (A.12-3)

𝜌P = −div𝑷 = −𝜀 − 1
4𝜋 div𝑬 = −𝜀 − 1

𝜀
1
4𝜋 div𝑫 = −𝜀 − 1

𝜀 𝜌. (A.12-4)

Gleichwertig zu den Grundgleichungen (A.12-1a):
integrale Form der Feldgleichungen plus Materialgleichung

∮
ℱ(𝒱)

𝒅𝒇•𝑫(𝒓) = 4𝜋∫
𝒱

𝑑3𝑟 𝜌(𝒓) ≕ 4𝜋𝑞(𝒱) , ∀𝒱 ⊂ ℝ3,

∮
𝒞

𝒅𝒓 •𝑬(𝒓) = 0, ∀𝒞 ; 𝑫(𝒓) = 𝜀𝑬(𝒓) .

(A.12-5)

(A.12-6)
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A.13. Magnetostatik homogener Diamagnetika und
Paramagnetika

𝒋 Volumsdichte freier („expliziter“) Ströme, 𝒋MMagnetisierungs-Volumsstromdichte,
𝑩 magnetische Feldstärke, 𝑨 Vektorpotential, 𝜇 Permeabilität, 𝑯 (magnetisches)
Verschiebungsfeld (magnetische Verschiebung, Hilfsfeld𝑯), 𝑷Magnetisierung

Die Bezeichnungen sind in der Literatur nicht einheitlich. In alten, zum Teil auch in neuen Lehr-
büchern, wird 𝑩 nicht magnetische Feldstärke, sondern magnetische Induktion und stattdessen
𝑯 magnetische Feldstärke genannt. Aus den im Vorwort genannten Gründen sollte man diese
Terminologie „aussterben“ lassen.
Feldgleichungen und Materialgleichung

div𝑩(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑯(𝒓) = 4𝜋
𝑐 𝒋(𝒓) ; 𝑯(𝒓) = 1

𝜇 𝑩(𝒓) ⇒

div𝑩(𝒓) = 0, 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋𝜇
𝑐 𝒋(𝒓) .

(A.13-1a)

(A.13-1b)

Dazu kommt eine asymptotische Bedingung, gibt es Grenzflächen kommen noch die Anschluss-
bedingungen Div𝑩 = 0, 𝐑𝐨𝐭𝑯 = (4𝜋/𝑐)𝑲 hinzu (𝑲 allfällige auf Grenzflächen fließende freie
[„explizite“] Flächenströme).

Gleichwertig dazu:
Vektorpotential, Vektorpoissongleichung und Materialgleichung

𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) , 𝚫𝑨(𝒓) = −4𝜋𝜇𝑐 𝒋(𝒓) ;

𝑯(𝒓) = 1
𝜇 𝑩(𝒓) .

(A.13-2a)

(A.13-2b)

Wichtige Beziehungen:

𝑯 = 𝑩 − 4𝜋𝑴, 𝑴 = 𝜇− 1
4𝜋𝜇 𝑩 ; 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = 4𝜋

𝑐 (𝒋 + 𝒋M) ; (A.13-3)

𝒋M = 𝑐 𝐫𝐨𝐭𝑴(𝒓) = 𝑐 𝜇 − 1
4𝜋𝜇 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = (𝜇 − 1)𝒋(𝒓) . (A.13-4)

Gleichwertig zu den Grundgleichungen (A.13-1a):
integrale Form der Feldgleichungen plus Materialgleichung

∮
𝒞(𝐹)

𝒅𝒓 •𝑯(𝒓) = 4𝜋
𝑐 ∫
𝐹

𝒅𝒇•𝒋(𝒓) ≕ 4𝜋
𝑐 𝐼(𝐹) , ∀𝐹,

∮
ℱ

𝒅𝒇•𝑩(𝒓) = 0, ∀ℱ; 𝑯(𝒓) = 1
𝜇 𝑩(𝒓) .

(A.13-5)

(A.13-6)
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A.14. Zeitlich harmonische Quellen und Felder im Vakuum

A.14.1. Komplexe Schreibweise. Vektorhelmholtzgleichung für das
Vektorpotential. Formeln für die Feldstärken

Im Fall von zeitlich harmonischen Quellen und Feldern ist die Verwendung der komplexen Schreib-
weise unverzichtbar. Man setzt für Skalarfunktionen und Vektorkomponenten in alle Beziehungen
Ansätze der Form 𝐹(𝒓, 𝑡) = 𝐹(𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑡 ein. Die physikalischen Felder 𝑬, 𝑩 erhält man am Schluss der
Rechnung aus Re[𝑬(𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑡], Re[𝑩(𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑡], wofür man wieder 𝑬(𝒓, 𝑡), 𝑩(𝒓, 𝑡) schreibt.

Mit 𝑘 = 𝜔/𝑐 folgt aus der inhomogenen Vektorwellengleichung für das komplexe Vektorpotential
𝑨(𝒓) die inhomogene Vektorhelmholtzgleichung

𝚫𝑨(𝒓) + 𝑘2𝑨(𝒓) = −4𝜋𝑐 𝒋(𝒓) . (A.14-1)

Dabei ist 𝚫 = 𝐠𝐫𝐚𝐝div− 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭 der Vektorlaplaceoperator.16

Aus der Lorenzkonvention folgt div𝑨(𝒓)−𝑖𝑘𝜑(𝒓) = 0, womit wir die komplexe Feldgröße𝑬(𝒓) durch
𝑨(𝒓) oder durch 𝑨(𝒓) und 𝒋(𝒓) ausdrücken können:

𝑬 = −𝐠𝐫𝐚𝐝𝜑 + 𝑖𝑘𝑨 ⇒ −𝑖𝑘𝑬 = 𝐠𝐫𝐚𝐝div𝑨 + 𝑘2𝑨 = 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭𝑨 − 4𝜋
𝑐 𝒋.

Formeln für die Feldstärken

−𝑖𝑘𝑬(𝒓) = 𝐠𝐫𝐚𝐝div𝑨(𝒓) + 𝑘2𝑨(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) − 4𝜋
𝑐 𝒋(𝒓) , 𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑨(𝒓) . (A.14-2)

Hat man ein problemangepasstes 𝑨(𝒓), so kannman 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓) berechnen. Ein solches zu finden,
ist natürlich im Allgemeinen ein schwieriges Problem. Beachte: Wir haben zwar Vakuum vorausge-
setzt, wir haben aber das Bestehen von Randbedingungen im Endlichen, beispielsweise durch das
Vorhandensein idealer Leiter, nicht ausgeschlossen.

A.14.2. Quellenfreier Fall. Maxwellgleichungen. Vektorhelmholtzgleichung
für die magnetische Feldstärke. Debyepotentiale

Im quellenfreien Fall geht man zweckmäßigerweise wieder auf die Maxwellgleichungen zurück, da
dann die komplexen Feldstärken 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓) selbst Vektorhelmholtzgleichungen erfüllen.

Maxwellgleichungen für die komplexen Feldstärken 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓)

𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) = −𝑖𝑘𝑬(𝒓), div𝑩(𝒓) = 0; (A.14-3a)

𝐫𝐨𝐭𝑬(𝒓) = +𝑖𝑘𝑩(𝒓), div𝑬(𝒓) = 0. (A.14-3b)

16Siehe die Vorbemerkung zu Anhang A.5.2.
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Die Gleichungen gestatten es 𝑬(𝒓) aus 𝑩(𝒓) zu berechnen:

−𝑖𝑘𝑬(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭𝑩(𝒓) . (A.14-4)

Damit ist die Feldgleichung div𝑬(𝒓) = 0 identisch erfüllt und die verbleibenden Feldgleichungen
führen auf

𝚫𝑩(𝒓) + 𝑘2𝑩(𝒓) = 𝟎,

div𝑩(𝒓) = 0.

(A.14-5a)

(A.14-5b)

Dabei ist 𝚫 = 𝐠𝐫𝐚𝐝div− 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭 der Vektorlaplaceoperator.

𝑩(𝒓) genügt also einer homogenen Vektorhelmholtzgleichung. Hat man ein problemangepasstes
𝑩(𝒓), so kannman daraus 𝑬(𝒓) gemäß Gl. (A.14-4) berechnen.

Kugelkoordinaten und Kugelkomponenten. Debyepotentiale

Peter Debye hat gezeigt17, dass in den für die Anwendungen wichtigen Spezialfällen 𝐵𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 0
(Spezialfall 1) und 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 0 (Spezialfall 2) jeweils eine „skalare Faktorisierung“ der Maxwell-
theorie, d. h. die Berechnung der Feldstärken aus einem skalaren Potential 𝑢(𝒓), möglich ist. Im
allgemeinen Fall lassen sich die Feldstärken aus zwei skalaren Potentialen 𝑢1(𝒓), 𝑢2(𝒓) berechnen. Er-
möglicht wird dies durch mathematische Redundanzen der Grundgleichungen der Maxwelltheorie.
Die entsprechenden skalaren Potentiale heißen Debyepotentiale.18

Spezialfall 1: Probleme mit 𝐵𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 0. Debyepotentiale 1.Art

𝐵𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 0 liegt für zeitlich harmonische elektrische Multipolstrahler außerhalb der räumlich loka-
lisierten Quellen im ganzen Raum, also auch im Nahbereich, wo 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) nicht null ist, vor.19

Satz 1: Ist 𝑢(𝒓) Lösung der homogenen skalaren Helmholtzgleichung Δ𝑢(𝒓) + 𝑘2𝑢(𝒓) = 0, so ist

𝑩(𝒓) = 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢(𝒓) ⨯ 𝒓, −𝑖𝑘𝑬(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢(𝒓) ⨯ 𝒓] (A.14-6)

eine Lösung der Maxwellgleichungen (A.14-3a), (A.14-3b) mit der Eigenschaft 𝐵𝑟(𝒓) = 0. Man
nennt 𝑢(𝒓) ein Debyepotential 1. Art.

Der Beweis des Satzes erfolgt mithilfe der div-, 𝐠𝐫𝐚𝐝- und 𝐫𝐨𝐭-Formeln am Ende von Anhang A.3.

1) 𝑩 ⟂ 𝒓 ⇒ 𝐵𝑟 = 0 ✓

2) div𝑩 = div[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 ⨯ 𝒓] = 𝒓 • 𝐫𝐨𝐭 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 − 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 • 𝐫𝐨𝐭 𝒓 = 0 ✓

17P. Debye, Ann. Phys.30 (1909), 57.
18Eine ausführliche Behandlung der Debyepotentiale findet man in §18 (d) von Flügge, S.: Lehrbuch der

Theoretischen Physik, Band III, Springer-Verlag Berlin, Göttingen, Heidelberg (1961).
Ein Nachdruck ist 2013 bei Springer als Taschenbuch erschienen.

19Ein Beispiel dazu: Aufgabe 8.15.
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3) 𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 ⨯ 𝒓] = 𝐠𝐫𝐚𝐝 (𝒓 • 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢) + 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 − 𝒓 div 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 + 𝐫𝐨𝐭 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 ⨯ 𝒓

= 𝐠𝐫𝐚𝐝 (𝒓 • 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢) + 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 − 𝒓Δ𝑢 ⇒

𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭𝑩 = 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 ⨯ 𝒓] = −𝐫𝐨𝐭 (𝒓Δ𝑢) = 𝒓 ⨯ 𝐠𝐫𝐚𝐝 (Δ𝑢) = 𝑘2 [𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢 ⨯ 𝒓] = 𝑘2𝑩 ⇒

𝚫𝑩 = 𝐠𝐫𝐚𝐝div𝑩 − 𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭𝑩 = −𝐫𝐨𝐭 𝐫𝐨𝐭𝑩 = −𝑘2𝑩 ✓

Ich berechne nun alle Kugelkomponenten von 𝑩 und die 𝜗-Komponente von 𝑬, die analoge Berech-
nung von 𝐸𝑟 und 𝐸𝜙 überlasse ich dem Leser.

𝑩 = (𝜕𝑢𝜕𝑟 𝒆𝑟 +
1
𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝜗 𝒆𝜗 +

1
𝑟 sin𝜗

𝜕𝑢
𝜕𝜙 𝒆𝜙) ⨯ 𝑟𝒆𝑟 =

1
sin𝜗

𝜕𝑢
𝜕𝜙 𝒆𝜗 −

𝜕𝑢
𝜕𝜗 𝒆𝜙 ;

− 𝑖𝑘𝐸𝜗 = 𝐫𝐨𝐭𝜗𝑩 = −1𝑟
𝜕(𝑟𝐵𝜙)
𝜕𝑟 = 1

𝑟
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟

𝜕𝑢
𝜕𝜗).

Kugelkomponenten von 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓)

𝐵𝑟(𝒓) = 0, − 𝑖𝑘𝐸𝑟(𝒓) = − 1
𝑟 sin𝜗

𝜕
𝜕𝜗 (sin𝜗

𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜗 ) − 1

𝑟 sin2𝜗
𝜕2𝑢(𝒓)
𝜕𝜙2 , (A.14-7a)

𝐵𝜗(𝒓) =
1

sin𝜗
𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜙 , − 𝑖𝑘𝐸𝜗(𝒓) =

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟

𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜗 ) , (A.14-7b)

𝐵𝜙(𝒓) = −𝜕𝑢(𝒓)𝜕𝜗 ; − 𝑖𝑘𝐸𝜙(𝒓) =
1

𝑟 sin𝜗
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟

𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜙 ) . (A.14-7c)

Bei Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse gilt 𝑢 = 𝑢(𝑟, 𝜗) und 𝐵𝜗 = 𝐸𝜙 = 0.

Spezialfall 2: Probleme mit 𝐸𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 0. Debyepotentiale 2.Art

𝐸𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) = 0 liegt für zeitlich harmonischemagnetische Multipolstrahler außerhalb der räumlich
lokalisierten Quellen im ganzen Raum, also auch im Nahbereich, wo 𝐵𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) nicht null ist, vor.
Die Maxwellgleichungen (A.14-3a), (A.14-3b) sind invariant gegen die Fitzgeraldtransformation

𝑩 → 𝑬, 𝑬 → −𝑩. (A.14-8)

Daraus folgt:

Satz 2: Ist 𝑢(𝒓) Lösung der homogenen skalaren Helmholtzgleichung Δ𝑢(𝒓) + 𝑘2𝑢(𝒓) = 0, so ist

𝑬(𝒓) = 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢(𝒓) ⨯ 𝒓, 𝑖𝑘𝑩(𝒓) = 𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢(𝒓) ⨯ 𝒓] (A.14-9)

eine Lösung der Maxwellgleichungen (A.14-3a), (A.14-3b) mit der Eigenschaft 𝐸𝑟(𝒓) = 0. Man
nennt 𝑢(𝒓) ein Debyepotential 2. Art.

Kugelkomponenten von 𝑬(𝒓), 𝑩(𝒓)

𝐸𝑟(𝒓) = 0, 𝑖𝑘𝐵𝑟(𝒓) = − 1
𝑟 sin𝜗

𝜕
𝜕𝜗 (sin𝜗

𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜗 ) − 1

𝑟 sin2𝜗
𝜕2𝑢(𝒓)
𝜕𝜙2 , (A.14-10a)

𝐸𝜗(𝒓) =
1

sin𝜗
𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜙 , 𝑖𝑘𝐵𝜗(𝒓) =

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟

𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜗 ) , (A.14-10b)

𝐸𝜙(𝒓) = −𝜕𝑢(𝒓)𝜕𝜗 ; 𝑖𝑘𝐵𝜙(𝒓) =
1

𝑟 sin𝜗
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟

𝜕𝑢(𝒓)
𝜕𝜙 ) . (A.14-10c)

Bei Rotationssymmetrie bzgl. der 𝑧-Achse gilt 𝑢 = 𝑢(𝑟, 𝜗) und 𝐸𝜗 = 𝐵𝜙 = 0.
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Allgemeiner Fall. Vollständige Lösung der Maxwellgleichungen

Satz 3: Sind 𝑢1, 𝑢2 Lösungen der homogenen skalaren Helmholtzgleichung Δ𝑢(𝒓) + 𝑘2𝑢(𝒓) = 0, so
ist

𝑩(𝒓) = 𝑖𝑘 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢1(𝒓) ⨯ 𝒓 − 𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢2(𝒓) ⨯ 𝒓] , (A.14-11a)

𝑬(𝒓) = −𝐫𝐨𝐭[𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢1(𝒓) ⨯ 𝒓] − 𝑖𝑘 𝐠𝐫𝐚𝐝𝑢2(𝒓) ⨯ 𝒓 (A.14-11b)

eine Lösung der Maxwellgleichungen (A.14-3a), (A.14-3b). Die skalaren Potentiale 𝑢1, 𝑢2 heißen
Debyepotential 1. bzw. 2. Art.
Man gelangt auf diese Weise zur vollständigen Lösung der Maxwellgleichungen (A.14-3a), (A.14-3b).a

aW. Franz: Z. Physik127 (1949), 363.
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A.15. Abstrahlung elektromagnetischer Wellen im Vakuum
ohne Randbedingungen im Endlichen

A.15.1. Allgemeine räumlich um den Ursprung lokalisierte zeitabhängige
Quellverteilung

Quellverteilung im Vakuum, keine Randbedingungen im Endlichen; Quellverteilung zeitabhängig, räum-
lich lokalisiert um den Ursprung im engeren Sinn, d. h.

𝜌(𝒓′, 𝑡′) = 0
𝒋(𝒓′, 𝑡′) = 𝟎

} für 𝑟′ > 𝑅0 ; (A.15-1)

allgemeines Strahlungsmoment 𝒒(𝒓, 𝑡)

𝒒(𝒓, 𝑡) ≡ 𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐 , 𝒆𝑟) , 𝒆𝑟 = (sin𝜗 cos𝜙, sin𝜗 sin𝜙, cos𝜗) , (A.15-2)

̇𝒒(𝒓, 𝑡) ≡ ̇𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐 , 𝒆𝑟) ≔ ∫

ℝ3

𝑑3𝑟′𝒋(𝒓′, 𝑡 − 𝑟
𝑐 +

𝒓 • 𝒓′
𝑐𝑟 ) . (A.15-3)

Beachte: Im Zeitargument von 𝒋 steht nicht 𝑡 − |𝒓−𝒓′|
𝑐

.

Strahlungsanteil des elektromagnetischen Feldes = asymptotisch führender Term (1/𝑟-Term) in 𝑬
und 𝑩 = Feld in derWellenzone

𝑩W(𝒓, 𝑡) =
1
𝑐2𝑟[

̈𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐 , 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟] ,

𝑬W(𝒓, 𝑡) = 𝑩W(𝒓, 𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 .
(A.15-4)

𝒆𝑟, 𝑬W, 𝑩W bilden ein orthogonales Rechtssystem, und es gilt |𝑬W| = |𝑩W|, Eigenschaften die für
ein radial auslaufendes Wellenfeld im Vakuum charakteristisch sind.

Strahlungsanteil der elektromagnetischen Energiestromdichte = asymptotisch führender Term
(1/𝑟2-Term) in 𝑺

𝑺W(𝒓, 𝑡) ≔
𝑐
4𝜋 [𝑬W(𝒓, 𝑡) ⨯ 𝑩W(𝒓, 𝑡)] =

𝑐
4𝜋 𝑩

2
W(𝒓, 𝑡) 𝒆𝑟 ,

𝑺W(𝒓, 𝑡) =
1

4𝜋𝑐3 [
̈𝒒(𝑡 − 𝑟

𝑐 , 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟]
2 1
𝑟2 𝒆𝑟 . (A.15-5)

Abstrahlungsleistung in den Raumwinkel 𝑑𝛺 um die Richtung 𝒆𝑟 = Strahlungsenergie, welche zum Zeit-
punkt 𝑡 in der Zeiteinheit ein im Aufpunkt 𝒓 (𝑟 ≫ 𝑅0) befindliches Flächenelement 𝒅𝒇 = 𝑟2𝑑𝛺 𝒆𝑟
„nach außen“ durchsetzt (Ausbreitungsvorgang)

𝑑𝑃(𝑡 − 𝑟
𝑐 , 𝒆𝑟) ≔ 𝑺W(𝒓, 𝑡) • 𝒅𝒇 = 1

4𝜋𝑐3 [
̈𝒒(𝑡 − 𝑟

𝑐 , 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟]
2𝑑𝛺.

Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐 , 𝒆𝑟) =
1

4𝜋𝑐3 [
̈𝒒(𝑡 − 𝑟

𝑐 , 𝒆𝑟) ⨯ 𝒆𝑟]
2 = 1

4𝜋𝑐3 [ ̈𝒒2(𝑡 − 𝑟
𝑐
, 𝒆𝑟) − (𝒆𝑟 • ̈𝒒(𝑡 − 𝑟

𝑐
, 𝒆𝑟))

2] ; (A.15-6)
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totale Abstrahlungsleistung = Strahlungsenergie, welche zum Zeitpunkt 𝑡 in der Zeiteinheit eine
Kugel vom Radius 𝑟 (𝑟 ≫ 𝑅0) „nach außen“ durchsetzt

𝑃(𝑡 − 𝑟
𝑐) = ∫

[4𝜋]

𝑑𝛺 𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝑡 − 𝑟

𝑐 , 𝒆𝑟) . (A.15-7)

Bemerkung: Falls nicht Abstrahlung in den gesamten Raumwinkel [4𝜋]möglich ist, ist über den
entsprechend eingeschränkten Raumwinkelbereich zu integrieren.

Im Fall vonmonochromatischer Strahlung interessiert man sich für diemittlere Abstrahlungsleistung in
einer Periode der Strahlung. Ist 𝜔𝑠 die Kreisfrequenz der Strahlung, so hat man dann die Größen von
Gl. (A.15-6), (A.15-7) über die Periode 𝑇𝑠 = (2𝜋)/𝜔𝑠 zu mitteln:

𝑓 ≔ 1
𝑇𝑠

𝑇𝑠

∫
0

𝑑𝑡𝑓(𝑡) . (A.15-8)

Ergebnisse:
mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝒆𝑟) =

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝜗, 𝜙) Energiemenge, welche im Zeitmittel über eine (A.15-9)

Periode pro Zeiteinheit in Richtung (𝜗, 𝜙)
in die Raumwinkeleinheit abgestrahlt wird;

totale mittlere Abstrahlungsleistung

𝑃 Energiemenge, welche im Zeitmittel über eine Periode (A.15-10)
pro Zeiteinheit insgesamt abgestrahlt wird.

Hinweis: Ist die räumlich lokalisierte Quellverteilung zeitlich harmonisch, so vereinfacht es die
Rechnungen, wennman die komplexe Schreibweise mit Zeitfaktor 𝑒−𝑖𝜔𝑡 benützt. Man hat dann

𝜌(𝒓′, 𝑡′) = 𝜌(𝒓′) 𝑒−𝑖𝜔𝑡′ , 𝒋(𝒓′, 𝑡′) = 𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝜔𝑡′ , 𝒒(𝒓′, 𝑡′) = 𝒒(𝒓′) 𝑒−𝑖𝜔𝑡′ (A.15-11)

und bei Verwendung der Multipolentwicklung des folgenden Abschnittes analog 𝒑(𝑡′) = 𝒑0 𝑒−𝑖𝜔𝑡
′,

𝒎(𝑡′) = 𝒎0 𝑒−𝑖𝜔𝑡
′ und ℚ(𝑡′) = ℚ0 𝑒−𝑖𝜔𝑡

′. Wegen Re(𝑧1𝑧2) ≠ Re 𝑧1 ⋅ Re 𝑧2 muss man jedoch vor
dem Einsetzen von ̈𝒒 in die Formel (A.15-6) zum Realteil übergehen. Siehe z. B. die Lösung zu
Aufgabe 8.2.

A.15.2. Kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen
Strahlungsmomentes

Voraussetzung für die Brauchbarkeit (rasche Konvergenz) ist, dass die räumliche Ausdehnung der
lokalisierten zeitabhängigen Quellverteilung zu allen Zeiten klein gegen die Wellenlänge(n) der Strahlung ist.
Die Erfüllung der bisher getroffenen Voraussetzung 𝑟 ≫ 𝑅0 genügt also nicht.
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Einsetzen der Entwicklung

𝒋(𝒓′, 𝑡 − 𝑟
𝑐 +

𝒓 • 𝒓′
𝑐𝑟 ) = 𝒋(𝒓′, 𝑡 − 𝑟

𝑐) +
𝒓 • 𝒓′
𝑐𝑟

̇𝒋(𝒓′, 𝑡 − 𝑟
𝑐) +… (A.15-12)

in Gl. (A.15-3) ergibt die kartesische Multipolentwicklung des allgemeinen Strahlungsmomentes:

𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐 , 𝒆𝑟) = 𝒑(𝑡 − 𝑟

𝑐) + [𝒎(𝑡 − 𝑟
𝑐) ⨯ 𝒆𝑟] +

1
2𝑐 𝒆𝑟

• ℚ̇(𝑡 − 𝑟
𝑐) +… ; (A.15-13)

𝒑(𝑡) ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝒓𝜌(𝒓, 𝑡) elektrisches Dipolmoment,

𝒎(𝑡) ≔ 1
2𝑐∫

ℝ3

𝑑3𝑟 [𝒓 ⨯ 𝒋(𝒓, 𝑡)] magnetisches Dipolmoment,

ℚ(𝑡) ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝒓 ∘ 𝒓)𝜌(𝒓, 𝑡) elektrisches Quadrupolmoment Variante 1,

ℚ(𝑡) ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝒓 ∘ 𝒓 − 𝑟2

3
𝟙)𝜌(𝒓, 𝑡) elektrisches Quadrupolmoment Variante 2.

(A.15-14)

(A.15-15)

(A.15-16)

(A.15-17)

Die Entwicklung (A.15-13) macht den Namen allgemeines Strahlungsmoment für 𝒒(𝒓, 𝑡) verständlich.
Die Beiträge inGl. (A.15-13)werden als elektrischerDipolbeitrag (𝖤1-Beitrag),magnetischerDipolbeitrag
(𝖬1-Beitrag) und elektrischer Quadrupolbeitrag (𝖤2-Beitrag) zum allgemeinen Strahlungsmoment
bezeichnet. Nur in Spezialfällen ist in der Entwicklung (A.15-13) nur ein einziger Multipolbeitrag
von null verschieden. Sind in dieser Entwicklung mehrere Multipolbeiträge von null verschieden,
so sind diese Beiträge zwar auch in 𝑬W und in 𝑩W rein additiv, nicht aber in 𝑺W und 𝑑𝑃/𝑑𝛺, welche
in ̈𝒒 quadratisch sind und daher i. Allg. Interferenzterme enthalten. Die Interferenzterme geben
allerdings keine Beiträge zur totalen Abstrahlungsleistung 𝑃, welche rein additiv ist (s. dazu Abschnitt
9.9 von [2]).

Ergänzende Bemerkungen zum Quadrupoltensorℚ = (𝑄𝑗𝑘):

(1) In Gl. (A.15-13) wird der symmetrische Tensor zweiter Stufe ℚ̇mit dem Vektor 𝒆𝑟 überschoben,
Ergebnis ist der Vektor mit den Komponenten∑𝑘(𝑥𝑘/𝑟) 𝑄̇𝑘𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3.
(2) In Gl. (A.15-16) ist 𝒓∘𝒓 ein dyadisches Vektorprodukt, das Ergebnis ist der symmetrische Tensor
zweiter Stufe mit den Komponenten 𝑥𝑗𝑥𝑘.
(3) Definiert man den Quadrupoltensor als Tensor mit Spur null (Variante 2),

ℚ(𝑡) ≔ ∫
ℝ3

𝑑3𝑟 (𝒓 ∘ 𝒓 − 𝑟2

3
𝟙)𝜌(𝒓, 𝑡) , d. h. 𝑄𝑗𝑘(𝑡) ≔ ∫

ℝ3

𝑑3𝑟 (𝑥𝑗𝑥𝑘 −
𝑟2

3
𝛿𝑗𝑘)𝜌(𝒓, 𝑡) ,

so ändert dies zwar die Hilfsgröße 𝒒(𝒓, 𝑡), nicht aber 𝒒(𝒓, 𝑡) ⨯ 𝒆𝑟 und daher auch nicht die physikali-
schen Größen 𝑬W, 𝑩W, 𝑺W, 𝑑𝑃/𝑑𝛺 und 𝑃.
Definiert man den Quadrupoltensor mit einem zusätzlichen Faktor 3 (siehe z. B. [1] und [2]), so hat
man beim Quadrupolbeitrag in (A.15-13) einen zusätzlichen Faktor 1/3.20

20Siehe auch den Anhang A.6.3 und den dortigen Kommentar.
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A.15.3. Sphärische Multipolentwicklung für zeitlich harmonische Quellen
Die sphärischeMultipolentwicklung in der Elektrodynamik, die dynamische sphärischeMultipolentwick-
lung, ist mathematisch wesentlich komplizierter als die statische sphärische Multipolentwicklung.
Sie ist deshalb meist nicht in Lehrbüchern zu finden (auch nicht in dem an sich anspruchsvollen
Lehrbuch [1]), und der Leser wird sie vermutlich auch nicht in seiner Vorlesung kennen gelernt
haben. Eine ausführliche Behandlung findet man in Kapitel 9 von [2].
Da ich aber sehr lehrreiche Übungsaufgaben dazu habe, stelle ich hier die Formeln für den Fall

zeitlich harmonischer Quellverteilungen zur Verfügung. In diesem Spezialfall ist der mathematische
Aufwand in unserem Rahmen noch akzeptabel. Man verwendet dann die komplexe Schreibweise
mit Zeitfaktor 𝑒−𝑖𝜔𝑡, und mit

𝜌(𝒓′, 𝑡′) = 𝜌(𝒓′) 𝑒−𝑖𝜔𝑡′, 𝒋(𝒓′, 𝑡′) = 𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝜔𝑡′, (A.15-18)

gilt:

mittlere Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit in einer Periode

𝑑𝑃
𝑑𝛺 (𝛺) = 𝑐

8𝜋𝑘2
||∑
𝑙𝑚
(−𝑖)𝑙+1[𝑎(𝖤)𝑙𝑚𝑿𝑙𝑚(𝛺) + 𝑎(𝖬)𝑙𝑚 (𝒆𝑟 ⨯ 𝑿𝑙𝑚(𝛺))]||

2,

𝑎(𝖤)𝑙𝑚 = −𝑖 4𝜋𝑘
2

𝑐
1

√𝑙(𝑙 + 1)
∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)[𝑐𝜌(𝒓)

𝑑
𝑑𝑟 (𝑟𝑗𝑙(𝑘𝑟)) + 𝑖𝑘𝑗𝑙(𝑘𝑟) (𝒓 •𝒋(𝒓))] ,

𝑎(𝖬)𝑙𝑚 = −𝑖 4𝜋𝑘
2

𝑐
1

√𝑙(𝑙 + 1)
∫
ℝ3

𝑑3𝑟 𝑌∗
𝑙𝑚(𝛺)𝑗𝑙(𝑘𝑟) div (𝒓 ⨯𝒋(𝒓)) , 𝑘 = 𝜔

𝑐 .

(A.15-19)

(A.15-20)

(A.15-21)

Die Multipolkoeffizienten 𝑎(𝖤)𝑙𝑚 , 𝑎
(𝖬)
𝑙𝑚 kennzeichnen die elektrischen (𝖤) bzw. die magnetischen (𝖬)

Multipolbeiträge (𝑙 = 1 Dipol, 𝑙 = 2 Quadrupol, 𝑙 = 3 Oktupol, … ) Die Funktionen 𝑗𝑙(𝜌) sind
sphärische Besselfunktionen (siehe Anhang A.2), und die Funktionen 𝑿𝑙𝑚(𝛺) sind spezielle Vektor-
kugelflächenfunktionen (siehe Anhang A.5.1).

A.15.4. Ausstrahlung durch eine beschleunigt bewegte Punktladung
Die Teilchenbewegung 𝒓(𝑡′) verlaufe zu allen Zeiten 𝑡′ im Endlichen (im Bereich um den Ursprung),
sodass die Quellverteilung räumlich lokalisiert ist. Es gilt dann für alle Zeiten |𝒓(𝑡′)| < 𝑅0mit vorge-
gebenem 𝑅0, und man hat für Aufpunkte 𝒓mit 𝑟 ≫ 𝑅0 für alle Zeiten |𝒓 − 𝒓(𝑡′)| ∼ 𝑟.
Das elektromagnetische Feld einer beschleunigt bewegten Punktladung ist das sogenannte

Liénard-Wiechert-Feld. Unter den genannten Voraussetzungen kannman die zum Zeitpunkt 𝑡′ pro
Zeiteinheit der Teilchenbewegung in die Raumwinkeleinheit um die Richtung 𝒆𝑟 =̂Ω abgestrahl-
te Energie, die Abstrahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit zum Zeitpunkt 𝑡′, berechnen. Das
Ergebnis ist (siehe z. B. [2], 3. Auflage, Gl. (14.38)):

𝑑𝑃
𝑑Ω (𝑡′, 𝒆𝑟) =

𝑞2
4𝜋𝑐

[𝒆𝑟 ⨯ {(𝒆𝑟 − 𝜷(𝑡′)) ⨯ ̇𝜷(𝑡′)}]2

[1 − 𝒆𝑟 •𝜷(𝑡′)]5
mit 𝜷(𝑡′) ≔ 𝒗(𝑡′)

𝑐 . (A.15-22)
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Will man die von der Punktladung in einem Beschleunigungsintervall 𝑇1≤ 𝑡′≤ 𝑇2 in den Raumwin-
kel 𝑑𝛺 um die Richtung 𝒆𝑟 abgestrahlte Energie experimentell bestimmen, so muss man in einem
Aufpunkt 𝒓 = 𝑟𝒆𝑟 mit 𝑟 ≫ 𝑅0 die im Zeitintervall

𝑇1+
|𝒓 − 𝒓(𝑇1)|

𝑐 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇2+
|𝒓 − 𝒓(𝑇2)|

𝑐

das Flächenelement 𝒅𝒇= 𝑟2𝑑𝛺𝒆𝑟 durchströmende Energie messen.

A.15.5. Beschleunigt bewegte elektrische Punktdipole mit zeitlich
konstantem Moment

Die Bewegung 𝒓𝑏(𝑡′) der elektrischen Punktdipole mit den zeitlich konstanten Momenten 𝒑𝑏 ver-
laufe zu allen Zeiten 𝑡′ im Endlichen (im Bereich um den Ursprung), sodass die Quellverteilung
räumlich lokalisiert ist. Es gilt dann für alle Zeiten |𝒓𝑏(𝑡′)| < 𝑅0mit vorgegebenem 𝑅0, und man hat
für Aufpunkte 𝒓mit 𝑟 ≫ 𝑅0 für alle Zeiten |𝒓 − 𝒓𝑏(𝑡′)| ∼ 𝑟. Wenn wir darüberhinaus voraussetzen,
dass die Bewegungen der Dipole nichtrelativistisch sind, so ist eine kartesische Multipolentwicklung des
allgemeinen Strahlungsmomentes (siehe Gl. (A.15-13)) sinnvoll.

Ladungs- und Stromdichte für einen elektrischen Punktdipol mit dem Moment 𝒑, welcher sich
gemäß 𝒓(𝑡) bewegt, sind durch

𝜌(𝒓, 𝑡) = −𝒑 •𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓(𝑡)) , 𝒋(𝒓, 𝑡) = −[𝒑 •𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓(𝑡))]𝒗(𝑡) (A.15-23)

gegeben. Aus den Formeln (A.15-15) bis (A.15-17) folgt dann (siehe [2], 3. Auflage, Beispiel 6.21)

𝒎(𝑡) = 1
2𝑐
(𝒑 ⨯ 𝒗(𝑡)) ; (A.15-24)

𝑄𝑗𝑘(𝑡) = 𝑝𝑗𝑥𝑘(𝑡) + 𝑝𝑘𝑥𝑗(𝑡) Variante 1, (A.15-25)

𝑄𝑗𝑘(𝑡) = 𝑝𝑗𝑥𝑘(𝑡) + 𝑝𝑘𝑥𝑗(𝑡) −
2
3
(𝒑 • 𝒓(𝑡))𝛿𝑗𝑘 Variante 2. (A.15-26)

DaselektrischeDipolmoment ist zeitlichkonstantund trägt daher zurAbstrahlungsleistung (A.15-6)
nichts bei.

Hat man es mit einem Systemmit mehreren Dipolen zu tun, so muss man lediglich über deren
Beiträge summieren:

𝒎(𝑡) = 1
2𝑐
∑
𝑏
(𝒑𝑏 ⨯ 𝒗𝑏(𝑡)) ;

𝑄𝑗𝑘(𝑡) = ∑
𝑏
(𝑝𝑏𝑗𝑥𝑏𝑘(𝑡) + 𝑝𝑏𝑘𝑥𝑏𝑗(𝑡)) Variante 1,

𝑄𝑗𝑘(𝑡) = ∑
𝑏
(𝑝𝑏𝑗𝑥𝑏𝑘(𝑡) + 𝑝𝑏𝑘𝑥𝑏𝑗(𝑡)) −

2
3
∑
𝑏
(𝒑𝑏 • 𝒓𝑏(𝑡))𝛿𝑗𝑘 Variante 2.

(A.15-27)

(A.15-28)

(A.15-29)
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A.15.6. Elektrische Punktdipole mit zeitlich harmonischem Moment an
ortsfesten Stellen: hertzsche Dipole

Ein elektrischer Punktdipol mit zeitlich harmonischemMoment, welcher sich an einem festen Ort
befindet, heißthertzscherDipol. DerhertzscheDipol stellt dasmathematischeinfachsteModellsystem
zur Behandlung der Abstrahlung elektromagnetischer Wellen dar.

Ladungs- und Stromdichte für einen elektrischen Punktdipol mit demMoment 𝒑(𝑡), welcher sich
am Ort 𝒓0 befindet, sind durch

𝜌(𝒓, 𝑡) = −𝒑(𝑡) • 𝐠𝐫𝐚𝐝 δ(𝒓 − 𝒓0) , 𝒋(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑(𝑡) δ(𝒓 − 𝒓0) (A.15-30)

gegeben. Für einen hertzschen Dipol gilt dabei

𝒑(𝑡) = 𝑝0𝒆 cos(𝜔𝑡 − 𝜙0) , ̇𝒑(𝑡) = −𝜔𝑝0𝒆 sin(𝜔𝑡 − 𝜙0) , (A.15-31a)

𝒋(𝒓, 𝑡) = −𝜔𝑝0 𝒆 δ(𝒓 − 𝒓0) sin(𝜔𝑡 − 𝜙0) . (A.15-31b)

Dabei habe ich absichtlich für 𝑝0𝒆 nicht 𝒑0 geschrieben, weil ich dieses Symbol für den komplexen
Amplitudenvektor reservieren will.
In komplexer Schreibweise:

𝒑(𝑡) = 𝑝0𝒆 𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝜙0) = 𝑝0𝑒𝑖𝜙0𝒆 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ≕ 𝒑0𝑒−𝑖𝜔𝑡 , ̇𝒑(𝑡) = −𝑖𝜔𝒑0 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ≕ ̇𝒑0𝑒−𝑖𝜔𝑡 , (A.15-32a)

𝒋(𝒓, 𝑡) = ̇𝒑0δ(𝒓 − 𝒓0) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ≕ 𝒋(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 . (A.15-32b)

Mehrere hertzsche Dipole mit gleicher Frequenz:

𝒋(𝒓, 𝑡) = −𝜔∑
𝑏
𝑝𝑏𝒆𝑏 δ(𝒓 − 𝒓𝑏) sin(𝜔𝑡 − 𝜙𝑏) . (A.15-33)

In komplexer Schreibweise:

𝒋(𝒓, 𝑡) = ∑
𝑏

̇𝒑𝑏δ(𝒓 − 𝒓𝑏) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 ≕ 𝒋(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 mit ̇𝒑𝑏 ≔ −𝑖𝜔𝒑𝑏 = −𝑖𝜔𝑝𝑏 𝑒𝑖𝜙𝑏𝒆𝑏 . (A.15-34)

Für das allgemeine Strahlungsmoment einer zeitlich harmonischen Quellverteilung in komplexer
Schreibweise gilt allgemein

̇𝒒(𝒓, 𝑡) ≡ ̇𝒒(𝑡 − 𝑟
𝑐 , 𝒆𝑟) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑒𝑖𝑘𝑟∫

ℝ3

𝑑3𝑟′𝒋(𝒓′) 𝑒−𝑖𝑘𝒆𝑟•𝒓′ ≕ ̇𝒒(𝒓) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 . (A.15-35)

Setzt man hier 𝒋(𝒓′) von Gl. (A.15-32b) bzw. von Gl. (A.15-34) ein, erhält man das exakte allgemeine
Strahlungsmoment für den betreffenden hertzschen Dipol bzw. für die betreffende Anordnung
hertzscher Dipole.
Da die Formel (A.15-6) für die Abstrahlungsleistung in ̈𝒒 nicht linear ist, muss man vor dem Einset-
zen in (A.15-6) zum Realteil übergehen.
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A.16. Fresnelsche Formeln
Vorbemerkung: Im Allgemeinen wird angenommen, dass beide Medien für die betrachtete Frequenz
transparent sind. Die fresnelschen Formeln und das Brechungsgesetz gelten aber auch wenn das
Medium2 ein elektrischer Leiter und die Frequenz der einfallenden monochromatischen Welle niedrig
ist. Man muss lediglich 𝑛2 = √𝜀2 durch die komplexe Größe

𝑛̂2 ∶=√𝜀2 + 𝑖 4𝜋𝜎2𝜔

ersetzen, wobei 𝜀2 die statische Dielektrizitätskonstante und 𝜎2 die Gleichstromleitfähigkeit des Leiters
ist.a

aSiehe die Aufgaben 7.6 und 7.7.

Bei der Behandlung von Reflexion, Brechung und Totalreflexion an einer ebenen Grenzfläche wird
in Vorlesungen und Lehrbüchern das Koordinatensystem nicht einheitlich gewählt und es werden
keine einheitlichen Bezeichnungen für die komplexen Amplituden der Teilwellen, für Reflexions-
und Brechungswinkel und für die Ausbreitungsvektoren der Teilwellen verwendet. Für die hier
angeschriebenen fresnelschen Formeln ist die Wahl des Koordinatensystems gleichgültig, es muss
lediglich „senkrecht“ in allen Teilwellen senkrecht zur Einfallsebene bedeuten, und es müssen in
allen Teilwellen Ausbreitungsrichtung, Senkrechtkomponente und Parallelkomponente in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden.

Bezeichnungen: 𝒂, 𝒂′, 𝒂″ sind die komplexen Amplitudenvektoren der elektrischen Feldstärke der
einfallendenWelle, der reflektierten Welle und der Welle im Medium2 (gebrochene Welle bei Licht-
brechung, Lichthaut bei Totalreflexion an einem transparenten Medium), 𝛼 ist der Einfallswinkel
und 𝛼″der „Brechungswinkel“ (Brechungswinkel im engeren Sinne bei Lichtbrechung in ein trans-
parentes Medium, komplexer Winkel bei Totalreflexion an einem transparenten Medium oder
wenn das Medium2 ein Leiter ist).
Fresnelsche Formeln:

𝑎′𝗉 = 𝑎𝗉
tan (𝛼 − 𝛼″)
tan (𝛼 + 𝛼″)

, 𝑎′𝗌 = −𝑎𝗌
sin (𝛼 − 𝛼″)
sin (𝛼 + 𝛼″)

,

𝑎″𝗉 = 𝑎𝗉
2 sin𝛼″cos 𝛼

sin (𝛼 + 𝛼″) cos (𝛼 − 𝛼″)
, 𝑎″𝗌 = 𝑎𝗌

2 sin𝛼″cos 𝛼
sin (𝛼 + 𝛼″)

.

(A.16-1)

(A.16-2)

Mithilfe der Additionstheoreme der Winkelfunktionen und des Brechungsgesetzes

sin𝛼
sin𝛼″ =

√
𝜀2
𝜀1

= 𝑛2
𝑛1

≕ 𝑛12 (A.16-3)

kann man leicht zeigen, dass sich die fresnelschen Formeln auch in der folgenden Form schreiben
lassen:

𝑎′𝗉 = 𝑎𝗉
𝑛12 cos 𝛼 − cos𝛼″
𝑛12 cos 𝛼 + cos𝛼″ , 𝑎′𝗌 = 𝑎𝗌

cos 𝛼 − 𝑛12 cos 𝛼″
cos 𝛼 + 𝑛12 cos 𝛼″

,

𝑎″𝗉 = 𝑎𝗉
2 cos 𝛼

𝑛12 cos 𝛼 + cos𝛼″ , 𝑎″𝗌 = 𝑎𝗌
2 cos 𝛼

cos𝛼 + 𝑛12 cos 𝛼″
.

(A.16-4)

(A.16-5)

570



A.16. Fresnelsche Formeln

Für den Rest des Anhanges nehme ich an, dass beide Medien transparent sind.

Alle bisher angeschriebenen Formeln gelten für Lichtbrechung und für Totalreflexion. Die Differen-
zierung ergibt sich erst dadurch, dass im Fall der Lichtbrechung

cos 𝛼″ = +√1− sin2𝛼″ = +
√
1− sin2𝛼

𝑛212
= 1

𝑛12√
𝑛212 − sin2𝛼 (A.16-6)

und im Fall der Totalreflexion

cos 𝛼″ = + 𝑖√sin2𝛼″ − 1 = + 𝑖
√

sin2𝛼
𝑛212

− 1 = 𝑖 1
𝑛12√

sin2𝛼 − 𝑛212 (A.16-7)

einzusetzen ist.
Mit dem Ausdruck (A.16-7) für cos 𝛼″ folgt aus den fresnelschen Formeln (A.16-4) für die Amplitu-
den der reflektierten Welle bei Totalreflexion

𝑎′𝗉 = 𝑎𝗉 exp(−2𝑖 arctan
√sin2𝛼 − 𝑛212
𝑛212 cos 𝛼

) ,

𝑎′𝗌 = 𝑎𝗌 exp(−2𝑖 arctan
√sin2𝛼 − 𝑛212

cos 𝛼 ) .

(A.16-8)

(A.16-9)

Wie erwartet gilt |𝑎′𝗉| = |𝑎𝗉|, |𝑎′𝗌| = |𝑎𝗌| – die Intensität der reflektierten Welle ist gleich der
Intensität der einfallenden Welle –, doch wird bei Totalreflexion der Polarisationszustand der
Welle geändert, da Parallel- und Senkrechtkomponente verschiedene Phasenverschiebungen
erfahren.

Fresnelsche Formeln bei senkrechtem Einfall
Bei senkrechtem Einfall gibt es keine Einfallsebene, und die Amplitudenbezeichnungen „senk-
recht“ und „parallel“ verlieren an sich ihren Sinn. In der folgenden Abbildung und in den Formeln
(A.16-10) und (A.16-10) beziehen sich diese Bezeichnungen auf eine willkürlich gewählte Ebene,
welche die Ausbreitungsvektoren enthält.

Reflexion und Transmission:

𝑎(r)𝗉 = −𝑎(e)𝗉
𝑛1− 𝑛2
𝑛1+ 𝑛2

, 𝑎(r)𝗌 = 𝑎(e)𝗌
𝑛1− 𝑛2
𝑛1+ 𝑛2

⇒
𝑎(r)𝗉
𝑎(r)𝗌

= −
𝑎(e)𝗉

𝑎(e)𝗌
.

(A.16-10)

Bei Reflexion ändern sich die Amplitudenbeträge um den Faktor |𝑛1− 𝑛2|/(𝑛1+ 𝑛2) und die Phasen-
differenz zwischen 𝗉- und 𝗌–Komponente ändert sich um 𝜋.
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𝑎(t)𝗉 = 𝑎(e)𝗉
2𝑛1

𝑛1+ 𝑛2
, 𝑎(t)𝗌 = 𝑎(e)𝗌

2𝑛1
𝑛1+ 𝑛2

⇒
𝑎(t)𝗉
𝑎(t)𝗌

=
𝑎(e)𝗉

𝑎(e)𝗌
. (A.16-11)

Bei Transmission ändern sich die Amplitudenbeträge um den Faktor 2𝑛1/(𝑛1+ 𝑛2) und die Phasendif-
ferenz zwischen 𝗉- und 𝗌-Komponente ändert sich nicht.

A.17. Lichtintensität, Reflexions- und
Transmissionskoeffizient

Lichtintensität für eine monochromatische ebene Welle in einem transparenten Medium

Energiestromdichte (Poyntingvektor) im Medium

𝑺(𝒓, 𝑡) = 𝑐
4𝜋 [𝑬(𝒓, 𝑡) ⨯ 𝑯(𝒓, 𝑡)] . (A.17-1)

Für zeitlich harmonische Felder in komplexer Schreibweise

𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝑬(𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑡 , 𝑯(𝒓, 𝑡) = 𝑯(𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑡 , (A.17-2)

hat man diesen Ausdruck durch

𝑺(𝒓, 𝑡) = 𝑐
4𝜋 [Re𝑬(𝒓, 𝑡) ⨯ Re𝑯(𝒓, 𝑡)] (A.17-3)

zu ersetzen.
Lichtintensität: Betrag des Zeitmittels des Poyntingvektors über eine Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜔

𝐼(𝒓) ≔ |𝑺(𝒓, 𝑡)| ; (A.17-4)
dabei gilt

𝑺(𝒓, 𝑡) = 𝑐
8𝜋 [𝑬(𝒓) ⨯ 𝑯

∗(𝒓)] . (A.17-5)

Für eine monochromatische ebene Welle in einem transparenten Medium

𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝒂 𝑒𝑖(𝒌•𝒓−𝜔𝑡) , 𝑯(𝒓, 𝑡) =
√

𝜀
𝜇 [𝒏 ⨯ 𝑬(𝒓, 𝑡)] , 𝒌 = 𝑘𝒏, 𝑘 = √𝜀𝜇

𝜔
𝑐 (A.17-6)

folgen daraus mit |𝒂|2 ≡ 𝒂 •𝒂∗ die ortsunabhängigen Größen

𝑺(𝒓, 𝑡) = 𝑐
8𝜋√

𝜀
𝜇 |𝒂|

2𝒏, 𝐼 = 𝑐
8𝜋√

𝜀
𝜇 |𝒂|

2 . (A.17-7)

Reflexions- und Transmissionskoeffizient für ebene Grenzfläche zwischen transparenten Medien
Bezeichnungen wie in Anhang A.16: 𝒂, 𝒂′, 𝒂″ sind die komplexen Amplitudenvektoren der elek-
trischen Feldstärke der einfallenden Welle, der reflektierten Welle und der Welle im Medium2
(gebrochene Welle bei Lichtbrechung, Lichthaut bei Totalreflexion), 𝛼 ist der Einfallswinkel, 𝛼′= 𝛼

572



A.17. Lichtintensität, Reflexions- und Transmissionskoeffizient

der Reflexionswinkel und 𝛼″der „Brechungswinkel“ (Brechungswinkel im engeren Sinne bei Licht-
brechung, komplexer Winkel bei Totalreflexion).
Für die Definition von Reflexions- und Transmissionskoeffizient kommen wir nicht ohne Koor-

dinatensystem aus. Die 𝑥𝑦-Ebene der Koordinatensystems falle mit der Grenzfläche zusammen,
die 𝑧-Achse zeige in das Medium2. Reflexions- und Transmissionskoeffizient sind dann definiert
durch:

𝑅 ≔ −𝑆′𝑧
𝑆𝑧

, 𝑇 ≔ 𝑆″𝑧
𝑆𝑧

= 1 − 𝑅. (A.17-8)

Mit−𝑆′𝑧 = 𝐼′cos 𝛼′= 𝐼′cos 𝛼 und 𝑆𝑧 = 𝐼 cos𝛼 folgen dann die von der Wahl des Koordinatensystems
unabhängigen für Lichtbrechung und Totalreflexion gültigen Formeln

𝑅 = 𝑅(𝛼) = 𝐼′cos 𝛼′
𝐼 cos 𝛼 = 𝐼′

𝐼 = |𝒂′|2
|𝒂|2 =

|𝑎 ′𝗌|2+ |𝑎 ′𝗉|2

|𝑎𝗌|2+ |𝑎𝗉|2
, 𝑇 = 1 − 𝑅. (A.17-9)

Für Totalreflexion erhält man daraus mit den fresnelschen Formeln (A.16-8), (A.16-9) das Ergebnis
𝑅 = 1, 𝑇 = 0. ImFall der Lichtbrechung kannmandenTransmissionskoeffizienten statt aus𝑇 = 1−𝑅
auch aus der Formel

𝑇 = 𝑇(𝛼) = 𝐼″cos 𝛼″
𝐼 cos 𝛼 =

√
𝜀2𝜇1
𝜀1𝜇2

cos 𝛼″
cos 𝛼

|𝒂″|2
|𝒂|2 =

√
𝜀2𝜇1
𝜀1𝜇2

cos 𝛼″
cos 𝛼

|𝑎″𝗌 |2+ |𝑎″𝗉 |2

|𝑎𝗌|2+ |𝑎𝗉|2
(A.17-10)

berechnen. Häufiger Fehler: „Vergessen“ der Faktoren vor |𝒂″|2/|𝒂|2.
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A.18. Geometrische Veranschaulichung der
Lorentztransformation: Minkowskidiagramme

Minkowskidiagramme. Eichkurve für den Ort und Eichkurve für die Zeit

Wir betrachten eine räumlich eindimensionale Welt und Inertialsysteme in Standardkonfiguration.

1. Schritt: 𝑐𝑡- und 𝑥-Achse willkürlich senkrecht ge-
zeichnet (Konvention) und Einheit auf den Achsen
markiert. Damit sind die Zeit-Ortskoordinaten ei-
nes Ereignisses 𝖤 ablesbar:

𝖤∶ (𝑐𝑡, 𝑥) .

Frage: Lage der 𝑐𝑡′- und der 𝑥′-Achse in diesemDia-
gramm?

2. Schritt: Die Gleichung der 𝑥′-Achse im Diagramm ist durch 𝑐𝑡′= 0 bestimmt:

𝑐𝑡′= 𝛾(𝑐𝑡 − 𝛽𝑥) = 0 ⇒ 𝑐𝑡 = 𝛽𝑥. (A.18-1)

Analog: Die Gleichung der 𝑐𝑡′-Achse im Diagramm ist durch 𝑥′= 0 bestimmt:

𝑥′= 𝛾(𝑥 − 𝑣𝑡) = 0 ⇒ 𝑐𝑡 = 1
𝛽 𝑥. (A.18-2)

Wegen 𝛽 < 1 gilt für denWinkel 𝛼 im Diagramm

𝛼 = arctan𝛽 < 𝜋
4 . (A.18-3)

Die Zeit-Ortskoordinaten des Ereignisse 𝖤 im Be-
zugssystem 𝖲′ sind als schiefwinkelige Koordina-
ten ablesbar:

𝖤∶ (𝑐𝑡′, 𝑥′).

Zu welcher Zeit und an welchem Ort das Ereignis 𝖤 für Beobachter in 𝖲′ stattfindet, können wir
aber noch nicht sagen, weil wir noch nicht wissen, wo auf den „gestrichenen“ Achsen die Ereignisse
𝑐𝑡′ = 1, 𝑥′ = 0 und 𝑐𝑡′ = 0, 𝑥′ = 1 liegen (Einheit bezüglich 𝖲′). Diese Ereignisse werden durch
Schnitt der sogenannten Eichkurvenmit den „gestrichenen“ Achsen gefunden.

3. Schritt: Eichkurven für Ort und Zeit

Für Standardlorentztransformationen gilt

𝑐2𝑡2− 𝑥2 = 𝑐2𝑡′2− 𝑥′2 = 𝑐2𝑡″2− 𝑥″2 = ⋯ = lorentzinvariant. (A.18-4)
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Der Hyperbelast

𝑥2− 𝑐2𝑡2 = 1, 𝑥 > 0 (A.18-5)

schneidet die Ortsachsen aller Inertialsysteme 𝖲,
𝖲′, 𝖲″, …, im Einheitspunkt, stellt also die Eichkurve
für den Ort dar.
Der Hyperbelast

𝑐2𝑡2− 𝑥2 = 1, 𝑐𝑡 > 0 (A.18-6)

schneidet die Zeitachsen aller Inertialsysteme 𝖲,
𝖲′, 𝖲″, …, im Einheitspunkt, stellt also die Eichkurve
für die Zeit dar.

Vergangenheit, Anderswo21 (Gegenwart) und Zukunft in Bezug auf ein festes Ereignis; der Einfach-
heit halber zunächst bezüglich O
Für homogene Lorentztransformationen stellt

𝑠2≔ 𝑐2𝑡2− 𝑥2− 𝑦2− 𝑧2 (A.18-7)

eine Lorentzinvariante dar.

Man sagt: Das Ereignis 𝖤 liegt bezüglich 𝖮

(a) raumartig, falls 𝑠2< 0;
(b) lichtartig, falls 𝑠2 = 0;
(c) zeitartig, falls 𝑠2 > 0, und zwar

(c1) in der Zukunft, falls 𝑐𝑡 > 0 (⇒ 𝑐𝑡′ > 0,… );
(c2) in der Vergangenheit, falls 𝑐𝑡 < 0 (⇒ 𝑐𝑡′< 0,… ).

Siehe die Beispiele 𝖠, 𝖡, 𝖢 und 𝖣 in der folgenden Abbildung.

Durch diese Klassifizierung zerfällt die Raumzeit bezüglich des festen Ereignisse, hier 𝖮, in vier
invariante Bereiche:

1. den Lichtkegel (dreidimensionale Hyperkegelfläche) 𝑠2 = 0;
2. die Zukunft 𝑠2 > 0, 𝑐𝑡 > 0;
3. die Vergangenheit 𝑠2 > 0, 𝑐𝑡 < 0;
4. das Anderswo (die Gegenwart) 𝑠2 < 0.

Der Name Anderswo sagt klar, in welcher raumzeitlichen Beziehung die Ereignisse aus diesem
Bereich der Raumzeit zumEreignis𝖮 stehen. Dagegen wird dermeist verwendete NameGegenwart
immer wieder missverstanden.
21Englisch: Elsewhere; Terminologie von Rindler (siehe [3]).
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Für eine räumlich eindimensionale Welt gezeichnet:

Die nächste Abbildung zeigt die invarianten Bereiche der Raumzeit für eine räumlich zweidimen-
sionale Welt.

Analog: Invariante Bereiche bezüglich eines allgemeinen Ereignisses 𝖤, gezeichnet für eine räum-
lich eindimensionale Welt [an die Stelle von 𝑠2 und 𝑐𝑡 treten dann (𝛥𝑠)2 und 𝑐𝛥𝑡]:
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Weltlinie eines Teilchens

Die „Lebensgeschichte“ eines Teilchens
stellt eine einparametrige Schar von Ereig-
nissen, eineWeltlinie, dar:

𝖲∶ (𝑐𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)),
𝖲′∶ (𝑐𝑡′, 𝑥′(𝑡′), 𝑦′(𝑡′), 𝑧′(𝑡′)).
(Im Minkowskidiagramm für eine räum-
lich eindimensionale Welt dargestellt.)
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Anhang B

Fundamentale physikalische Konstanten und
Umrechnungsfaktoren

Seit der am 16.November 2018 von der Generalkonferenz für Maß und Gewicht beschlossenen
grundlegenden Revision des SI-Einheitensystems legt ein Satz von sieben physikalischen Konstan-
tenmit festgelegtenWerten (”exakt”) das Systemvollständig fest undbildet dieDefinitionsgrundlage
für alle Einheiten des SI-Systems. Dieses neue SI-System liegt CODATA seit 2018 zugrunde.
Die folgenden Zahlenwerte für die fundamentalen physikalischen Konstanten sind dem 2022

vom Committee on Data for Science and Technology (CODATA) empfohlenen konsistenten Satz von
E. Tiesinga, P. J. Mohr, D. B. Newell und B. N. Taylor entnommen.1

Die Ziffern in Klammern hinter einem Zahlenwert𝑊 kennzeichnen die Unsicherheit in den
letzten Stellen des Wertes. Die Unsicherheit ist als einfache Standardabweichung 𝜎 angegeben. Die
Chance, dass der wahre Wert im Intervall𝑊± 𝜎 liegt, beträgt 68,27%, sie beträgt 95,45% für das
Intervall𝑊± 2𝜎 und 99,73% für das Intervall𝑊± 3𝜎.
Die Werte sind in gaußschen cgs-Einheiten angegeben. In jenen Fällen, in denen eine Formel

angeführt ist, bezieht sich diese ebenfalls auf das gaußsche cgs-System. Umrechnungsfaktoren
für den Übergang zu SI-Einheiten sowie zwischen einigen in der Atomphysik gebräuchlichen
Energieeinheiten sind im Anschluss an die folgende Tabelle zu finden.
Punkte… stehen für weggelassene weitere exakte Ziffern. Beispielsweise ist die Elementarladung

im SI-System durch 1,602176634 ⋅10−19 C (exakt) gegeben, woraus im cgs-System der Wert 𝑒 =
1,602176634 ⋅10−19 ⋅ 2,99792458 ⋅1010/10 erg1/2 ⋅ cm1/2 = 4,80320471257…⋅10−10 erg1/2 ⋅ cm1/2 folgt.

Größe Symbol Formel Wert

Vakuumlichtgeschwindigkeit 𝑐 2,99792458⋅1010 cm ⋅ s−1 (exakt)

Planckkonstante ℎ 6,62607015⋅10−27 erg ⋅ s (exakt)
(Wirkungsquantum) ℏ ℎ/2𝜋 1,054571817…⋅10−27 erg ⋅ s

elektrische Elementarladung 𝑒 4,80320471257…⋅10−10 erg1/2 ⋅ cm1/2

Avogadrokonstante
(loschmidtsche Zahl)

𝑁A 6,02214076⋅1023mol−1 (exakt)

Boltzmannkonstante 𝑘B 1,380649⋅10−16 erg ⋅K−1 (exakt)

1Siehe https://physics.nist.gov/cuu/Constants/
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Größe Symbol Formel Wert

Gravitationskonstante 𝐺 6,67430(15)⋅10−8 dyn ⋅ cm2 ⋅ g−2

Feinstrukturkonstante 𝛼 𝑒2/ℏ𝑐 7,2973525643(11)⋅10−3
(Sommerfeldkonstante) 1/𝛼 137,035999177(21)

Ruhmasse des Elektrons 𝑚e 9,1093837139(28)⋅10−28 g

Ruhmasse des Protons 𝑚p 1,67262192595(52)⋅10−24 g

Ruhmasse des Neutrons 𝑚n 1,67492750056(85)⋅10−24 g

Verhältnis aus Proton-
und Elektronruhmasse

𝑚p/𝑚e 1836,152673426(32)

Rydbergkonstante für
unendliche Kernmasse

𝑅∞ 𝑚e𝑒4/4𝜋ℏ3𝑐 1,0973731568157(12)⋅105 cm−1

Rydbergkonstante für
das Wasserstoffatom

𝑅H 𝑅∞/(1 +𝑚e/𝑚p) 1,0967758340277(12)⋅105 cm−1

bohrscher Radius für
unendliche Kernmasse

𝑎0 ℏ2/𝑚e𝑒2 5,29177210544(82)⋅10−9 cm

bohrscher Radius für
das Wasserstoffatom

𝑎H 𝑎0(1 +𝑚e/𝑚p) 5,29465409460(82)⋅10−9 cm

Hartree-Energie 𝐸ℎ 𝑒2/𝑎0 4,3597447222060(48)⋅10−11 erg

klassischer Elektronradius 𝑟e 𝑒2/𝑚e𝑐2 2,8179403205(13)⋅10−13 cm

Comptonwellenlänge
des Elektrons

𝜆C,e ℏ/𝑚e𝑐 2,42631023538(76)⋅10−10 cm

Comptonwellenlänge
des Protons

𝜆C,p ℏ/𝑚p𝑐 1,32140985360(41)⋅10−13 cm

Comptonwellenlänge
des Neutrons

𝜆C,n ℏ/𝑚n𝑐 1,31959090382(67)⋅10−13 cm

bohrsches Magneton 𝜇B 𝑒ℏ/2𝑚e𝑐 9,2740100657(29)⋅10−21 erg1/2 ⋅ cm3/2

Kernmagneton 𝜇K 𝑒ℏ/2𝑚p𝑐 5,0507837393(16)⋅10−24 erg1/2 ⋅ cm3/2

magnetisches Moment
des freien Elektrons

𝜇e 9,2847646917(29)⋅10−21 erg1/2 ⋅ cm3/2

magnetisches Moment
des freien Elektrons in 𝜇e/𝜇B 1,00115965218046(18)
bohrschen Magnetonen

gyromagnetischer Faktor
des Spins des Elektrons

𝑔𝑠,e 2𝜇e/𝜇B 2,00231930436092(36)
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Größe Symbol Formel Wert

magnetisches Moment
des freien Protons

𝜇p 1,41060679545(60)⋅10−23 erg1/2 ⋅ cm3/2

magnetisches Moment
des freien Protons in 𝜇p/𝜇K 2,79284734463(82)
Kernmagnetonen

gyromagnetischer Faktor
des Spins des Protons

𝑔𝑠,p 2𝜇p/𝜇K 5,5856946893(16)

magnetisches Moment
des Neutrons

𝜇n -0,96623653(23)⋅10−23 erg1/2 ⋅ cm3/2

magnetisches Moment
des Neutrons in 𝜇n/𝜇K -1,91304276(45)
Kernmagnetonen

gyromagnetischer Faktor
des Spins des Neutrons

𝑔𝑠,n 2𝜇n/𝜇K -3,82608552(90)

Umrechnung zwischen einigen in der Atomphysik gebräuchlichen Energieeinheiten2

1 eV = 1,602176634⋅10−12 erg = 1,602176634⋅10−19 J (exakt)
1 Ry = 2,1798723611030(24)⋅10−11 erg = 2,1798723611030(24)⋅10−18 J

= 13,605693122991(53) eV
1 hartree = 4,3597447222060(48)⋅10−11 erg = 4,3597447222060(48)⋅10−18 J

= 27,211386245981(30) eV
1 atomare Energieeinheit ≡ 1 hartree = 2 Ry

Umrechnung von gaußschen cgs-Einheiten in SI-Einheiten

𝑐0 ≡ 2,99792458⋅1010
Zahlenwert der in cm/s angegebenen Vakuumlichtgeschwindigkeit (exakt)

Länge 1 cm = 10−2m
Masse 1 g = 10−3 kg
Kraft 1 dyn = 10−5 N
Energie 1 erg = 10−7 J
Leistung 1 erg/s = 10−7W (W ≡ V⋅A)
elektrische Ladung 1 erg1/2 ⋅ cm1/2 =̂ 10 𝑐−10 C (C ≡ A⋅s)
elektrische Stromstärke 1 erg1/2 ⋅ cm1/2 ⋅ s−1 =̂ 10 𝑐−10 A
elektrische Spannung 1 erg1/2 ⋅ cm−1/2 =̂ 10−8 𝑐0 V
elektrische Feldstärke 1 erg1/2 ⋅ cm−3/2 =̂ 10−6 𝑐0 V/m

2Siehe die Fußnote von Seite 579.
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elektrische Verschiebung 1 erg1/2 ⋅ cm−3/2 =̂ 105 (4𝜋𝑐0)−1 C/m2

elektrischer Fluss 1 erg1/2 ⋅ cm1/2 =̂ 10 (4𝜋𝑐0)−1 C
elektrisches Moment 1 erg1/2 ⋅ cm3/2 =̂ (10 𝑐0)−1 C⋅m
magnetische Feldstärke 1 erg1/2 ⋅ cm−3/2 ≡ 1 Oe =̂ 103 (4𝜋)−1 A/m
magnetische Induktion 1 erg1/2 ⋅ cm−3/2 ≡ 1 G =̂ 10−4 T (T ≡ V⋅s/m2)
magnetischer Fluss 1 erg1/2 ⋅ cm1/2 ≡ 1Mx =̂ 10−8Wb (Wb ≡ V⋅s)
magnetisches Moment 1 erg1/2 ⋅ cm3/2 =̂ 10−3 A⋅m2
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Abkürzungen. Bezeichnungen. Symbole

AB Anfangsbedingung(en)

RB Randbedingung(en)

VS Voraussetzung(en)

arg Argument einer komplexen Zahl

ℂ Körper der komplexen Zahlen

det Determinante einer Matrix; s. auch | . |
𝛿𝑖𝑗 Kroneckerdelta

δ(𝑥) diracsche δ-Funktion
inf Infimum bzw. größte untere Schranke

Im Imaginärteil einer komplexen Zahl

lim Grenzwert einer Folge von Zahlen, Funktionen oder Vektoren

log natürlicher Logarithmus

ℕ Menge {1, 2, 3,…}, d. h. Menge der natürlichen Zahlen
ℕ0 Menge {0, 1, 2,…}
𝑂(𝜖𝑛) Terme der Ordnung 𝜖𝑛

ℝ Körper der reellen Zahlen

ℝ+ Menge der positiven reellen Zahlen

ℝ+
0 Menge der nichtnegativen reellen Zahlen

ℝ3 Menge der geordneten Tripel reeller Zahlen

ℤ Menge {0,±1,±2,…}, d, h. Menge der ganzen Zahlen
𝑟, 𝜗, 𝜑 Kugelkoordinaten

Re Realteil einer komplexen Zahl

𝑥, 𝑦, 𝑧 kartesische Koordinaten𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
𝛺 Kurzschreibweise für die räumlichen Polarwinkel (𝜗, 𝜑)
𝑢̃ Fouriertransformierte der Funktion 𝑢
0 Zahl Null

𝟎 Nullvektor im dreidimensionalen euklidischen Raum

≡ identisch gleich oder alternative Bezeichnung derselben Größe

≔ in Definitionsgleichungen benützt, wobei der Doppelpunkt bei
≕ dem zu definierenden Symbol steht

≈ näherungsweise gleich

≃ gleich oder näherungsweise gleich
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∼ größenordnungsmäßig gleich (Abschätzung)

=̂ entspricht

< kleiner

≤ kleiner oder gleich

≲ von kleinerer oder gleicher Größenordnung

≪ sehr klein gegen

∝ proportional

⋅ Multiplikation von Zahlen
• inneres Produkt von (reellen oder komplexen) Vektoren

Überschieben eines symmetrische Tensors 2. Stufe mit einem Vektor

× gewöhnliches Multiplikationszeichen als „Trennsymbol“ bei Fortsetzung
eines Produktes über mehrere Zeilen; kartesisches Produkt von Mengen

⨯ äußeres Produkt von (reellen oder komplexen) Vektoren

∘ dyadisches Produkt von Vektoren

⇒ wenn …, dann … (Schlussfolgerung)

⟺ … genau dann, wenn … (Gleichwertigkeit)

→ … ersetzt durch …; bei Grenzübergängen: … gegen …;
bei Funktionen: … Abbildung auf (in) …

↔ … zugeordnet zu …; Vertauschung von … mit …

⊂ … echte Teilmenge von …

⊆ … Teilmenge von …

⊈ … nicht Teilmenge von …

∩ Durchschnittsbildung von Mengen

∪ Vereinigung von Mengen
∗ komplexe Konjugation

| . | Absolutbetrag einer komplexen Zahl; Determinante einer Matrix;
euklidische Norm

∈ … ist enthalten in der Menge …

∉ … ist nicht enthalten in der Menge …

∀ für alle
/∀ nicht für alle

∃ existiert

∄ existiert nicht

∨ oder (Disjunktion)

⟂ senkrecht

∥ parallel
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( . , . ) beidseitig offenes Intervall

[ . , . ) linksseitig abgeschlossenes, rechtsseitig offenes Intervall

( . , . ] linksseitig offenes, rechtsseitig abgeschlossenes Intervall

[ . , . ] beidseitig abgeschlossenes Intervall
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